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“数学 哲学 "文化 -教育 系列 ”总 序 
一 一 积极 开展 数学 教育 的 多 学 科 、 多 方位 研究 


郑 毓 信 


数学 教育 的 理论 研究 在 近 二 十 年 中 应 当 说 经 历 了 十 

分 重要 的 转变 。 就 我 国 而 言 ， 在 最 初 无 疑 是 “教材 、 教 
法 人 研究 ”一 统 天 下 ; 其 后 , 在 80 年 代 则 逐步 形成 了 以 
“数学 学 习 论 "、“ 数 学 教学 论 ” 和 “数学 课程 论 ” 为 主体 
的 新 的 理论 体系 ; 然而 ， 从 90 年 代 以 来 ， 数 学 教育 的 现 
代 研 究 又 明显 表现 出 了 多 样 化 、 多 方位 的 新 特点 ， 而 这 
不 仅 是 指 开拓 了 更 多 的 研究 方向 ， 如 数学 教育 的 测量 与 
评估 、 数 学 方法 论 、 现 代 技 术 在 数学 教育 中 的 应 用 、 数 
学 思维 教育 等 ， 而 且 也 是 指 表现 出 了 多 学 科 的 相互 渗透 
与 整合 这 一 重要 趋势 。 这 一 趋势 与 国际 数学 教育 界 的 现 
代 发 展 潮 流 也 是 完全 一 致 的 。 例 如 ， 作 为 数学 教育 的 重 
要 指导 性 著作 ，1992 年 出 版 的 《数学 教 与 学 研究 手册 》 
{Handbook of Rescarch on Mathematics Teaching and Learn- 
ing) 共 列 举 了 29 个 课题 ， 其 中 就 包括 了 心理 学 、 社 会 一 
文化 研究 、( 数 学 ) 哲学 等 多 方面 的 内 容 ， 如 “数学 的 性 
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: 它 的 作用 和 影响 ”、“ 数 学 教案 的 文化 : 一 个 林 知 
、“ 教 师 的 信念 与 观念 : - -个 综述 "、“ 学 会 数学 地 思 
: 问题 解决 、 元 认 知 与 数学 中 的 意义 同 子 ”"、“ 转 向 高 
层次 数学 思维 ， 函 数 、 极 限 、 无 限 和 汪 明 ”、“ 民 俗 数学 
与 日 常 认 知 ”等 。 从 而 ， 总 的 来 说 ,积极 开展 多 学 科 、 
多 方位 的 研究 就 可 说 是 数学 教育 现代 发 展 的 一 个 重要 特 
点 。 


器 中 沁 


就 二 述 方向 的 研究 而 言 ， 以 下 几 个 课题 是 十 分 重要 
的 ; 

(1) 数学 教育 暂 学 

数学 教育 哲学 的 兴起 是 数学 教育 现代 发 展 的 必然 趋 
势 ， 因 为 ， 在 经 历 了 种 种 的 “改革 运动 ” 以后， 如 60 年 
代 的 “新 数学 运动 ”、70 年 代 的 “加 到 基础 "、80 年 代 的 
“问题 解决 ”等 ， 为 了 更 好 地 解决 数学 教育 何去何从 的 问 
题 ， 人 们 无 疑 需要 从 理论 的 高 度 对 数学 教育 的 一 些 基本 
问题 作出 更 为 自觉 的 分 析 与 反思 ,包括 “什么 是 数学 ”、 
“为 什么 要 进行 数学 教育 "、“ 什 么 是 数学 学 习 活 动 的 本 
质 ” 等 。 这样， 数学 教育 哲学 的 兴起 就 不 可 避免 了 。 

从 时 间 上 说 ， 英 国学 者 欧 内 斯 特 (P，Ernest) 于 
1991 年 出 版 的 《数学 教育 哲学 》( 上 海 教育 出 版 社 于 1998 
年 出 版 了 该 书 的 中 文 版 ) 即 是 关于 这 -- 沦 古 的 最 早 的 系 
统 研究 。 特 别 是 ， 这 一 著作 明确 地 提出 了 这 样 的 轧 想 
即 数学 教育 哲学 研究 主要 应 围绕 以 下 四 个 问题 展开 : 由 
数学 的 本 质 ，@ 数 学 学 习 活 动 的 本 质 ，@ 数 学 教育 的 目 
的 ; 四 数学 教学 活动 的 本 质 。 然 而 ， 由 于 这 是 一 个 全 新 
的 研究 领域 ， 因此， 尽管 欧 内 斯 特 已 经 明确 地 提出 了 上 
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述 四 个 论题 ， 仍 是 ， 他 的 这 一 著作 却 末 能 对 这 些 问题 作 
出 充分 的 讨论 ; 而 且 ， 这 一 普 作 事实 上 主 览 集中 十 各 种 
不 同 数学 教育 目标 的 分 析 ， 从 而 就 很 难说 成 是 成 功 地 建 
立 起 了 关于 “数学 教育 哲学 ”的 理论 体系 。 

与 上 述 的 作法 相反 ,笔者 认为 ， 数 学 教育 折 学 的 最 
终日 标 就 是 要 为 数学 教育 莫 定 必要 的 理论 基础 。 为 了 实 
现 这 -目标 ， 我 们 就 必须 从 理论 的 高 度 对 上 述 四 个 问题 
作出 全 面 和 深入 的 分 析 。 事 实 上 ， 我 们 在 此 亚 将 “什么 
是 数学 教学 活动 的 本 质 ” 这 一 问题 上 川 属 于 “什么 是 数学 
学 习 活 动 的 本 质 ”"， 因 为 ,归根 结 底 地 说 ， 学 生 即 应 被 看 
成 是 学 习 活动 的 主体 ， 从 而 ,学 习 活 动 的 本 质 也 就 直接 
决定 了 教学 活动 的 本 质 。 

就 哲学 对 于 数学 教育 坝 代 发 展 的 重 归 影 响 南 言 ， 我 
们 在 此 可 特别 提 及 当前 在 国际 数学 教育 界 十 分 名 行 的 建 
构 主 义 (constructivism)。 

具体 地 说 ， 作 为 学 习 活 动 本 质 的 分 析 ， 人 建构 主义 广 
于 认识 论 的 范畴 ， 共 核心 观点 就 在 于 : 学 习 并 非 是 学 和 
对 于 教师 所 授予 的 知识 的 被 动 接受 ， 而 是 一 个 以 其 已 有 
的 知识 和 经 验 为 基础 的 主动 建构 过 程 。 

就 对 学 生 在 学 习 活 动 中 的 主体 地 位 以 及 学 生 在 认识 
活动 中 能 动作 用 的 肯定 而 言 ， 建构 主 义 无 疑 有 其 积极 的 
方面 ， 并 构成 了 对 于 传统 教学 思想 的 严重 挑战 ， 特 别 是 ， 
按照 建构 主义 的 观点 ，. 我 们 就 应 对 教师 在 教学 中 的 好 位 
以 及 什么 是 适当 的 教学 方法 等 一 系列 问题 作出 新 的 思考 
和 和 分析。 也 正 是 在 这 样 的 意义 上 ， 有 不 少 学 者 认为 ， 建 
构 主 义 事实 上 可 被 看 成 数学 教育 在 90 年 代 的 主要 由 号 。 
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然而 ， 在 充分 肯定 建 
们 又 应 看 到 ， 建 构 主 义 在 


构 主 义 的 积极 意义 的 同时 ,我 
现代 的 发 展 也 包含 有 一 些 消 极 


的 成 分 ,特别 是 ， 前 些 年 在 西方 各 国 十 分 流行 的 “极端 


建构 主义 ”就 可 说 是 由 于 

了 芒 泌 ， 
当然 ， 理 论 上 的 荒废 

的 实践 则 又 必然 会 促使 人 


完全 理 定 认识 的 社会 性 而 走向 


是 不 可 能 不 付出 代价 的 ， 而 新 
们 纠 企 过 去 的 错误 并 积极 地 去 


发 展 更 为 科学 的 理论 。 这 事实 上 也 就 是 建构 主义 在 90 年 


代 的 实际 发 展 途径 。 就 我 


国 数学 教育 的 发 展 而 言 ， 我 们 


既 应 努力 地 去 追随 国际 上 
又 应 当 注 意 从 理论 的 高 度 
止 成 为 各 种 错 谋 的 时 器 口 
就 更 为 清楚 地 表明 了 数学 
意义 。 


数学 教育 的 最 新 发 展 ， 但 同时 
去 对 此 作出 独立 的 分 析 ， 以 防 
号 的 不 自觉 俘虏 。 显 然 ， 这 也 
教育 哲学 所 具有 的 重要 的 现实 


(2) 数学 教育 的 社会 -文化 研究 


如 果 说 数学 教育 哲学 
考 ， 那么 ， 关 于 数学 教育 
是 为 我 们 深入 开展 数学 教 
为 广阔 的 视角 。 这 就 是 指 
活动 的 一 个 有 机 组 成 成 分 


即 是 代表 了 更 为 深刻 的 理论 思 
的 社会 - 文化 研究 则 就 可 以 说 
育 的 研究 提供 了 一 个 新 的 、 更 
， 我 们 应 把 数学 教育 看 成 人 类 
， 并 从 社会 和 文化 这 样 一 种 宏 


观 的 角度 去 作出 新 的 分 析 。 


更 为 一 般 地 说 ， 所 说 


的 社会 一 文化 研究 事实 上 也 为 


我 们 更 为 深入 地 去 理解 数学 的 本 质 提供 了 重要 的 启示 


特别 是 ， 数 学 不 应 被 等 同 


于 数学 知识 (事实 性 结论 ) 的 


汇集 ， 而 应 主要 地 被 看 成 人 类 的 -种 创造 性 活动 ， 从 而 
除 事 实 性 结论 外 ， 我 们 也 就 应 当 把 “问题 "、“ 语 言 ”、 
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“方法 ”等 问 样 看 成 是 数学 (或 者 说 ， 数 学 活动 ) 的 重要 
组 成 成 分 ; 另外 ,更 加 重要 的 是 ， 山 于 在 现代 社会 中 每 
个 数学 家 都 必然 地 是 作为 相应 社会 共同 体 (“ 数 学 共 问 
体 ”) 的 一 员 从 事 自 己 的 研究 活动 的 ， 从 而 就 自觉 地 或 不 
自觉 地 处 于 一 定 的 数学 传统 之 中 ,， 因此， 我 们 也 就 应 当 
把 作为 数学 传统 具体 体现 的 各 种 观念 ， 即 如 数学 观 和 应 
当 如 何 去 从 事 数学 研究 的 共同 认识 等 ， 香 成 数学 《活动 ) 
的 又 一 重要 组 成 成 分 。 

显然 ， 从 这 样 的 角度 去 进行 分 析 ， 我 们 也 就 应 深入 
地 去 研究 社会 - 文化 环境 对 丁 数学 发 展 的 重 归 影响 ， 特 
别 是 ， 我 们 即 应 清楚 地 看 到 入 类 发 展 史 上 存 人 不 有 多 种 不 
同 的 数学 传统 ， 而 各 种 数学 传统 、 有 其 是 所 谓 的 “东西 
方 数学 传统 ”又 各 有 长 一 定 的 优点 和 局 限 性 。 容 易 看 出 ， 
上 述 的 研究 不 仅 对 于 我 们 正确 评价 数学 的 历史 发 展 有 着 
重要 的 指导 意义 ， 而 且 也 对 促进 数学 的 现代 发 展 有 着 重 
要 的 启示 意义 。 

特殊 地 ， 从 教育 的 角度 看 ， 以 上 的 分 析 显 然 也 就 表 
明了 我 们 应 从 更 为 广泛 的 角度 去 从 事 数 学 教育 的 研究 。 
例如 ，80 年 代 以 来 在 国际 上 所 兴起 的 关于 “民俗 数学 ” 
(ethnomathematics) 的 研究 事实 上 就 可 被 看 成 从 社会 - 文 
化 的 角度 去 从 事 数学 教育 研究 的 一 个 重要 内 容 。 

具体 地 说 ， 所 谓 “ 民 俗 数 学 ”的 研究 ， 鞭 基本 的 出 
发 点 就 在 于 ， 我 们 应 当 清 楚 地 认识 到 学 生 叫 以 通过 日 己 
的 日 常生 活 获得 .一定 的 数学 知识 ， 而 后 者 与 他 们 在 学 校 
中 所 学 到 的 数学 知识 〈 可 称 为 “学 校 数学 ”或 “ 止 规 数 
学 ") 很 可 能 是 不 相同 的 (或 者 说 ， 是 完全 不 相干 的 )。 
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当然 ， 我 们 在 此 不 应 将 “民俗 数学 ”与 “学 校 数学 ” 绝 
对 也 对 立 起 来 纪 宁 说 ， 我 们 寻 应 明确 肯定 出 民俗 数学 
合 正 规 数学 转变 的 必要 性 ， 也 应 当 善于 以 民俗 数学 作为 
进一步 发 展 正 规 数学 的 适当 基础 。 然 而 、 就 当前 的 研究 
来 说 ， 主 要 的 问题 则 义 在 十 我 们 应 当 充 分 认识 民俗 数学 
的 积极 意义 ， 调 不 应 对 此 采取 视而不见 、 基 至 是 完全 排 
不 的 态度 。 
事实 上， 人 在 笔者 看 来 ， 民 俗 数 学 的 存在 即 是 从 又 一 
角度 更 为 明确 地 向 我 们 提出 了 这 样 的 问题 我 们 应 当 努 
力 使 学 校 的 数学 教学 与 学 生 的 日 常生 活 更 为 紧密 地 联系 
起 来 。 例 如 ， 正 是 基于 这 样 的 考虑 ， 一 些 学 考 提 几 了 应 
当 使 “数学 课程 本 土 化 ”的 口 导 ， 谭 这 显然 是 一 个 上 分 
有 意义 的 研究 方向 。 
最 后 ， 从 社会 - 文化 的 角度 去 进行 分 析 ， 我 们 显然 
也 应 高 度 重视 关于 数学 教育 的 社会 - 文化 功能 的 分 析 ， 
特别 是 ， 这 直接 关系 到 了 数学 教育 的 基本 日 标 。 例 如， 
只 有 立足 于 人 类 社会 由 虐 业 社会 问 信 息 社会 的 重要 转变 ， 
我 们 才能 更 好 地 认识 数学 教育 由 “应 试 教育 ”向 “素质 
教育 ”转变 的 历史 必然 性 ， 从 而 也 二 有 可 能 更 为 自 党 地 
去 参与 这 一 重要 的 变革 运动 。 就 日 前 的 论题 而 言 ， 这 显 
然 就 更 为 清楚 地 表明 了 数学 教育 的 社会 - 文化 研究 的 重 
(3) 数学 方法 论 的 深入 研究 
数学 方法 论 现今 在 我 国 数学 教育 界 已 不 再 是 一 个 防 
生 的 名 词 了 。 自 徐 利 治 先生 在 70 年 代 末 首先 侦 导 这 方 而 
的 研究 以 来 ， 数 学 方法 论 不 仅 经 历 了 一 个 自 无 到 有 的 发 
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展 过 程 ， 而 旦 也 对 实际 的 数学 活动 、 特 别 是 数学 教育 产 
生 了 上 分 重要 的 影响 以致 - 些 学 者 提出 ， 就 我 国 数 学 


教育 的 现代 发 展 而 言 ， 
促进 因素 之 一 。 


然而 ， 如 果 就 近期 的 情况 进行 分 析 ， 我 们 在 
要 


是 ， 数 学 方法 论 科学 理论 体系 的 建 


可 以 看 到 某 种 发 展 的 停顿 ， 而 苹 了 
性 十 作 的 缺乏 ， 特 办 
立 更 可 说 是 一 个 急 待 解决 的 问题 。 

为 了 在 后 一 方面 
一 方面 应 对 已 做 的 工 


FE 作出 认真 的 


数学 方法 论 应 被 看 成 最 


区 得 切实 的 进 


4 却 又 
表 志 就 足 新 的 创造 


展 ， 笔 者 以 为 ， 我 们 
总 结 和 上 反 忆 ， 
应 注意 吸取 国外 积极 的 研究 成 果 。 习 
关 研 究 而 言 ， 即 如 关于 “问题 解决 " 


另外 又 
有 实 |.， 就 国外 的 相 


维 ”(advanced mathemalical thinking) 的 现代 研究 等 ， 在 


很 大 程度 可 说 是 与 国 
发 展 。 特 别 是 ， 这 些 研究 不 仅 真 正 


内 的 数学 方法 论 侯 究 构 成 了 平行 的 


FE 到 了 对 于 波 利 亚 的 


超越 ， 而 由 相对 于 国内 


的 人 钙 究 而 言 ， 它 们 还 有 着 不 同 的 


研究 内 容 和 研究 特色 。 从 而 ， 从 整体 上 说 ， 这 上 遇 者 就 有 


善明 显 的 互补 性 和 相互 促进 的 作用 。 
例如 ， 所谓 的 “高 


而 两 者 的 
“描述 ”向 


层次 数学 思维 ” 
等 数学 思维 ” (elemently mathematical thinking) 市 言 的 ， 
区 别 则 在 于 ， 高 层次 数学 
“定义 ”、 由 “确信 ”向 “ 
也 正 因为 此 ， 以 “高 层次 数学 思维 ” 


“证 明 ” 的 重要 转变 。 
”作为 主要 的 研究 对 


是 相对 于 “ 初 


思维 已 经 包括 了 由 


象 事实 上 就 标志 着 相应 的 研究 已 开始 深入 到 了 真正 的 数 
学 活动 之 中 。 显 然 ， 也 只 有 这 样 ， 我 们 才 可 能 真正 揭 沙 
出 数学 思维 的 特殊 性 。 事 实 上， 国外 关于 高 层次 数学 思 
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维 的 现代 研究 已 经 超出 般 学 习 心理 学 的 范 痢 市 形成 了 
些 数学 学 习 所 独 有 的 概念 ， 如 “概念 定义 ”和 “概念 
意象 ",，“ 过 程 "和 “对 象 *",， “形象 化 ”, “概念 成 ”等 从 
而 ， 这 也 就 为 我 们 深入 地 开展 数学 方法 沦 的 研究 指明 了 
努力 的 方向 。 

特殊 地 ， 笔 者 以 为 我 们 即 就 可 以 道 过 对 十 因 内 外 研 
究 成 果 的 科学 整合 建构 起 数学 方法 论 的 科学 理论 体系 。 

其 体 地 说 ， 由 于 “问题 解决 ”和 “概念 的 年 成 和 谋 
用 ”可 以 被 在 成 实际 数学 活动 、 特 别 是 数学 教学 活动 的 
主旨 形式 ， 因 此 ， 这 就 应 当 被 看 成 数学 方法 论 的 两 个 主 
要 内 容 ; 另外 ， 从 更 高 的 层次 去 进行 分 析 ， 数 学 创造 的 
问题 (包括 所 谓 的 “数学 的 研究 精神 ”) 显然 也 应 被 看 成 
数学 方法 论 的 又 一 重要 内 容 。 

另外 ， 作 为 新 体系 的 一 个 重要 特征 ， 我 们 则 又 应 当 
十 分 注意 将 数学 方法 论 的 研究 与 相应 的 心理 学 研究 有 机 
地 结合 起 来 。 事 实 上 ， 这 正 是 国外 相关 人 研究 的 一 个 重要 
特色 ， 即 是 直接 立足 于 实际 数学 思维 过 程 (包括 数学 学 
习 过 程 ) 的 深入 研究 。 显 然 ， 这 也 应 被 看 成 数学 方法 论 
研究 的 -个 重要 原则 。 

最 后 ， 就 数学 方法 论 的 深入 研究 而 言 ， 我 们 又 应 突 
出 地 强调 这 样 一 点 ， 即 数学 方法 论 不 仅 有 动 于 数学 教学 
的 改善 ,更 直接 关系 到 了 数学 教育 的 各 个 方面 ， 包 括 教 
育 上 月 标 、 教 学 内 容 的 选择 和 组 织 等 。 显 然 ， 这 也 就 更 为 
清楚 地 表明 了 我 们 确 应 把 数学 方法 论 的 深入 发 展 看 成 是 
数学 教育 多 学 科 、 多 方位 研究 的 一 个 重要 方面 。 

综 上 可 见 ， 积 极 斤 展 多 学 科 、 多 方位 的 研究 即 可 被 
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看 成 数学 教育 现代 发 展 的 个 重要 特点 。 正 是 某 十 以 上 
的 认识 ， 我 们 特 设 计 “数学 .督学 .文化 :教育 ”这 样 一 
个 系列 ， 以 期 能 从 一 个 侧面 更 好 地 反映 数学 教育 的 现代 
发 展 、 并 能 积极 地 促进 我 国 的 数学 教育 事业 的 深入 发 展 。 

这 -系列 共 包括 以 下 三 部 著作 : 

中 数学 教育 哲学 《作者 郑 统 信 ); 

加 数学 文化 学 作者: 郑 航 信 、 开 完 昌 、 莹 仲 ); 

加 数学 思维 与 数学 方法 论 (作者 : 郑 艇 舍 、 肖 们 荣 、 

应 当 说 明 的 是 ， 关 于 数学 教育 的 多 学 科 、 多 方位 研 
究 当 然 并 不 局 限于 以 上 二 个 论题 ， 而 我 们 之 所 以 作出 这 
样 的 选择 主 归 是 由 于 以 下 的 原因 : 

第 :， 由 以 上 的 论述 我 们 已 经 知道 ， 这 :三 个 论题 对 
于 数学 教育 的 深入 发 展 部 有 着 特别 的 重要 件 。 

为 了 史 加 清楚 地 说 明 问 题 ， 我 们 在 此 还 可 特别 提 太 
台湾 数学 教育 界 关 于 数学 教育 发 展 的 指导 性 文件 《数学 
教育 》， 共 中 ， 作 为 “数学 教育 侯 究 的 关键 性 议题 与 发 展 
趋势 "， 曾 列举 了 以 下 十 个 论题 ， 四 国际 化 之 趋势 ; 四 数 
学 教育 的 全 民 化 ; 图 建构 主义 与 数学 教育 哲学 : 二 认 知 
科学 与 数学 教育 | @ 计 算 机 与 数学 教育 ; 加 问题 解决 ; 
@O 民 俗 数学 ; @ 数 学 教育 评价 ，@ 数 学 师资 培养 ; 四 大 
学 数学 教育 。 另 外 ， 在 具体 地 指明 上 述 十 个 论题 的 内 容 
之 前 ， 文 件 又 强调 指出 ， 我 们 除了 基于 境内 数学 教育 现 
代 化 的 需要 , “等 意 强调 国际 化 的 重要 性 外 ， 更 觉得 有 必 
要 在 全 方位 改革 的 诉求 之 邻 ， 明 显 地 标志 出 数学 教育 全 
民 化 的 意义 。 因 为 数学 虽 有 科学 之 母 的 美称 ， 数 学 教育 在 
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本 质 上 所 肩负 的 是 人 文 陶 治 的 使 命 ， 数 学 理解 力 的 传播 
与 数学 精英 的 培育 ， 同 是 提升 数学 文化 的 工作 ， 内 容 虽 
有 差异 ， 追 求 育 层 次 思考 的 精神 却 是 -- 致 的 。…… 出 于 
教育 的 日 标 、 内 容 与 方法 ， 皆 受 意 识 形态 所 左右 ， 对 当 
今 显 学 “建构 主义 ”有 关 的 议题 ， 作 一 简 述 ， 旋 石 必要 。 
由 于 ， 以 深入 细 察 人 们 的 学 习 机 制 与 过 程 为 宗旨 的 跨 科 
性 研究 : 认 知 科学 ， 及 上 与 数学 教育 的 关联 ， 至 今 尚未 
受到 国内 学 者 的 赏识 ， 故 系 为 一 节 ， 以 示 其 归 。…… 
‘第 2 页) 显然 ， 这 也 就 清楚 地 表明 了 上 上 述 一 个 选 题 对 于 
数学 教育 深信 发 展 的 重 旧 性。 

在 上 述 的 十 个 论题 中 ,论题 1 、 论 题 2 和 论题 5 在 很 
大 程度 上 即 可 说 是 集中 地 表明 了 现代 数学 教育 特定 的 社 
会 背景 , 包括 由 于 社会 的 进步 对 于 数学 教育 所 提出 的 新 
的 更 高 的 要 求 ， 以 及 计算 机 这 一 新 的 物质 技术 条 件 为 数 
学 教育 的 深入 发 展 所 提供 的 新 的 挑战 和 机 遇 ; 另外 ， 论 
题 8、 论 题 9 和 论题 10 则 直接 反映 了 数学 教育 现代 发 展 
中 一 些 薄弱 坏 节 ， 除 此 以 外 ， 其 余 的 各 个 论题 则 都 可 以 
说 是 体现 了 一 种 多 学 科 、 多 方位 的 人 研究 方向 ， 并 部 是 与 
上 述 的 三 个 选 题 直接 相关 的 。 当 然 ， 这 方面 的 已 有 .上 作 
也 就 为 上 述 三 部 著作 的 撰写 提供 了 重要 的 基础 。 

然而 ， 应 当 强调 的 是 ， 这 三 部 著作 义 并 非 是 已 有 工 
作 的 简单 组 合 ， 恰 恰 相 反 ， 它 们 主要 反映 了 作者 的 独立 
思想 和 探索 性 研究 ; 另外 ， 还 应 强调 的 是 ， 这 又 不 是 一 
种 纯 理 论 的 研究 ， 勿 宁 说 ， 我 们 更 希望 相应 的 理论 研究 
能 对 促进 实际 的 数学 教育 活动 发 挥 积极 的 作用 ， 特 别 是 ， 
这 些 著 作 即 能 为 数学 教师 的 培养 、 包 括 在 职 教师 的 进修 
10 


提供 切实 的 帮助 。 笔 背 以 为 ， 数 学 教育 的 现代 发 展 已 经 
清楚 地 表明 了 这 样 一 点 : 除去 数学 知识 的 喝 新 和 深化 以 


外 ， 在 数学 教师 的 培养 和 训练 中 我 们 应 十 分 重视 知识 面 
的 拓宽 ， 移 应 注意 观念 (人 包括 数学 观 和 数学 教育 观 人 等 ) 


的 更 新 。 例 如 ， 正 是 从 这 样 种 
香港 大 学 教育 学 院 为 数学 教 
“专业 课程 ”就 为 我 们 提供 了 了 


角度 去 分 
育 人 硕士 班 ] 


析 ， 笔 考 以 为 ， 
设 以 下 的 六 门 


此 的 肩 示 : 还 数学 教育 哲 


学 ; 加 数学 课程 研究 太 其 发 展 ; 鲜 数 学 学 习 和 教学 的 研 
究 ; 加 评估 和 课程 ， 名 数学 教育 的 社会 文化 研究 ; @ 数 


学 教育 的 现代 研究 。 (当然 ， 


上 述 的 课程 


内 容 韦 实 上 也 就 


从 又 一 侧面 表明 了 “数学 :哲学 :文化 教育 ”这 一 系列 的 


前 沿 性 。) 


第 二 ， 这 三 个 论题 比较 适合 作者 的 知识 背景 和 研究 
经 历 ， 从 面 也 有 可 能 较 好 地 发 挥 作者 的 人 研究 特 镁 ， 以 期 


达到 较 高 的 写作 水 准 。 


具体 地 说 ， 作 为 本 系列 的 设计 者 和 主要 作者 ， 笔 者 
1965 年 从 江苏 师范 学 院 数学 系 毕业 以 后 曾 长 期 在 中 学 任 
数学 教师 ， 从 画 就 对 中 学 数学 教育 的 实际 情况 有 背 较 深 


的 了 解 ; 其 后 ，1978 年 笔者 作为 硕 : 


-研究生 进入 了 南京 


大 学 哲学 系 ,， 这 不 仅 使 我 又 一 次 获得 了 系统 学 习 的 机 会 
而 哲学 素养 的 提高 更 为 我 深入 地 去 从 事 关 于 数学 和 数学 
教育 的 理论 分 析 打 下 了 必要 的 基础 。 从 1981 年 起 ， 笔 者 
主要 从 事 数 学 哲学 的 专门 研究 ， 同 时 ， 作 为 徐 利 治 教授 
的 学 生 和 学 术 助 手 ， 自 己 也 在 数学 方法 论 的 研究 上 投入 
了 较 大 的 精力 。1989 年 以 后 ， 怀 着 从 担任 中 党 教师 起 就 


已 连 渐 养 成 的 深厚 情感 ， 自 己 又 重新 转向 了 数学 教育 
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特别 是 ， 身 于 特殊 的 研究 背景 ， 白 己 先后 从 事 了 “数学 


的 文化 观念 "、“ 数 学 教育 


熙 学 ”` “ 认 知 科学 、 和 建构 主 义 


与 数学 教育 ”等 具有 和 较 强 埋 论 性 和 交 义 性 的 谨 题 的 研究 
从 而 也 就 为 本 系列 的 写作 提供 直接 的 基础 。 还 应 提 必 
的 是 ， 由 于 在 这 些 年 中 笔者 曾 有 机 会 多 次 赴 英美 等 轩 从 
囊 学 术 访 问 和 合作 研究 ， 从 而 就 对 国际 上 的 学 术 动 态 及 


相关 研究 的 先进 性 ， 而 且 


其 最 新 研究 成 果 有 着 较 好 的 了 解 ， 而 这 不 仅 切实 保证 了 


也 为 充分 咀 收 国外 积极 的 研究 


成 果 并 通过 对 国内 外 相关 研究 的 比较 和 整合 作出 新 的 创 


造 性 工作 提供 了 良好 的 基础 。 


从 整体 上 说 ， 这 罕 实 


上 就 可 被 看 成 这 一 系列 的 主要 


特点 〈 或 者 说 ， 笔 者 即 是 希望 能 在 以 下 一 些 方面 取得 切 
实 的 进步 ): 中 交叉 性 ; 数学 、 哲 学 、 文 化 学 、 认 知 科 


学 、 方 法 论 和 教育 学 等 多 


六 科 的 相 红 交 叉 与 渗透 ; 四 前 


沿 性 : 系列 中 所 论 及 的 都 是 国际 数学 教育 界 最 为 关注 的 


一 些 热 点 问题 ，@ 创 新 性 
绍 ， 作 者 不 仅 就 各 个 主 归 
体 上 给 出 了 新 的 概念 体系 ; 
独到 的 哲学 见解 。 

当然 ,由 于 论题 涉及 


: 这 并 非 对 国外 工作 的 简单 介 
问题 提出 了 独到 见解 ， 并 从 整 
二 理论 性 : 扎实 的 理论 根 底 ， 


面 广 ， 在 构思 与 写作 的 过 程 中 


笔 考 也 深切 地 感受 到 了 自身 的 不 足 和 局 限 性 。 上 分 幸运 


的 是 ， 这 些 不 足 之 处 和 局 


限 性 由 于 廿 完 曲 、 蔡 仲 、 肖 伯 


荣 、 熊 萝 等 先生 的 加 盟 得 到 了 必要 的 补救 。 如 果 没 有 这 


几 位 朋友 的 大 力 合 作 ， 这 一 系列 就 不 可 能 顺利 地 问世 并 


达到 现 有 的 水 准 。 
第 三 ,还 应 提 及 的 是 
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， 作 为 这 一 系列 的 第 一 部 著作 


一 《数学 教育 哲学 》 在 19 


95 年 已 先期 得 到 了 出 版 。 这 


一 著作 不 仅 获 得 了 余 国 优秀 教育 类 图 书评 选 ( 第 四 语 ) 


一 -等 奖 , 也 受到 了 广大 数学 
而 ， 也 就 极 大 地 增强 了 笔者 
位 研究 这 一 方向 上 作出 进 一 


教育 工作 者 的 普 训 次 迎 ， 从 
在 数学 教育 的 多 学 科 ， 多 方 
步 努 力 的 决心 ， 这 -系列 的 


后 了 部 著作 就 是 这 一 努力 的 直接 结果 


mn 
浴 
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前 没 性 ， 更 用 于 作者 所 希望 的 是 -种 创 
工作 ， 内 Et， 笔者 就 并 不 期 望 这 些 工作 已经 达到 


反 . 我 们 十 分 希望 这 些 探索 


的 
完全 成 熟 的 程度 ; 恰恰 相 
作 能 引起 更 多 数学 教育 


二 回 的 努力 进一步 促进 我 
是 出 于 这 样 的 考虑 ， 我 们 
和 意见 。 


工作 者 的 兴趣 ， 从 而 就 能 通 
国 的 数学 教育 理论 研究 。 也 
上 分 欢迎 来 自 各 个 方 而 的 批 


最 后 ,笔者 访 借 此 机 会 表示 对 于 下川 教 育 出 版 社 的 
领导 和 有 关 编 辑 的 深切 谢意 : 


这 不 仅 是 内 为 他 们 对 本 系 


列 的 出 版 提供 了 极 大 的 支持 ， 


楚 也 表明 了 他 们 对 于 我 国 数 
于 广大 的 数学 教育 工作 者 来 
持 。 


更 是 因为 这 -工作 最 为 清 
学 教育 事业 的 深切 关注 ， 对 
说 这 无疑 也 是 一 个 极 大 的 支 
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言 ; 数学 文化 学 的 内 容 、 性 质 和 意义 


一 ”数学 哲学 、 数 学 史 和 数学 教育 现代 研究 的 共 

数学 文化 学 ， 笼 统 地 说 ， 即 是 指 从 文化 这 样 一 个 特 
殊 的 视角 对 数学 所 作 的 分 析 。 由 于 这 不 仅 从 一 个 更 为 广 
泛 的 角度 指明 了 影响 数学 认 史 发 展 的 各 个 因素 ,而 且 也 
直接 涉及 到 了 对 于 数学 本 质 及 其 价值 更 为 深入 的 认识 ， 
此 ， 从 整体 上 涪 ， 数 学 文化 学 就 构成 了 数学 哲学 、 数 
学 史 和 数学 教育 现代 研究 的 一 个 上 共同 热点 。 

(1) 数学 文化 中 研究 的 兴起 

如 众 所 知 ， 数 学 史 的 研究 近年 来 经 历 了 一 个 十 分 重 
要 的 转折 ， 即 是 由 惟一 注重 于 所 谓 的 “内 史 ” 转 移 到 了 
对 于 “内 史 ” 和 “外 史 ” 的 共同 研究 ， 并 力图 对 这 两 个 
方面 的 工作 作出 合理 的 综合 。 

具体 地 说 ， 所 谓 “ 内 中” 的 研究 ， 其 基本 立场 印 是 
认为 数学 的 历史 发 展 主要 取决 于 内 在 的 因素 ， 而 且 ， 这 
在 很 大 程度 上 义 可 被 归结 为 一 种 逻辑 的 必然 性 ， 并 主要 
地 体现 于 某 些 大 数学 家 的 某 些 伟大 思想 。 也 正 因 为 此 ， 
传统 的 数学 史 研 究 就 明显 地 表现 出 了 以 于 的 倾向 : 

第 一 ， 数 学 史家 们 往往 是 以 当代 的 数学 观 去 对 过 去 
的 数学 工作 作出 评价 ， 从 而 就 普遍 地 和 缺乏 历史 的 观点 ; 

第 二 ,数学 史 的 研究 往往 集中 于 少数 著名 数学 家 的 
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某 些 伟大 思想 。 例 如 ， 正 是 从 这 样 的 立场 出 发 ， 所 谓 的 
“领先 权 ” 间 题 (如 微 积分 究 竞 是 由 牛顿 、 还 是 由 莱 布 尼 
兹 所 首先 创立 的 ) 就 引起 了 人 们 的 普遍 重视 。 
应 当 指 出 ， 上述 这 种 惟 - -注重 “内 史 ” 的 作法 并 非 
数学 史 研 究 所 特有 ， 而 是 科学 史 研 究 中 的 一 个 普遍 现象 ; 
然而 ， 由 于 数学 与 其 他 自然 科学 相 比 常常 被 认为 具有 更 
立 性 ， 或 者 说 ， 即 是 认为 数学 的 发 展 在 
很 大 程度 上 是 由 其 内 在 因素 所 惟一 决定 的 ， 因 此 ， 所 说 
的 倾向 在 数学 史 的 研究 中 就 有 着 更 为 突出 的 表现 。 而 这 
也 许 就 是 导致 以 下 现象 的 一 个 重要 原因 ， 即 上 述 的 惟一 
注重 于 “内 史 ” 的 作法 首先 是 在 科学 史 、 而 并 非 是 在 数 
学 史 的 研究 中 得 到 了 突破 。 
从 历史 的 角度 看 ， 所 说 的 “突破 ”与 科学 史 成 为 一 
门 独 立 的 学 科 专 业 有 着 直接 的 联系 ， 特 别 是 ， 我 们 在 此 
还 应 提 及 这 样 的 现象 ， 即 在 西方 各 国 ， 科 学 史 常常 被 看 
成 历史 学 研究 的 一 个 组 成 部 分 ， 从 而 ,科学 史家 通常 就 
被 归属 于 历史 学 系 〔 所 )、 而 并 非 是 自然 科学 的 各 个 系 
(所 )， 这 样 ， 作 为 一 个 必然 的 结果 ， 以 下 的 事实 就 得 到 
了 突出 的 强调 ， 即 科学 应 被 看 成 整个 人 类 文化 的 一 个 有 
机 组 成 成 分 ， 也 即 是 一 种 特殊 的 社会 现象 。 例 如 ， 从 后 
一 立场 去 进行 研究 ， 我 们 显然 就 不 仅 应 当 注 意 少 数 大 科 
学 家 的 贡献 ， 而 且 也 应 注意 整个 科学 共同 体 的 工作 ,， 包 
括 各 个 学 派 和 机 构 对 于 科学 发 展 的 影响 等 。 
由 于 后 者 是 一 个 不 可 否认 的 历史 事实 ， 因此， 相应 
的 研究 在 数学 史 中 也 就 逐步 得 到 了 开展 。 诸 如 关于 各 个 
数学 学 派 的 研究 等 。 
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Ls: 


显然 ， 上述 的 研究 上 


已 包含 了 


“内 中 ”向 “外 中” 


的 转移 。 号 
究 相 比 表 现 
第 一 ， 
思想 的 作法 相 比 ， 
同体 的 关系 也 给 
在 个 别 数学 家 的 思想 发 
的 重要 联系 。 例 如 ， 
各 种 材料 现 也 给 二 


出 了 如 下 的 也 


F 同 


特点 : 


这 树 


为 一 般 地 说 ， 现 代 的 研究 与 传统 的 数学 史 研 


与 先前 惟一 注重 少数 著名 数学 家 的 某 些 化 大 
人 们 现在 对 个 别 
六 了 高 度 重 视 ， 特别 是 ， 大 们 力图 揭示 
展 与 数学 家 相互 影响 之 问 所 存在 
正 是 基 
六 了 普遍 的 重视 ， 即 如 … 些 不 很 著 各 的 


学 此 


村 全 


数学 家 与 相应 数 


的 认识 ， 大 们 对 以 下 


数学 家 的 论著 、 数 学 家 之 间 的 通信 、 各 种 学 术 会 议 的 记 


录 等 。 


第 二 ,与 先前 只 是 按照 当代 的 数学 观 去 对 过 去 的 数 
学 工作 作出 评价 的 作法 不 同 ， 人 们 现在 普遍 地 认识 到 了 


应 当 采 取 历 史 的 观点 ， 也 即 应 当 从 庐 史 的 角度 去 理解 先 


大 的 工作， 而 不 只 是 按照 班 代 的 观点 去 对 此 作出 简单 的 


“对 ”与 “ 错 ” 的 裁决 。 


力 


特殊 地 ， 作 为 内 外 史 研 
满足 于 指明 重要 数学 思想 发 
图 描 示 这 种 发 展 的 社会 ~ 文化 济源。 这样， 
史 ” 的 概念 的 提出 也 就 十 分 自然 了 。 

具体 地 说 ， 数 学 文化 史 的 研究 就 是 要 深入 


f 究 的 一 
展 过 程 的 内 在 线索 ， 


种 结合 ， 人 们 已 不 再 
而 其 也 


“数学 文化 


也 去 揭示 


数学 发 展 的 文化 济源， 而 这 义 不 仅 是 指 个 别 案例 的 具体 


研究 ， 也 包括 关于 数学 发 展 站 


方 数学 的 历史 发 
发 展 与 整体 性 


展 而 言 


从 更 大 的 范围 去 考察 ， 这 叉 了 


， 我 作 


9 整体 性 分 析 。 例 如 ， 就 西 
] 就 应 具体 地 去 指明 在 
E 的 文化 环境 之 间 存 在 有 怎样 的 联系 。 男 外 ， 
E 是 数学 文化 史 的 研究 所 必 


E 这 种 
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须 特 别 重视 的 一 个 事实 ， 即 西方 数学 并 不 是 
惟一 可 能 的 数学 形式 ， 恰 丛 相 反 ， 央 如 中 国 
传统 就 是 5 古 希 腊 的 数学 传统 很 不 相同 的 ， 


史 的 研究 ， 我 们 就 必须 从 文化 的 角度 对 这 种 
学 传统 何以 存在 的 原 内 作出 具体 的 分 析 。 事 


人 类 历史 上 
右 代 的 数学 
在 人 类 的 历 
史上 存在 有 多 种 不 同 的 数学 传统 。 从 而 ， 作 为 数学 文化 


种 不 同 
实 是 ， 


的 数 
如 果 


在 相互 隔离 的 情况 下 ， 完 全 不 同 的 文化 环境 


吕 然 发 展 出 


了 相同 的 数学 传统 ， 那 么 ， 这 无 疑 就 从 反面 证 明了 整体 


性 的 文化 环境 对 于 数学 的 发 展 并 不 具有 任何 真正 的 重要 
性 ， 从 而 就 从 根本 上 取消 了 数学 文化 史 研 究 的 意义 。 当 


然 , 这 并 非 历史 的 真实 面 角 。 最 后 ， 同 样 重要 的 是 ， 从 
文化 的 角度 看 ， 就 如 整个 人 类 文化 是 由 多 种 不 同 的 民族 
不 同 的 数学 
这 也 就 清楚 


文化 所 构成 的 ， 我 们 在 此 也 应 明确 承认 多 种 
传统 在 人 类 数学 史上 的 存在 和 次 献 ， 从 而 ， 


地 表明 了 这 样 一 点 : 我 们 不 应 用 某 种 单一 的 标准 去 对 不 
同 传统 下 的 数学 工作 作出 评价 ， 尤 其 是 。 我 们 不 应 以 西 
方 的 标准 去 对 其 他 的 数学 传统 (包括 中 国 十 代 的 数学 传 


上 的 绝对 的 同一 性 。 


统 ) 作出 简单 化 的 评价 。 束 实 上 深入 的 思考 即 可 看 
出 ， 后 一 种 作法 与 前 述 的 “ “按照 当代 的 数学 观 去 对 过 去 
的 数学 工作 作出 评价 ”是 辣 -- 性 质 的 错 谋 ， 两 者 的 差别 
只 是 在 于 前 者 是 用 空间 上 的 绝对 的 同一 性 去 取代 了 时 间 


显然 ， 以 上 的 论述 已 经 清楚 地 表明 了 数学 文化 史 研 
究 的 意义 ， 即 这 不 仅 为 数学 史 的 研究 提供 了 新 的 视角 和 
新 的 研究 领域 ， 而 且 也 促使 数学 史学 者 们 对 自己 的 工作 
作出 必要 的 反思 ， 特 别 是 ， 这 将 促使 人 们 更 为 公正 、 更 


为 客观 地 去 从 了 


(2) 数学 的 文化 观念 


容易 看 出 ， 
系 的 分 析 已 经 


不 同 数学 传统 的 比较 和 评价 ， 


上 述 关于 数学 与 整体 性 文化 环境 之 问 关 
包括 了 关于 数学 本 质 的 一 种 新 观点 ， 即 数 
学 不 应 被 等 同 于 知识 的 简单 汇集 ， 
类 的 一 种 活动 ， 


而 应 主要 地 被 看 成 人 


一 种 以 “数学 共同体 ”为 主体 、 并 在 一 
定 文化 环境 中 所 从 事 的 创造 性 活动 。 


更 为 一 般 地 说 ， 我 们 在 此 并 可 提 及 科学 观 的 重要 转 


变 ， 而 这 同样 是 红 


并 就 可 


即 尽 由 


日 于 科学 史 研 究 的 深入 所 直接 导致 的 ， 
以 被 看 成 科学 哲学 现代 发 展 的 一 个 重要 特征 ， 也 
惟一 注重 于 科学 知识 的 逻辑 分 析 转 而 更 加 重视 对 
于 科学 历史 发 展 过 程 的 具体 考察 ， 而 且 ， 在 这 种 研究 中 ， 


我 们 又 应 把 “科学 共同 


体 ” 看 成 科学 认识 活动 的 主体 ， 
并 应 努力 从 社会 - 文化 的 角度 去 揭示 科学 历史 发 展 的 基 


本 规律 或 基本 模式 。 例如， 上 述 的 立场 在 库 息 《TT. 


Kuhn》 的 科学 哲学 研究 


实现 的 , 但 是 ， 


E 了 十 分 重要 的 影响 。 例 如 ， 


P 就 有 着 最 为 典型 的 表现 。 

尽管 所 说 的 观念 转变 最 初 也 是 在 科学 哲学 的 领域 中 
于 这 一 转变 极 大 地 深化 了 人 们 的 认识 ， 
并 导致 了 “科学 哲学 的 革命 "， 因 
数学 哲学 的 现代 研究 产 4 


比 ， 这 就 不 可 避免 地 对 


外 ， 以 下 的 观念 旭 更 可 以 被 看 成 
所 在 ， 即 数学 主要 应 被 看 成 人 类 


是 通过 把 库 轴 的 基本 思想 推广 应 用 到 数学 的 领域 ， 基 切 
尔 (P. Kiteher) 发 展 起 了 自己 的 
为 应 当 把 数学 看 成 由 “问题 ” 


“数学 活动 论 "， 也 即 认 


“论证 ”. “命题 *、“ 语 言 " 


成 的 一 个 复合 体 ; 另 
“数学 活动 论 ” 的 核心 
的 一 种 创造 性 活动 ， 一 
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种 在 一 定 传统 指导 下 进行 的 创造 性 活动 。 从 而 ， 总 的 来 
说 ， 这 事实 上 就 从 一 个 侧面 更 为 清楚 地 表明 了 数学 观 的 
重要 变化 ， 即 是 由 静态 的 、 绝 对 主义 的 数学 观 转向 了 动 
态 的 、 经 验 和 拟 经 验 的 数学 观 。 

应 当 指 出 ， 从 文化 的 角度 去 分 析 ， 上 述 工作 并 就 清 
楚 地 表明 了 数学 的 文化 性 质 ， 止 如 “民族 文化 "、“ 地 域 
文化 ”等 ， 由 于 数学 家 在 现代 社会 中 构成 了 一 个 特殊 的 
群体 〈 数 学 共同 体 )， 并 具有 相对 稳定 的 数学 传统 ， 因 
此 , 我们 也 就 可 以 在 同样 的 意义 上 去 谈 及 “数学 文化 ”， 
即 是 一 种 由 职业 因素 (在 更 为 深入 的 意义 上 ， 也 可 关系 
到 居住 地 域 、 民 族 等 因素 ) 联系 起 来 的 特殊 群体 (数学 
共同 体 ) 所 特有 的 行为 、 观 念 和 态度 等 。 

显然 ， 上 述 的 文化 观念 也 就 为 我 们 更 为 深入 地 去 认 
识 数学 的 本 质 提供 了 一 个 新 的 视角 ， 特 别 是 ， 它 清楚 地 
表明 了 在 数学 哲学 与 数学 史 之 间 所 存在 的 重要 联系 : 如 
果 说 正 是 数学 史 的 研究 直接 促进 了 数学 观 的 上 述 转变 ， 
那么 ， 相 应 的 数学 哲学 研究 反 过 来 则 又 为 我 们 更 为 深 人 
地 去 从 事 数 学 史 的 研究 提供 了 必要 的 理论 框架 。 例 如 ， 
上 面 所 已 提 及 的 “数学 活动 论 ”就 为 我 们 具体 地 去 研究 
数学 传统 的 历史 演变 提 殿 了 一 个 重要 的 理论 框架 。 从 而 ， 
这 也 就 如 拉 卡 托 斯 《I，Lakatos》 所 指出 的 :“ 没 有 数学 史 
的 数学 哲学 是 空洞 的 ， 没 有 数学 哲学 的 数学 史 则 是 盲 日 
的 。 


特殊 地 ， 我 们 在 此 还 应 特别 提 及 美国 学 者 怀 尔 德 
(L. Wilder) 关于 数学 发 展 的 动力 和 规律 的 研究 。 具 体 地 
说 , 将 着 眼 点 由 各 个 个 别 的 数学 家 转移 到 了 数学 家 的 群 
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体 ， 并 将 数学 放 在 整个 文化 环境 之 中 去 加 以 考察 ， 这 就 
是 怀 尔 德 卫 述 研 究 的 一 个 基本 出 发 点 ; 另外 ， 由 于 清楚 
塌 换 示 了 数学 不 仅 具 有 和 白 己 特殊 的 价值 标准 ， 更 有 着 自 


己 特殊 的 发 展 规律 ， 因 此 ， 在 怀 尔 德 看 米 ， 这 也 就 表明 
数学 应 当 被 看 成 是 整个 人 类 文化 的 一 个 相对 独立 的 于 系 
统 ， 当 然 ， 这 又 并 韭 是 一 个 完全 封闭 的 系统 ， 恰 恰 相 反 ， 
由 于 正 是 其 内 在 力量 和 外 部 力量 的 共同 作用 直接 决定 了 
数学 的 发 展 和 进化 ， 因 此 ,我 们 就 应 明确 此 定数 学 系统 


的 片 放 性 。 


总 的 来 说 ， 为 了 清楚 地 揭示 “数学 文化 ”的 特殊 性 
质 , 我 们 就 不 仅 应 当 从 静态 的 角度 去 指明 “数学 文化 
的 主要 成 分 及 其 内 在 结构 ， 而 且 也 应 从 动态 的 角度 去 揭 
示 “ 数 学 文化 ”的 发 展 动力 和 特殊 规律 。 这 就 是 所 谓 的 


“数学 的 文化 观念 ”。 


《3) 充分 发 挥 数 学 的 文化 价值 
就 数学 作为 整个 文化 的 一 个 有 机 组 成 成 分 而 这 ,我 
们 当然 不 仅 应 当 看 到 整体 性 的 文化 环境 对 于 数学 发 展 的 


重要 影响 ， 而 且 也 应 看 到 数学 对 


类 文明 进步 的 重要 作用 。 
具体 地 说 ， 后 者 就 是 所 谓 的 


管 后 一 方向 上 的 研究 同样 依赖 于 


于 整个 文化 、 特 别 是 人 


“数学 的 文化 价值 ”。 尽 
历史 的 考察 ， 但 是 ， 相 


对 于 一 般 的 数学 史 研 究 而 言 ， 关 于 数学 文化 价值 的 分 析 


应 当 说 更 加 着 眼 于 本来 的 发 展 ， 


也 即 是 希望 能 以 历史 为 


故而 使 我 们 的 上 作 具 有 更 大 的 自觉 性 ， 从 而 也 就 能 够 更 
为 有 效 地 去 促进 我 们 的 工作 。 特 别 地 ， 我 们 在 此 即 应 清 
楚 地 看 到 关于 数学 文化 价值 的 分 析 对 于 数学 教育 的 特殊 


7 


重要 性 。 

如 众 所 知 ,我 国 的 教育 正经 历 善 由 “应 试 教育 ”向 
“素质 教育 ”的 重要 转变 ， 而 这 也 正 是 世界 范围 内 教育 事 
业 发 展 的 一 个 总 的 趋势 ， 因 为 由 工业 时 氏 向 信息 时 代 的 
转变 已 对 教育 提出 了 新 的 不 同 要 求 ， 即 是 要 求 林 来 的 劳 
动 者 普遍 地 具有 较 高 的 素质 。 但 是 , “素质 教育 ”下 的 数 
学 教育 应 是 什么 样 的 呢 ? 或 者 说 ， 数 学 教育 应 如 何 去 贯 
彻 、 落 实 “ 素 质 教 育 ”这 一 总 的 教育 方针 呢 9” 对 于 后 一 
问题 我 们 在 此 当然 不 能 作出 全 面 的 分 析 ; 但 是 ， 这 无 疑 

应 当 被 看 成 “数学 素质 教育 ”的 一 个 重要 内 涵 ， 即 我 们 
应 当 充分 发 挥 数 学 的 文化 价值 。 

具体 地 说 ,我 们 在 此 所 说 的 “数学 的 文化 价 信 ” 主 
要 是 指数 学 对 于 人 们 观念 、 精 神 以 及 思维 方式 的 养 成 所 
起 的 十 分 重要 的 影响 ， 尽 管 后 者 主要 是 一 种 潜移默化 的 
作用 ， 但 这 种 影响 又 确实 是 存在 的 ， 特 别 是 ， 如 果 我 们 
不 是 就 各 个 个 人 ， 而 是 就 整个 民族 、 国 家 乃至 整个 人 类 
文明 的 进步 去 进行 考察 的 话 ， 则 就 可 以 更 为 清楚 地 看 出 
数学 作为 一 种 “看 不 见 的 文化 ”对 于 人 类 的 特殊 重要 性 。 

首先 ， 数 学 对 于 人 类 理性 精神 的 养 成 与 发 展 有 着 特 
别 重要 的 意义 ， 而 后 者 则 就 可 以 被 春 成 人 类 文明 、 特 别 
是 西方 文明 的 核心 所 在 。 例 如 ， 这 事实 上 就 是 著名 数学 
史学 家 克 菜 因 (M，Kline) 的 名 著 《 西 方 文化 中 的 数学 》 
的 一 个 主要 结论 。 克 菜 因 这 样 写 道 “数学 是 一 种 精神 ， 
一 种 理性 的 精神 。 正 是 这 种 精神 ， 激 发 、 促 进 、 鼓 舞 并 
驱使 人 类 的 思维 得 以 运用 到 最 完善 的 程度 ， 亦 正 是 这 种 
精神 ， 试 图 决定 性 地 影响 人 类 的 物质 、 道 德 和 社会 生活 ; 
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试图 回答 有 关 人 类 自身 存在 提出 的 问题 ， 努力 去 理解 和 


控制 自然 ; 尽力 去 探求 和 人 确立 已经 获得 知识 的 最 深 刘 的 


和 最 完美 的 内 涵 ,”( 第 8~9 页 ) 


当然 ， 对 于 所 说 的 “理性 精神 ”我 们 并 不 能 理解 成 
某 种 绝对 的 、 伪 化 的 东西 ; 恰 愉 相反 ， 随 着 人 类 文明 的 
发 展 ，“ 理 性” 本身 也 必然 有 一 个 发 展 和 演变 的 过 程 。 从 


而 ,如何 通 过 人 类 文明 发 展 过 程 的 深信 考察 更 ; 
去 揭示 数学 在 西方 理性 精神 形成 和 发 展 过 程 中 


用 ,也 就 应 当 被 看 成 数学 文化 学 研究 的 个 重要 内 容 。 


另外 ,同样 重要 的 是 ， 作 为 人 类 文明 的 一 种 特殊 形式 ， 
西方 文明 讽 疑 也 有 其 一 定 的 局 限 忻 ， 从 而 ， 我 们 对 此 就 
不 应 采取 一 种 绝对 肯定 的 态度 ， 市 应 通过 各 种 不 同文 化 、 
特别 是 东西 方 文化 的 比较 研究 对 此 作出 更 为 惟 当 的 评价 。 
显然 ， 从 这 样 的 角度 去 进行 分 析 ， 我 们 就 不 仪 可 以 谈 到 
数学 的 “ 善 ”"， 而且 也 应 谈 到 数学 的 “ 恶 ”。 

其 次 ， 数 学 有 着 重要 的 思维 训练 功能 ， 而 这 又 不 仅 


十 指 屠 辑 思 维 的 训 


例如 ， 由 于 数学 并 非 对 于 客观 事物 或 现象 量 忻 特 件 
的 直接 人 研究， 而 是 道 过 相对 独立 的 “模式 ”的 建构 、 并 
以 此 为 直接 对 象 来 从 事 研 究 的 ， 因 此 ， 作 为 “模式 的 利 
学 ”， 数 学 对 于 人 们 抽象 思维 能 力 的 培养 就 有 着 特别 的 重 
要 人 性。 事实 上 ， 即 使 在 古 希 腊 人 们 就 已 对 数学 的 这 种 认 
识 论 意义 有 了 较为 清楚 的 认识 。 这 就 正如 柏拉图 所 指出 


的 ,“ 暂 学 家 也 要 


练 ， 而 是 有 着 更 为 广泛 的 洱 义 。 


学 (数学 )， 因 为 他 必须 跳出 洁 如 烟 海 


的 万 变现 象 而 抓 住 真 下 的 实质 。…… 又 因为 这 是 使 灵魂 
过 渡 到 真理 和 永存 的 捷径 。” 
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另外 ,我们 在 此 还 应 突出 地 强调 数学 对 于 人 们 包 
性 思维 发 展 的 重要 作用 : 由 于 数学 的 研究 对 象 并 不 
具有 明显 的 直观 背景 ,而 是 各 种 可 能 的 量化 模式 ， 央 ] 
这 也 就 为 人 们 创造 性 才能 的 充分 发 挥 提供 了 最 为 理想 
场所 。 特 殊 地 ， 这 显然 也 就 是 美学 的 因素 何以 在 数学 
究 中 占有 特别 重要 位 置 的 一 个 直接 原因 。 谭 后 一 事实 
就 更 为 清楚 地 表明 了 数学 不 仅 有 利于 人 们 光 辑 思维 的 
展 ,而 且 有 利于 人 们 创造 性 才能 、 包 括 审 美 直觉 的 发 展 
或 者 说 数学 即 能 促进 人 们 右 半 脑 与 堪 半 脑 的 均衡 发 展 。 

总 的 来 说 ， 我 们 应 充分 认识 和 发 控 数 学 的 文化 价值 。 
由 于 后 者 构成 了 连接 数学 教育 与 数学 文化 学 研究 的 一 个 
重要 桥梁 ， 从 而 也 就 从 义 一 角度 清楚 地 表明 了 数学 文化 
学 的 意义 。 
综 上 可 见 ， 作 为 数学 史 、 数 学 哲学 与 数学 教育 现代 
展 的 共同 热点 ， 数 学 文化 学 的 研究 近年 来 得 到 了 迅速 
的 发 展 ， 并 已 赢得 了 人 们 的 普遍 重视 ; 进而 ， 这 种 研究 
也 从 各 个 不 同 的 角度 指明 了 数学 文化 学 的 在 富 内 涵 ， 从 
而 就 为 建立 数学 文化 学 的 系统 理论 砚 定 了 良好 的 基础 。 


攻 洒 谨 


汝 全 


入 


小 


涉 


二 ”本 书 的 主要 内 容 和 特点 
(1) 数学 文化 学 的 性质 
以 上 我 们 主要 是 从 数学 史 、 数 学 哲学 与 数学 教育 的 
现代 研究 这 样 几 个 角度 指明 了 数学 文化 学 研究 的 内 容 及 
其 意义 。 应 当 说 明 的 是 ， 就 数学 与 人 类 文化 的 关系 而 言 ， 
除去 上 述 的 几 个 方面 外 ， 我 们 还 可 采取 另 一 不 同 的 研究 
角度 ,也 即 主要 着 眼 于 人 类 文化 的 各 个 方面 ， 而 并 非 与 
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数学 相关 的 各 个 侧面 。 例 如 ， 就 历史 的 研 


f 究 明言， 如 果 


我 们 采取 后 一 种 研究 立场 ， 则 就 应 当 把 研 


f 究 的 重点 放 在 


如 何 从 数学 的 影响 这 样 “个 特殊 的 角度 去 解释 文化 发 展 
史上 的 种 种 现象 ， 即 如 神话 和 宗教 的 形成 与 演 安 等 ; 另 
外 ， 与 关于 数学 文化 价值 的 分 析 相 比 ， 在 后 一 种 侠 究 中 ， 
我 们 则 又 应 当 更 为 具体 地 去 考察 数学 对 于 各 种 其 体 的 文 
化 形式 ， 包 括 哲 学 、 艺 术 、 文 学 等 的 重要 影响 。 

后 一 方向 上 的 研究 无 颖 也 是 十 分 重要 的 ， 并 已 取得 


了 一 些 重要 的 研究 成 果 。 例 如 ， 数 学 与 原始 息 维 的 关系 、 
特别 是 所 谓 的 “数学 神秘 主义 "， 就 引起 了 不 少 学 考 的 很 
大 兴趣 。 对 此 例如 可 参见 法 国 著名 人 类 学 家 列 维 - 布 留 
尔 的 名 著 《 原 始 思维 》。 另 外 ， 克 莱 因 在 其 名 车 《 西 方 文 
化 中 的 数学 》 中 也 曾 十 分 具体 地 考察 了 数学 (主要 是 牛 


顿 的 工作 ) 对 于 当时 的 科学 哲学 、 宗 教 、 
方面 的 重要 影响 。 


文学 、 美 学 等 


在 笔者 看 来 ， 我 们 还 吉 从 这 样 的 角度 对 哲学 的 历史 
发 展 作 一 更 为 系统 的 研究 ， 而 这 不 仅 有 助 于 我 们 更 好 地 
去 理解 数学 何以 在 一 些 著名 哲人 的 研究 工作 中 占有 特别 


重要 的 位 置 ， 而且 也 将 从 一 个 特殊 的 角度 具体 地 指明 这 


些 学 者 哲学 思想 的 实际 发 展 途 径 。 即 如 柏拉图 的 理念 论 ， 
箭 卡 尔 的 理性 主义 认识 论 ， 康 德 关于 先天 综合 判断 的 论 


述 等 。 


显然 ， 从 总 体 上 上 说， 上述 各 个 方面 的 研究 就 更 为 清 
楚 地 表明 了 这 样 一 点 : 数学 应 当 被 看 成 整个 人 类 文化 的 


一 个 有 机 组 成 成 分 ， 从 面 就 是 与 其 他 各 种 


成 分 密切 相关 、 


并 就 是 在 这 种 相互 影响 之 中 共同 发 展 起 来 的 ;但 是 ， 与 
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前 述 的 三 个 方向 上 的 研究 相 比 ， 这 又 毕竟 代表 了 -种 不 
同 的 人 钙 究 倾向 ， 或 者 说 ， 即 是 有 着 不 同 的 侧重 点 和 研究 
目标 。 

鉴于 笔者 对 “数学 文化 学 ”的 理解 ， 也 即 是 指 从 文 
化 这 样 一 个 特殊 的 视角 对 数学 所 作 的 分 析 ， 在 这 一 著作 
中 ， 我 们 就 将 主要 集中 于 数学 文化 学 与 数学 史 、 数 学 哲 
学 和 数学 教育 的 联系 ， 也 即 主要 是 从 与 数学 直接 相关 的 
各 个 方面 、 而 并 非 是 从 与 一 般 人 类 文化 学 研究 的 联系 这 
样 一 个 角度 去 展开 论述 。 应 当 强 调 的 是 ,这 一 立场 在 很 
大 程度 上 即 是 由 我 们 的 写作 日 的 所 决定 的 。 这 就 是 指 ， 
本 书 主要 是 写 给 从 事实 际 数 学 活动 , 包括 数学 哲学 、 
数学 史 研 究 的 工作 者 与 广大 的 数学 教育 工作 者 看 的 。 当 
然 , 这 一 立场 并 不 排斥 一 般 人 类 文化 学 的 研究 者 也 能 由 
这 一 著作 得 到 一 定 的 局 示 或 教 益 。 事 实 上 上 ， 从 辩证 的 角 
度 看 ,任何 绝对 的 分 割 都 是 不 可 能 的 ; 勿 宁 说 ， 我 们 更 
应 强调 各 个 对 立 面 的 相互 影响 和 和 被 此 渗透 。 从 根本 上 说 ， 
这 种 交叉 性 也 就 是 “数学 文化 学 ”的 一 个 最 为 重要 的 特 
征 。 


(2) 建立 数学 文化 学 人 丸 统 理论 的 初步 弩 力 

以 上 的 讨论 已 经 表明 ， 作 为 数学 文化 学 的 系统 研究 ， 
本 书 主要 包括 以 下 内 容 : 

第 一 ， 数 学 的 文化 观念 ; 

第 二 ， 数 学 文化 史 的 研究 ; 

第 三 ， 关 于 数学 文化 价值 的 分 析 。 

就 现实 情况 面 言 ， 在 上 述 三 个 方面 应 当 说 都 已 有 了 
一 定 的 工作 ; 但 是 ， 书 有 的 工作 又 都 具有 一 定 的 局 限 性 ， 


特别 是 它们 通常 只 是 涉及 到 了 上 述 的 某 一 方面 ， 而 林 能 
从 整体 上 给 出 关于 数学 文化 学 的 一 个 较为 完整 的 理论 框 
架 。 也 正 是 出 于 这 样 的 考虑 ， 本 书 就 以 初步 建立 数 党 文 


化 学 的 系统 理论 作为 主要 的 目标 。 


当然 , 已 有 的 工作 仍 可 说 是 为 本 书 的 写作 提供 了 一 


个 良好 的 基础 ， 我 们 并 力 


图 


在 有 关 的 论述 中 较 好 地 去 反 
映 各 个 相关 研究 中 所 取得 的 - 些 最 新 研究 成 果 。 


是， 


应 当 明 确 的 是 ， 本 书 并 不 是 已 有 工作 的 简单 复述 或 组 合 ， 


而 主要 反观 了 作者 的 独立 思考 条 


探索 性 研究 ， 特 别 是 如 


何 着 眼 于 与 数学 史 、 数 学 哲学 和 数学 教育 这 三 者 的 联系 
而 发 展 起 数学 文化 学 的 系统 理论 更 可 说 是 一 个 创造 性 的 


工作 。 另 外 ， 就 以 上 三 个 部 分 的 具体 论述 而 言 ， 也 包括 
了 不 少 独立 的 研究 成 果 。 例 如 ， 


在 数学 文化 中 的 研究 中 ， 


我 们 的 主要 目标 并 不 在 于 提供 若干 具体 的 案例 ， 而 是 希 


望 能 通过 对 数学 历史 发 展 中 最 为 重要 的 一 些 环节 的 相继 
考察 ， 从 整体 上 指明 在 整体 性 的 文化 环境 与 数学 之 间 所 
存在 的 重要 联系 ， 而 这 事实 上 就 包括 了 由 局 部 向 整体 的 


重 览 转 变 ; 再 者 ,与 主要 偏重 ] 


F 西方 数学 传统 与 西方 文 


明 的 常见 作法 相对 照 ， 本 书 突出 了 东西 方 的 比较 研究 ， 
而 这 不 仅 反映 了 作者 的 基本 立场 ， 也 为 本 书 的 分 析 能 够 
达到 一 个 新 的 更 大 高 度 提供 了 必要 的 基础 ， 这 就 是 指 ， 
本 书包 括 了 对 于 中 西 古 代数 学 的 比较 与 评价 问题 在 更 高 
层次 上 的 思考 与 分 析 ; 最 后 ， 就 数学 的 文化 观念 而 言 
笔者 也 以 已 有 的 工作 为 基础 积极 开展 了 新 的 思考 和 更 为 


深入 的 分 析 ， 即 如 关于 数学 传统 的 “观念 成 分 ”、 与 数学 


发 展 内 在 机 制 及 其 辩证 性 质 的 具体 分 析 等 ， 在 笔者 看 来 ， 
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这 也 就 更 为 深刻 地 揭示 了 “数学 文化 ”的 内 涵 。 

尽管 本 书 的 三 个 部 分 分 别 集中 于 数学 的 文化 观念 、 
数学 文化 史 和 数学 的 文化 价值 ， 但 是 ， 应 当 强调 的 是 
这 三 者 又 不 应 被 覆 成 相互 独立 、 互 不 相 十 的 ， 恰 恰 相 反 ， 
在 它们 之 间 存 在 有 十 分 重要 的 联系 。 具 体 地 说 ， 历 史 的 
研究 可 以 说 构成 了 本 书 全 部 论述 的 最 终 基础 ， 这 就 是 说 ， 
除去 数学 文化 史 的 研究 以 外 ， 关 于 数学 的 文化 价值 与 数 
学 发 展 动力 和 规律 等 方面 的 研究 也 都 直接 建立 在 历史 的 
考察 之 上 ; 其 次 ,哲学 的 思考 则 是 为 本 书 的 写作 提供 了 
必要 的 理论 指导 ,特别 是 ， 这 也 就 清楚 地 表明 了 本 书 并 
非 一 本 数学 史 的 专著 ， 与 此 相反 ， 作 者 所 希望 的 正 是 我 
们 的 工作 能 对 数学 史 的 研究 起 到 一 定 的 启发 、 指 导 作 
最 后 ， 与 数学 教育 的 联系 则 可 说 是 集中 地 表明 了 本 书 的 
一 个 写作 意图 ， 即 是 希望 能 对 实际 的 数学 活动 发 挥 一 定 
的 促进 作用 。 

最 后 ， 应 当 指 出 的 是 ， 数 学 文化 学 与 数学 哲学 、 数 
学 史 、 数 学 教育 三 者 的 密切 联系 也 就 表明 了 作者 的 一 个 
基本 思想 ， 即 是 希望 本 书 的 写作 能 体现 较 强 的 时 代 精 神 ， 
也 即 能 够 较为 清楚 地 反映 出 现代 的 数学 观 、 数 学 史 观 和 
数学 教育 观 。 更 为 一 般 地 说 ， 这 就 可 以 看 成 本 书 的 精 莲 
所 在 。 


第 一 章 ”数学 对 象 的 形式 建构 和 文化 性 质 


第 一 篇 ”数学 的 文化 观念 


相对 于 “数学 是 构成 整个 人 类 文化 的 一 个 
有 机 组 成 成 分 ”这 一 笼统 的 提 法 ， 本 篇 的 主要 
目标 是 具体 地 指明 “数学 文化 ”这 一 概念 的 内 
肖 ， 也 即 对 “数学 在 什么 意义 上 可 以 说 是 一 种 
文化 ” 这 一 问题 作出 清楚 的 解答 。 事 实 上 ， 对 
于 上 述 问题 可 以 从 各 种 不 同 的 角度 〈 或 者 说 
各 种 不 同 的 层次 ) 去 进行 分 析 ， 而 这 即 就 提供 
了 关于 数学 本 质 的 一 种 更 为 深入 的 认识 ， 这 也 
就 是 所 谓 的 “数学 的 文化 观念 ”。 


弟 一 章 ” 黎 学 对 癌 的 形式 建构 和 式 化 杀 质 


第 一 章 ”数学 对 象 的 形式 建构 
和 文化 性 质 


在 这 一 章 我 们 将 首先 从 对 象 这 … 骨 度 指 明 数 学 文化 
的 第 -- 种 渭 义 : 数学 对 象 并 非 物 质 世界 中 的 真实 存在 ， 
而 是 抽象 思维 的 产物 ; 另外 ， 我们 也 将 通过 与 一- 般 文化 
物 的 比较 集中 地 指明 数学 在 这 方 看 的 特殊 性 ， 这 就 足 
数学 对 象 的 形式 建构 忻 与 数学 所 界 的 无 限 丰 寅 性 和 秩序 


1. 1 作为 文化 之 数学 实在 

文化 ,广义 地 说 ， 是 指 人 类 在 社会 历史 实践 过 程 中 
所 创造 的 物质 财富 与 精神 财富 的 总 和 。 按照 这 样 的 理解 ， 
我 们 就 应 把 一 切 非 自 然 的 、 也 即 由 人 类 所 创造 的 事物 或 
对 象 都 看 咸 文化 物 ， 而 这 里 所 说 的 “文化 性 ” 即 是 明确 
肯定 了 相应 事物 或 对 象 对 于 人 类 创造 活动 的 直接 依赖 性 。 

由 于 数学 对 象 并 非 物质 世界 中 的 真实 存 伴 ， 击 足 人 
类 抽象 思维 的 产物 ， 因 此 ， 在 所 说 的 意义 上 ， 数 学 就 足 
一 种 文化 。 
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例如 ， 谁 曾 见 到 过 “一 ”， 我 们 只 能 见 到 某 一 个 人 、 
某 . 梨 树 、 某 … 间 房 ， 而 决 不 会 见 包 作为 数学 研究 对 象 
的 真正 的 “一 ”注意 ， 在 此 不 应 把 “一 ”的 概念 与 其 符 
号 相 混淆 ); 类 似 地 ， 我 们 也 只 能 匈 到 圆 形 的 太阳 、 圆 形 
的 车 轮 、 圆 形 的 场地 ， 而 决 不 会 见 到 作为 几何 研究 对 象 
的 真正 的 “ 圆 ”《 在 此 我 们 也 必须 对 “ 圆 ” 的 概念 与 相应 
的 图 ， 即 如 纸 上 所 机 的 圆 骨 确 地 加 以 区分 )。 从 而 ， 即 
使 就 最 简单 的 数学 对 象 而 言 ， 它 们 也 都 是 抽象 思 维 的 产 
物 。 


对 于 数学 对 象 的 上 述 特性 ， 古 希腊 的 亚 里 上 多 德 已 
作 了 十 分 明确 的 论述 。 亚 里 上 多 德 指出 ， 数 学 是 研究 大 
小 的 量 和 数 的 ， 但 是 ， 它 们 所 研究 的 量 和 数 ， 并 不 是 那 
些 我 们 可 以 感觉 到 的 、 占 有 空间 的 广 延性 的 、 可 分 的 量 
和 数 ， 而 是 作为 某 种 特殊 性 质 的 〈 抽 象 的 ) 基 和 数 ， 是 
我 们 在 思想 中 将 它们 分 离开 来 进行 研究 的 从 而 ， 在 亚 
里 士 多 德 看 来 ， 数 学 对 象 就 只 是 一 种 抽象 的 存在 ， 也 即 
是 人 类 抽象 思维 的 产物 。 

如 果 说 亚 里 士 多 德 的 上 述 论述 主要 地 只 是 一 种 哲学 
的 分 析 ， 那 么 ， 从 历史 的 角度 看 ， 这 却 是 数学 发 展 史上 
的 一 个 重要 转折 : 正 是 古 希 腊 人 在 数学 史 二 普 次 引进 了 
相对 独立 的 数学 对 象 ， 并 以 此 作为 数学 研究 的 直接 对 象 ， 
从 而 与 数学 在 古 埃及 、 古 巴比伦 等 地 的 早期 发 展 相 比 ， 
这 就 代表 了 一 次 革命 性 的 变化 一 一 数学 已 不 再 是 先前 那 
种 建立 在 直接 观察 与 实验 之 上 的 归纳 性 知识 ， 而 是 向 着 


全 亚 朱士 多 德 :《 形 而 上 学 》, 第 十 三 卷 ， 第 三 章 ， 北 京 。 商务 印 书 馆 ，1983。 


第 一 章 ”数学 对 象 的 形式 建构 和 文化 性 质 


理论 科学 的 方 同 迈 出 了 关键 性 的 一 步 。 
就 数学 文化 虫 的 研究 而 吉 ， 上 述 的 

提出 了 一 个 十 分 重 此 的 问题 : 是 什么 促 

了 上 述 的 关键 性 一 步 ? 对 此 我 们 将 在 第 二 


其 体 的 分 析 。 在 此 则 首先 指明 这 样 一 点 : 


上 曾经 存在 多 种 不 同 的 数学 传统 
开创 的 上 述 传统 现 已 为 人 们 所 普 角 接受 
抽象 的 数字 ， 却 并 不 打算 每 次 都 把 它 


事实 于 然 为 我 们 
使 十 天 腊 人 近 出 
二 篇 中 作出 较为 
忆 管 在 人 类 历 
是 ， 由 贞 希 腊 所 


。 例 如 , “我 们 运 


们 而 只 体 的 对 象 


联系 起 来 。 我 们 在 学 校 中 学 的 是 抽象 的 乘法 表 ， 而 不 足 


男孩 的 数 日 乘 上 便 果 的 数 日 ， 或 者 第 果 


的 价钱 。”“ 同 样 地 ， 在 几何 中 人 研究 的 ， 


的 数 日 乘 上 各 上 傈 
例如 ， 是 直线 ， 


而 不 是 拉 紧 了 的 绳子 。” 《亚历山大 洛 大 话 ) 显然 ， 就 我 


们 现在 的 论题 而 言 ， 数 学 对 象 的 这 种 
表明 了 数学 对 象 的 文化 属性 。 

容易 看 出 ， 以 上 所 说 的 数学 对 象 的 
本 中 各 种 人 物 的 虚构 性 是 十 分 相似 的 。 


能 具有 明显 的 现实 原型 ,但 谁 也 不 会 把 


象 性 即 就 清楚 地 


抽象 性 与 文学 作 
例如 ， 尽 管 其 可 
鲁迅 笔下 的 阿 Q 


或 巴尔 扎 克 笔下 的 高 老头 看 成 人 世 问 的 真实 存在 ， 缴 宁 
说 ， 它 们 都 只 是 一 种 文学 虚构 ， 也 即 是 由 人 类 所 创造 的 


抽象 对 象 。 
实 上 ， 除 上 述 的 基本 点 外 ， 我 们 
进一步 


5 帆 


这 就 是 措 ， 两 者 都 在 一 定 程度 上 依赖 于 忆 


还 可 从 另 一 角度 


首 明 在 数学 抽象 与 文学 创作 之 间 所 存在 的 共同 点 。 


维 的 自由 想象 。 


其 体 地 说 ， 尽 管 一 些 基本 的 数学 概念 上 其 有 较为 明显 的 直 
观 意义 ， 但 数学 中 又 有 许多 慨 念 并 非 建立 在 对 子 真实 事 
物 或 现象 的 直接 届 象 之 上 ， 而 是 较为 间接 的 抽象 的 结果 
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即 是 在 抽象 之 上 进行 抽象 ， 出 概念 去 引出 概 ; 


念 ; 另外 ， 


更 为 重要 的 是 ， 数 学 中 还 有 一 些 概 念 与 真实 二 界 的 路 离 
是 如 此 之 遥远 ， 以 致 常常 被 说 成 “思维 的 自由 创造 ”。 


数学 中 的 自 


如 众 所 知 ， 在 欧 氏 平面 几何 中 ， 


不 是 完全 “对 称 ” 的 ， 
直线 ， 从 面 ， 
线 ; 然而 ， 尽 管 在 一 和 
惟一 地 确定 了 一 个 点 《 


直线 相 红 平行 的 活 ， 它 人 


例如 ,我们 即 可 以 射影 几何 为 例 来 具体 地 体会 一 下 


点 和 直线 的 位 洽 并 


为 ， 


情况 下 


正 是 为 了 解决 这 种 不 对 和 和 
(G. Desargues) 首先 在 直线 上 引 人 了 一 个 “无 穷 远 点 ”， 


过 任意 岗 点 总 可 以 | 一 条 
平面 上 的 任意 两 点 就 惟 . -地 确定 了 条 直 
,平面 上 任意 雌 条 衣 线 也 
它们 的 交点 ), 但 是 
人 


如 果 这 两 条 


德国 国 数学 家 德 沙 格 


并 把 它 看 成 与 此 相 平 行 的 各 条 直线 的 交点 ; 另外 ， 所 有 
这 些 “ 无 穷 远 点 ” 则 义 构成 了 所 谓 的 “ 


无穷 远 直线 ”。 


“无 穷 远 点 ”和 “无 穷 远 直 线 ”的 引进 在 数学 上 有 着 


很 重要 的 意义 ， 它 事实 上 标志 着 射影 


几何 的 诞生 。 但 是 ， 


射影 几何 中 各 条 直线 究竟 是 怎样 的 呢 ? 我 们 不 妨 具体 地 


来 设想 一 下 


对 此 匈牙利 著名 数学 家 罗 莎 :彼得 (R，Peter) 曾 十 


分 形象 地 描述 道 : 
伸 的 ， 但 我 们 只 给 它 


“如 所 知 ， 


一 条 直线 的 两 端 都 是 无 限 延 
它 附加 了 一 个 无 穷 远 点 《只 


有 这 样 才 


能 保证 对 侦 原 则 )® 的 成 立 ， 而 如 果 附 以 两 个 无 穷 远 点 的 
话 ， 对 偶 原 理 就 将 遭 到 破坏 ， 


DP 即 平面 上 点 和 直线 的 对 称 性 * 
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因而 直线 的 两 端 就 好 像 相 


第 一 齐 慌 学 对 象 的 形式 建 析 和 文化 性 质 
逢 于 无 穷 远 处 一 样 ， 于 足 直 线 也 就 变 成 某 种 类 型 的 加 了 。 
虽然 我 们 的 直线 是 向 着 两 个 相反 的 方向 无 限 地 延 促 的 
此 处 却 在 一 种 魔法 下 恋 成 了 贺 形 ， 而 及 它们 就 像 是 长 在 
苇 果 树 上 的 芝 果 - 样 ， 全 者 悬挂 在 无 穷 近 直线 的 各 个 点 
上 ， 彼 此 平行 的 直线 花 挂 在 辣 一 点 上 。”( 图 1) 


图 1 

然而 ， 我 们 事实 上 “不 应 当 把 这 条 上 直线 画 得 如 此 笔 
直 ， 但 谁 也 不 知道 我 们 究竟 应 当 如 何 去 画 ， 因 为 无 穷 远 
处 的 -个 点 是 同时 位 于 上 绀 东 和 正 西 的 ， 而 正 南 与 止 北 却 
又 在 另 一 点 处 相遇 ， 对 于 其 他 方向 来 说 也 是 同样 的 情况 。 
我 们 达 是 彻底 忘记 这 件 事 好 ， 因 为 这 并 不 属于 可 想象 事 
物 的 世界 。”® 

显然 ， 所 说 的 “不 可 想象 性 ”事实 上 就 最 为 清楚 地 
表明 了 自由 想象 在 数学 中 得 到 了 充分 的 运用 。 

正 因 为 自由 想象 在 数学 中 占有 如 此 重要 的 地 位 ， 数 
学 常常 就 被 称 为 “创造 性 的 艺术 ”。 显 然 ， 这 也 就 更 为 清 
楚 地 表明 了 数学 的 文化 性 质 。[ 值 得 提 及 的 是 ， 有 些 数学 
家 本 身 也 是 著名 的 作家 。 例 如 ， 著 名 的 童话 《爱丽 丝 温 
游 仙境 》 就 出 自 英 国 牛 津 大 学 的 一 位 数学 家 之 手 ， 并 因 
此 而 导致 了 这 样 的 笑话 ， 当 时 的 英国 女皇 是 如 此 地 言 爱 


全 典范 :被 得 : 《无 穷 的 玩 蕊 》， 第 187 页 . 和 南京、 市 京 大 学 出 版 社 ，1985。 
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这 一 善 作 以 致命 令 把 癌 一 作者 以 后 的 各 部 新 敬 都 送 给 她 
， 后 来 出 现在 女皇 案头 的 新 著 却 是 一 部 纯 数 
学 的 昔 作 。 类 似 地 ,俄国 著名 女 数 学 家 柯 瓦 列 夫 斯 上 娅 
(S，Kowalewsky) 不 仅 在 数学 上 有 很 大 页 献 ， 而 且 写 出 
了 -部 被 俄国 文艺 批评 家 认为 “无 论 在 形式 上 还 是 在 思 
可 以 与 俄国 文 匡 上 最 佳 的 作品 相 媲 美 ”的 小 
说 《 拉 也 夫 斯 盯 姬 姐妹 》。 当 被 问 及 她 为 什么 能 一 面 位 文 


阅读 ， 然 而 


想 内 容 上 者 


学 -… 面 搞 数 学 时 ， 柯 比 列 夫 斯 卡 娅 回答 说 : “很 多 大 认为 
数学 是 一 门 枯燥 乏味 的 科学 ， 其 实 ， 它 倒是 门 需要 大 
最 想象 力 的 科学 呢 !] 

亿 是 ， 数 学 抽象 与 文学 创作 相 比 义 有 什么 不 同 之 处 
， 数 学 抽象 的 特殊 性 究竟 是 什么 呢 ? 


呢 ? 或 者 说 


就 上 述 问题 面 言 ， 一 个 容易 想到 的 解答 显然 在 王 ，; 
数学 属于 科学 的 范畴 ,而 文学 则 不 然 ， 进而， 所 说 的 
“科学 性 ”的 一 个 主要 涵义 则 就 是 指 ， 数 学 是 一 种 客观 的 


研究 。 


的 确 , 任何 稍 有 数学 知识 的 人 都 有 这 样 的 体会 ， 即 


我 们 在 数学 中 所 从 事 的 是 一 种 客观 的 研究 。 这 就 是 说 ， 
我 们 不 能 随心 所 欲 地 去 创造 某 个 数学 规律 ， 而 只 能 按照 
数学 对 象 的 “本 来 面 狐 ”去 对 此 进行 研究 。 例 如 ， 我 们 
既 不 能 随意 地 把 7 说 成 是 4 和 5 的 和 ， 也 不 能 毫 无 根据 地 


去 断言 哥 德 


巴赫 猜想 的 真 假 ， 等 等 。 


从 而 ,在 很 多 人 看 来 ， 数 学 对 象 事实 上 就 是 一 种 独 
立 的 存在 ， 这 也 就 是 所 谓 的 “数学 世界 ”。 

与 前 面 关于 数学 对 象 依赖 于 抽象 思维 的 分 析 一 样 ， 
这 种 关 壮 数学 对 象 事实 上 是 一 种 独立 存在 的 思想 也 可 追 
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实 的 、 完 美的 、 永 三 的 


不 变 的 ; 


芽 学 对 象 的 形式 建构 和 文化 性 质 


滑 到 占 希 腊 。 只 体 地 说 ， 古 希腊 的 柏拉图 兽 明 确 地 提出 
了 关于 “理念 世界 ”1 “现实 迁 界 " 


的 区 分 : 前 者 是 真 
后 者 则 是 不 真实 的 、 


有 缺陷 的 、 暂 时 的 、 变 动 的 . 柏拉图 并 曾 只 体 地 指明 ， 


数学 对 象 就 是 理念 世界 中 的 存在 ， 


赖 于 人 类 思维 的 独立 存在 。 


一 些 基本 结论 也 已 包含 了 
先是 指明 了 数学 对 象 并 非 
是 人 类 抽象 思维 的 一 种 产 


哲学 研究 中 的 -个 基本 问题 


题 "， 或 “数学 对 象 的 实在 
数学 对 象 看 成 一 种 不 依赖 了 


谈 及 数学 的 发 明 或 创造 )? 


就 可 清楚 地 看 出 在 这 一 问题 


数学 家 埃 弗 雷 特 (E. 
思 纯 数学 内 的 绝对 真理 ， 


所 此 可 见 ， 亚 里 士 多 德 和 机 
问题 上 的 基本 观念 是 直接 相对 立 的 。 
在 此 完全 不 去 顾及 这 种 争论 的 哲学 意义 ， 以 上 所 引出 的 


这 些 绝对 


- 冠 的 矛 
欧 质地 界 


呢 ? 


拉 图 在 数学 对 象 实在 性 


黎 ， 由 此 ， 
创造 ”"， 数 学 中 所 反映 的 就 只 可 
那么 ， 这 种 纯 主 观 的 思维 创造 又 怎么 可 能 具有 作为 -- 
科学 所 必须 具备 的 “客观 性 ” 

一 般 地 说 ， 上 述 的 矛盾 捉 实 上 就 集中 地 表明 了 数学 
(可 称 为 “数学 的 本 体 论 问 
性 问题 ， 即 我 们 究 竞 应 当 把 
于 人 类 思维 的 独立 存在 《从 市， 
在 数学 中 我 们 所 从 事 的 主要 地 就 是 一 
是 人 类 抽象 思维 的 产物 (从 


能 是 “ 纯 主 观 的 经 验 ”， 


例如 ,上 


从 而 也 就 是 一 种 不 依 


实 |.， 即 使 我 人 


盾 ， 因 为 ， 我们 在 此 
中 的 真实 在 在 ， 认 只 
FF 为 “由 维 的 自 


种 发 现 的 活动 )， 还 


而 我们 就 可 旦 直 气 壮 地 去 


以 下 的 一 些 论述 我 们 


Everett) 


:所 存在 的 尖锐 的 观念 对 立 。 


写 道 : “我 们 凝神 沉 


真理 在 蝴 星 们 齐 声 欢 


唱 之 前 已 存在 于 神 的 头脑 之 中 ， 当 最 后 颗 晨 星 的 炊 服 
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光辉 从 天 幕 中 消失 的 时 候 ， 它 们 将 继续 存在 于 神 的 头脑 
之 中 。” 


与 埃 弗 雷 特 的 华丽 词 藻 
Hardy) 所 使 用 的 是 较为 素 朴 
了 数学 对 象 的 客观 实在 性 以 及 数学 认识 活动 的 发 现 性 


在 他 
认为 ， 


风 名 著 《 一 个 数学 家 的 自 


数学 的 实在 存在 于 我 人 


白 》 中 哈代 这 样 写 道 ; 


下 同 ， 著 名 数学 家 哈代 (G. 
的 语言 ， 但 他 同样 明确 肯定 


质 。 
“我 


] 之 外 ， 我 们 的 职责 是 发 现 


它 或 遵循 它 ， 那 些 被 我 们 所 证 明 并 被 我 们 夸大 为 是 我 们 


:发明 ， 
与 上 带 的 观念 相对 立 ， 诺 贝尔 奖 获 得 者 、 物理 学 家 
布 里 奇 曼 (P，Bridgman) 认为 : 
能 明白 ， 数学 是 人 类 的 创造 物 这 一 最 纯粹 的 自明 之 理 。” 
另外 ， 卡 斯 纳 〈 下 .Kasner) 和 纽曼 (J. Newman) 
“ 非 欧 几何 证 明 数 学 …… 是 人 亲手 创 
造 的 ， 它 仅仅 服从 思想 法 则 所 设 定 的 限制 。 


则 更 为 具体 地 指明 


的 定理 ， 其 实 仅仅 是 


经 克 


恨 了 那 种 认为 数学 真理 是 独立 了 


我 们 观察 的 记录 而 已 。” 


只 要 稍微 观察 一 下 就 


又 “我 们 已 
我们 自己 的 头脑 而 


存在 的 见解 ， 这 样 的 见解 竞 然 能 够 存在 ， 对 我 们 来 说 殊 
感 奇 怪 。” 
尽管 上 述 的 观念 对 立 在 数学 哲学 领域 内 可 以 说 根深 


蒂 固 


， 得 是 ， 对 一 般 的 文化 物 来 说 ， 却 似乎 并 不 存在 类 


似 的 难题 ， 尽 管 这 同样 构成 了 人 类 文化 的 一 个 基本 特征 ， 
即 任何 一 种 文化 成 分 都 是 人 类 思维 的 产物 ， 而 其 相对 于 
各 个 个 体 来 说 却 又 具有 相当 大 的 独立 性 ， 以 致 对 各 个 个 
体 来 说 ,文化 就 像 自 然 界 一 样 构 成 了 一 种 生存 环境 ， 
县 ,各 种 文化 成 分 并 可 超越 各 个 具体 个 人 而 得 到 一 定 的 
繁衍 。 
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那么 , 文化 党 者 们 是 如 何 对 所 说 的 一 般 义 


化 物 的 


“一 重 性 ”作出 解释 的 呢 ? … 个 常见 的 作法 即 赴 突出 地 强 
调 文化 的 “群体 性 "， 即 是 认为 文化 是 -种 超越 个 体 的 群 


体 性 
只 是 少数 人 的 发 明 创 造 ， 但 是 、 只 有 当 它 们 为 相 


的 东西 。 这 就 是 说 ,尽管 某 些 文 化 物 作 最 初 


很 可 能 
应 的 任 


体 所 普遍 接受 时 ， 才 能 真正 成 为 人 类 文化 的 组 成 成 分 


显然 ， 按 照 这 样 的 理 饰 ， 所 谓 文 化 的 “思维 创造 性 "，. 
要 地 就 并 非 是 指 文化 对 象 的 创造 依赖 于 某 个 特定 个 人 的 


性 ”， 主 


思维 活动 ， 而 是 指 这 些 对 象 不 能 离开 相应 前 群体 而 存在 ; 


另 绚 


个 特殊 的 个 人 米 说 ,文化 就 共有 一 定 的 独立 性 ， 
每 个 个 体 都 必须 通过 后 天 的 学 习 才 能 获得 口 有 的 


果 ， 


个 个 体 必定 要 走向 死记 ， 而 文化 作为 群体 中 的 存 
能 得 到 繁衍 。 


移 。 


个 体 向 群体 的 转移 实现 了 由 主观 创造 


性 (后 者 当然 属于 


， 也 正 由 于 文化 存在 于 群体 之 中 ， 因 此 ,机 


对 于 各 
例如 ， 


文化 成 


从 而 ,文化 就 症 从 外 部 进 人 个 人 大 脑 的 ， 另 外 ， 各 


:在 则 可 


概括 地 说 ,按照 上 述 的 观念 ,一 般 文 化 物 就 是 通过 


向 客观 实在 的 转 


显然 ， 基 于 以 上 所 说 的 数学 抽象 与 文学 创作 的 共 问 


也 说 的 一 般 文化 物 )， 我 们 似乎 也 可 按 


照 同 样 的 思路 去 解决 上 述 的 “数学 本 体 论 问 题 "。 其 实 ， 
这 事实 上 就 是 美国 著名 文化 学 者 怀特 〈L， WPpite) 所 采 
取 的 一 个 基本 立场 。 具 体 地 说 ， 怀 特 明确 地 提出 ， 数 学 
对 象 应 当 被 看 成 - -种 文化 ， 他 并 就 从 这 样 的 角度 对 数学 
的 本 体 论 问 题 进行 了 分 析 。 
怀特 写 道 : “下面 岗 个 命题 虽然 表面 上 不 相 对立， 但 
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都 同样 有 效 ， 一 个 命题 与 另 一 -命题 同样 真实 中 “数学 
真理 存在 于 人 脑 之 外 ， 且 其 准 效 性 " ; 四 “数学 真理 脱离 
人 脑 就 不 存在 或 史 失 准 效 性 "。 其 实 ， 这 两 个 命题 的 表述 
方式 给 人 以 错误 的 印象 ， 因 为 “人 脑 ' 一 词 是 在 两 种 不 
司 的 意义 上 被 使 用 的 。 在 第 一 个 陈述 中 ，“ 人 脑 ” 指 的 是 
单个 人 的 机 体 ; 而 在 第 二 个 陈述 中 ， 指 的 是 整个 人 类 。 
这 样 ， 这 两 个 命题 都 可 以 是 ， 并 实际 上 确实 是 真 的 。 数 
学 真理 存在 于 个 人 降生 于 其 内 的 文化 传统 之 中 ， 这 样 ， 
文化 传统 便 从 外 部 进 人 他 的 大 脑 。 但 是 ， 离 开 了 文化 传 
统 ， 数 学 概念 既 不 能 存在 也 没有 意义 ， 当 然 ， 离开 了 人 
类 ， 文化 传统 也 不 复 存 在 。 因 此 ， 数 学 实在 独立 于 个 体 
意识 而 存在 ， 却 完全 依赖 于 人 类 意识 。” 

一 般 地 说 ,怀特 认为 “文化 的 特性 是 存在 于 个 人 意 
识 之 外 并 不 依赖 于 个 人 意识 。 个 人 通过 学 习 他 那个 群体 
的 习 输 、 信 仰 和 技术 来 获得 文化 。 但 是 ， 离 开 了 人 类 文 
化 自身 就 不 存在 也 不 能 存在 。” 在 怀特 看 来 ， 只 需 坚持 这 
样 的 立场 ， 在 数学 对 象 实在 性 问题 上 的 观念 对 立 也 就 立 
即 可 以 得 到 消解 :; “数学 真理 既是 人 所 发 现 的 ， 又 是 人 所 
创造 的 ， 它 们 是 人 类 头脑 的 产物 。 但 它们 是 被 每 个 在 数 
学 文化 内 成 长 起 来 的 个 人 所 遇 到 或 发 现 的 。 

最 后 ， 怀 特 认 为 ， 由 以 上 的 分 析 我 们 也 就 立即 可 以 
引出 “数学 实在 即 文化 ”的 结论 。 怀 特写 道 : “那么 , 数 
学 实在 的 本 质 是 什么 呢 ? …… 我 们 的 解释 提供 了 答案 。 
数学 确实 具有 客观 实在 性 。 这 种 实在 ，…… 不 是 物理 世 
界 的 实在 ， 但 它 一 点 多 也 不 坤 秘 ， 数 学 实在 即 文化 
“数学 概念 …… 存 在 于 文化 之 中 ， 即 存在 于 人 类 的 行为 和 
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传统 由 想 的 主体 之 中 。 "了 


1. 2 
怀特 的 


第 一 章 


元 学 对 得 的 形式 建构 和 文化 性 质 


数学 对 象 的 形式 建构 
上 述 分 析 是 有 一 定 道理 的 ， 但 是 ， 笔 者 以 为 ， 


数学 的 客观 性 又 不 能 惟 -… 地 借助 十 由 个 体 向 群体 的 转移 


得 到 解释 。 


or 


也 看 到 数学 的 特殊 性 。 
具体 地 说 ， 
学 的 客观 性 ” 
于 个 人 降生 于 
入 他 的 大 脑 的 ”， 
种 客观 的 研究 ， 
来 涪 ， 
的 独立 存在 ” 


例如 ， 


常常 就 已 包括 了 由 “ 


程度 上 是 


正如 上 小 桓 所 已 提 及 的 
主要 内 涵 并 不 仅 仪 是 指 
内 的 文化 传统 之 中 ， 
而 主要 是 指 在 数学 中 我 们 所 从 事 的 是 一 
特别 是 ， 即使 就 基 些 数学 概念 的 创造 上 
现 的 思维 创造 ”向 
的 转化 ， 从 而 。 这 和 客观 实在 性 就 不 能 仪 
仅 依靠 出 个 体 向 群体 的 转移 获得 合理 
数学 的 发 展 史 告 诉 我 们 ， 
德国 数学 家 


康 托 〈G. 


来 的 。 其 体 地 说 ， 康 托 在 数学 史 


数 和 超 穷 序数 的 概念 。 


无 限 论 者 的 立场 ， 也 即 是 
了 的 对 象 ， 而 这 是 与 当 


j 占 主导 


是 所 谓 的 潜 无 限 观念 直 接 相对 3 YY 


高 斯 就 曾 明 确 地 声称 : 
DL Whe: 
Farrar, Straus, 1949 


“The [Locus of Mabemaneal Renlity 


这 世 就 是 说 ， 人 在 从 事 数学 本 体 论 问题 的 分 析 
时 ， 除 去 数学 与 一 般 文化 的 共同 性 以 外 ， 我 们 还 


应 清楚 


， 通 常 所 谓 的 “ 数 
“数学 直 理 存在 
从 而 就 是 从 外 部 进 


“客观 


的 解释 . 

超 穷 数理 沦 在 很 大 
Cantor) 独立 地 发 展 起 
-第 一 次 引进 了 起 穷 基 


自 于 康 托 在 此 所 采取 的 是 -种 实 
也 无 限 看 成 一 种 实在 的 、 完 成 


也 位 的 数学 ep 


的 〈 例 如 ， 


“我 反对 把 无 穷 当 作 一 种 完成 的 


The Seirnce of Culturey, 
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体 来 使 用 ， 这 在 数 党 中 是 绝对 不 允许 的 ， 无 穷 不 过 是 谈 
及 极限 时 的 一 种 说 话 方式 而 已 ”) 因此 ， 康 托 的 超 穷 数 
理论 在 当时 就 完全 是 一 种 “思维 的 自由 创造 "， 或 如 与 康 
托 问 时 代 的 舅 一 著名 数学 家 克朗 尼克 《IL.， Kronecker) 所 
形容 的 那样 ， 是 “精心 编造 的 神话 ”。 
但 着 ， 尽 管 超 穷 数 在 最 初 只 是 康 托 的 “个 人 创造 ”， 
一 旦 其 获得 了 明确 的 定义 ， 就 立即 获得 了 相对 的 独立 性 ， 
即使 康 托 本 人 也 只 能 客观 地 去 对 此 进行 研究 ， 而 不 能 随 
意 地 作出 改变 。 例 如 ， 康 托 证 明了 如 下 的 定理 : “有 再 数 
集 与 自然 数 集 具 有 相同 的 基数 “，“ 直 线 上 的 点 集 与 空间 
中 的 点 集 具 有 相同 的 基数 "， 等 等 。 由 于 这 些 结论 与 直觉 
如 此 地 不 符 ， 以致 康 托 本 人 也 不 由 惊 呼 道 : “我 看 到 了 ， 
但 我 简直 不 能 相信 它 !1” 男 外 ， 为 了 解决 所 谓 的 连续 统 问 
题 ， 即 准确 地 确定 直线 上 点 集 的 “大 小 ”"， 康 托 更 可 谓 绞 
尽 了 脑汁 ; 但 是 ， 不 管 康 托 怎样 努力 ， 却 始终 未 能 解决 
这 一 问题 ， 以 致 为 此 而 “ 抱 恨 终身 ”。 有 显然， 这 些 素 例 即 
已 清楚 地 表明 康 托 在 此 所 从 事 的 确实 是 一 种 客观 的 研究 。 
这 也 就 如 康 托 本 人 所 指出 的 : “就 新 数 的 引进 而 言 ， 数 学 
中 所 必需 的 仅 是 给 出 它们 的 定义 ， 借 助 于 这 些 定 义 ， 赋 
予 新 数 以 这 样 的 确定 性 ， 以 及 在 情况 允许 时 ， 赋 予 它们 
以 与 旧 数 这 样 -种 关系 ,使 得 在 给 定 的 情况 下 ， 它 们 可 
以 明确 地 加 以 区 分 ， 一 二 满足 了 所 有 这 些 条 件 ， 一 种 数 
在 数学 中 就 可 以 、 而 其 必 须 被 认为 是 存在 的 和 真实 的 。”? 

尽管 康 托 关于 超 穷 数理 论 的 创造 只 是 数学 发 展 史 中 


中 道 本 ;《 康 托 的 无 穷 的 数学 和 有 学 》, 第 60 页 . 南京 , 江苏 教育 出 版 福 ,1989. 
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第 一 章 教 


学 对 象 的 形式 建构 和 文化 性 质 


的 一 个 实例 ， 伍 由 于 数学 史学 家 已 对 此 作 了 较为 彻底 的 


研究 ， 因 此 ， 我 们 就 可 


来 研究 对 利 

题 ,”( 道 本 语 ) 特殊 
是 指 ， 对 但 

初 很 可 能 只 是 某 些 个 人 台 
概念 或 有 

在 性 ， 对 它们 的 性 质 我 介 
绸 任意 地 加 以 改变 。 从 而 ， 
的 那样 ， 

面 对 着 上 自己 所 创造 的 字 


从 契 万 中 创造 了 一 个 新 的 


种 种 神奇 
家 就 不 再 是 一 个 创造 者 ， 
索 着 他 


得 客观 儿 
于 数 党 


自身 所 创造 的 堵 个 
那么 ,作为 主观 思维 
hE 立 性 的 呢 ? 笔者 
象 、 特 别 是 数 党 


“以 康 托 铀 


绍 像 罗 


办 的 秘 
全 
以 为 ， 
象 方法 


bs 
合 论 的 发 展 作为 缩影 


学 其 有 重要 意义 的 新 思想 的 产 和 牛 种 发 展 的 问 
也 ， 就 我 们 现 在 的 论题 南郊 ， 这 就 
何 一 种 数学 概念 或 理论 来 说 ， 及 管 它们 在 最 
咎 “ 身 由 他 
E 论 获得 了 明确 的 意义 ， 就 立即 获得 了 独立 的 存 
只 能 客观 地 加 以 研究 ， 而 不 能 


造 "， 但 是 ， -出 这 些 


水 :彼得 所 委 


E 动 地 描绘 


数学 家 在 此 束 像 吓 神话 中 那个 任 师 的 徒弟 ; 他 
赤 显 得 里 昌 结 香 ， 数 学 家 们 同样 
世界 ， 俱 这 个 新 亿 界 却 以 它 那 
出 乎 项 料 的 规律 控制 了 数学 家 ， 


从 此 ， 数 学 


而 仅仅 是 一 个 探索 党， 他 探 


| 造 的 数学 对 象 究 竞 是 如 何 效 


答 只 


E 确 的 解 
的 深入 分 析 。 


能 来 自 对 


具体 地 说 ， 抽 象 性 常常 被 认为 是 数学 的 基本 特性 ， 


然而 ， 由 于 
别 是 ， 任 何 科 学 概念 都 是 


FF 任何 理论 科学 部 依赖 


F 一 定 的 抽象 思维 ， 特 


由 象 思维 的 产物 ， 因 此 ， 为 了 


清楚 地 说 明 数 学 抽象 的 特殊 人 性， 我 们 就 必须 从 数学 抽象 


的 内 容 、 


量度 和 方法 这 样 几 个 方面 作出 进 一 步 的 分 析 。 


第 一 ， 数 学 是 从 量 的 方 而 反映 客观 实在 的 。 这 就 是 


中 罗 东 :彼得 :《 无 穷 的 玩 艺 》， 第 25 页 、 上 南京， 南京 大 学 出 版 社 ，1985。 
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说 ， 在 数学 


的 抽象 中 我 们 仅 仪 保留 了 事物 或 更 象 的 量 的 


特性 ， 而 完全 舍弃 了 它们 的 质 的 内 容 。 显 然 ， 这 种 特殊 


的 抽象 内 容 


即 就 清楚 地 表明 了 在 数学 抽象 与 一 般 自 然 科 


学 抽象 之 间 所 存在 的 一 个 重要 区 别 。 


应 当 强 调 的 是 ， 以 上 的 分 析 事 实 上 只 具有 相对 的 意 


义 ， 因 为 ， 

必须 首先 对 
却 并 非 一 个 
是 由 于 数学 


为 了 避免 所 谓 的 “循环 定义 ”， 我 们 在 此 显然 
“ 量 ” 的 概念 作出 明确 的 说 明 ; 然而 ， 后 者 
静止 的 、 僵 化 的 概念 ， 勿 宁 说 ， 量 的 概念 正 
的 发 展 而 不 断 获得 了 新 的 意义 ,或 者 说 , 这 


一 概念 随 着 数学 的 不 同 发 展 而 处 于 不 断 的 历史 演变 之 中 。 
特殊 地 ， 从 历史 的 角度 看 ，“ 数 量 关 系 ” 和 “空间 形式 ” 
曾 一 度 构成 了 “ 量 ” 这 一 概念 的 两 个 基本 意义 ， 但 是 ， 
由 于 数学 的 发 展 早已 突破 了 这 一 历史 的 局 限 性 ， 因 此 ， 


在 今天 我 们 
间 形 式 的 研 


就 不 应 机 械 地 去 坚持 “数学 是 数量 关系 和 空 
究 ” 这 一 传统 的 观点 。 


第 二 ,数学 抽象 的 特殊 性 也 表现 在 它 的 量度 上 。 这 


就 是 说 , 数 
达到 了 特殊 

例如 ， 
重要 作用 显 

从 量度 
定 的 道理 ， 
们 在 此 又 可 
高 的 抽象 程 
方法 。 

第 三 ， 
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学 的 抽象 程度 远 远 超出 了 一 般 的 自然 科学 而 
的 高 度 。 

上 一 节 中 所 提 及 的 自由 想象 在 数学 创造 中 的 
然 就 已 清楚 地 表明 了 数学 的 高 度 抽象 性 。 
入 角度 去 指明 数学 抽象 的 特殊 性 当然 也 有 一 
但 是 ,笔者 以 为 ， 从 理论 的 角度 去 分 析 ， 我 
提出 这 样 的 问题 数学 何以 可 能 具有 如 此 之 
度 ? 而 这 事实 上 又 涉及 到 了 数学 抽象 的 特殊 


数学 抽象 的 形式 建构 性 质 。 


第 一齐 


到 学 吉 象 的 形式 证 构 和 文化 性 质 


数学 抽象 是 -一 种 “建构 ”的 活动 : 数学 的 研究 对 象 
止 是 通 计 这 样 的 活动 得 介 构 阁 的 ， 

这 也 就 是 指 ， 数 学 并 非 对 二 客观 世界 量 性 规律 性 的 
直接 研究 ， 而 是 以 抽象 总 维 的 产物 一 一 数学 对 象 ， 作 为 
直接 的 侠 究 对 象 。 

为 了 清楚 地 说 有 明 问 题 ， 在 此 我 们 仍 可 将 数学 抽象 

-… 般 自然 科学 中 的 抽 银 作 一 对 照 ; 

容易 看 出 ， 无 论 就 数学 抽 复 或 是 - : 般 自 然 科学 中 的 
抽象 硼 言 ， 概 念 的 产生 相对 于 《可 能 的 ) 现实 原型 而 主 
往往 都 包含 在 一 个 “理想 化 "、“ 简 单 化 ”和 “精确 化 " 
的 过 程 。 例如， 任何 自 实 宣 物 的 形状 都 很 难说 是 严格 的 


加 ( 款 ) 形 ， 人 在 现实 中 界 中 也 不 可能 找到 没有 大 小 的 点 、 


没有 宽 
的 产物 ; 同样 地 ， 才 学 研究 


度 的 线 等 ， 从 而 ， 相 应 的 几何 概念 就 部 是 理想 化 


所 涉及 的 也 都 是 “ 垦 想 的 


对 象 ”， 即 如 没有 摩擦 力 的 斜 


、 绝 对 的 真空 等 。 


H 


然而 ,数学 抽象 的 特殊 


往 则 在 于 : 数学 对 象 是 借助 


于 明确 的 定义 得 到 建物 的 “具体 地 说 ， 所 消 的 “派生 概 


念 ”是 借助 已 存 的 概念 明显 
“原始 概念 ” 则 是 借助 相 
定义 的 ]; 而 且 ， 在 严格 
象 羡 否 共 有 明显 的 自 观 意义 ， 
义 和 推 理 规则 去 进行 推理 ， 
在 严格 的 数学 研究 中 我 
接 的 研究 对 象 。 


应 的 公 电 (组 ) 
的 数学 研究 中 ， 


也 得 到 定义 的 更 为 基本 的 
“隐蔽 地 ”得 到 
无 沦 所 涉及 的 对 
我 们 都 只 能 依据 相应 的 定 
而 不 能 求助 于 直观 。 从 市 ， 


门 就 是 以 抽象 思维 的 产物 作为 直 


出 于 在 通常 的 情况 下 我 们 总 是 按照 逻辑 法 则 友 进 行 
推理 的 ， 估 此 ， 在 这 样 的 意义 下， 就 可 把 数学 对 象 的 建 
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构 说 成 是 一 种 “ 钦 辑 建构 "。 但 是 ， 应 当 强 调 的 是 ， 我们 
个 应 把 所 说 的 “逻辑 法 则 ”看 成 是 某 种 先 验 的 、 绝 对 的 
东西 。 事 实 上 ， 这 正 是 数学 基础 饼 究 所 给 予 我 们 的 一 个 


重要 启示 (可 参见 2, 2 节 )。 例 如 ， 和 直觉 主义 对 传统 逻辑 


的 批判 及 其 所 创立 的 直觉 主义 逻辑 就 已 清楚 地 表明 了 还 


辑 的 己 对 性 。 这 就 是 说 ， 传 统 邮 辑 事实 上 只 适 


F 非 构 


造 性 数学 ， 在 构造 性 数学 的 范围 内 则 必须 


直觉 主义 逻 


辑 去 取代 传统 逻辑 。 另 外 ， 又 如 硕 尔 伯 特 


(D，Hilbert) 


的 形式 主义 研究 所 已 表明 的 ， 在 纯 形式 的 研究 中 我 们 应 


当 同时 去 从 事 数 学 和 邮 辑 的 建构 活动 ， 也 四 


p 庶 当 把 推理 


规则 作为 一 个 部 分 同时 人 包括 在 数学 的 建构 活动 之 中 。 由 


此 可 见 ， 与 “逻辑 建构 ” 相 比 , “形式 建构 ” 
为 合适 的 名 称 。 
总 的 来 说 ， 数 学 抽象 在 方法 上 的 特殊 亿 


就 是 一 个 更 


就 在 于 这 种 


建构 活动 的 形式 特性 。 这 就 是 说 ， 数 学 并 非 对 于 客观 事 


物 或 现象 量 性 特性 的 直接 研究 ,恰恰 相 反 ， 


与 可 能 的 现 


实 原型 相对 照 ， 数 学 抽象 是 一 种 “重新 建构 ”的 活动 ， 


在 数学 中 我 们 并 就 以 这 种 建构 活动 的 产物 
究 对 象 。 


FE 为 直接 的 研 


容易 看 出 ， 以 上 关于 数学 对 象形 式 建 构 性 质 的 分 析 


即 就 为 前 述 关 于 数学 对 象 何 以 可 能 由 “主观 


的 思维 创造 ” 


转化 为 “相对 独立 的 客观 存在 ”的 问题 提供 了 其 体 的 解 
答 ; 由 于 数学 抽象 是 一 种 形式 建构 ， 也 即 相 应 数学 对 象 
的 性 质 完全 取决 于 相应 的 定义 和 和 推理 规则 )， 因 此 ， 即 


使 一 些 数学 概念 在 最 初 只 是 某 些 个 人 的 “ 自 


日 创造 "， 但 


是 , 一 旦 它们 获得 了 明确 的 定义 ， 就 立即 获得 了 相对 的 
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猛 立 性 ， 即 使 其 创造 者 也 只 能 客观 地 大 对 此 进行 研究 ， 
而 不 能 后 任意 地 加 以 改变 - 

为 了 清楚 地 说 明 问 题 ， 在 此 还 可 对 数学 抽象 与 文学 
创作 作 一 简单 的 比较 ， 如 众 所 知 ， 文 学 作品 中 的 主人 公 
都 是 虚构 的 人 物 ， 但 是 ，“ 些 伟大 的 文学 作曲 又 才 有 只 有 
这 样 的 特点 : 随 着 故事 情节 的 开展 ， 作 上 吕 中 的 主人 公 形 


象 逐步 得 到 了 确立 ， 


这 时 ， 他 们 似乎 也 获得 了 一 定 的 独 


立 性 : 即使 是 作者 本 人 也 不 能 随意 地 去 改变 他 们 的 “ 命 


运 "， 而 只 能 客观 地 
与 文学 作 眶 的 这 和 


去 进行 “观察 ”、 “描述 ”…… 然 而 ， 
“客观 性 ” 相 比 ， 数 学 的 研究 显然 右 


着 更 大 的 确定 性 和 一 义 性 ， 特 别 是 ， 尽 管 同 数学 对 象 
在 不 同 的 主体 那里 可 能 有 着 不 同 的 “心理 图 像 ” (例如 ， 


第 一 季 中 所 提 及 的 


“无 穷 远 点 ”和 “无 穷 过 直线 ”显然 


就 林 看 成 这 方面 的 一 个 典 翅 例 子 )， 人 是 ， 相 应 的 数学 结 
论 却 只 有 超越 个 体 的 普遍 性 和 一 义 性 ， 而 这 事实 了 也 就 


是 数 光 能 够 成 为 一 / 


另外 ， 文 学 创作 中 还 经 常用 色 


科学 的 一 个 必要 条 件 ， 
“以 虚 代 实 ”的 手法 : 


只 去 其 些 对 象 “ 只 能 意 会 ， 不 可 育 传 ”这 一 因素 外 ， 创 


主体 在 理解 上 的 不 - 


FE 者 之 所 以 采取 这 种 手法 的 -个 主要 目的 就 是 希望 通过 
在 作 凯 中 留 下 些 “。 
力 ， 从 而 达到 更 大 的 艺术 效果 。 但 是 ， 这 种 “以 虚 代 实 ” 
手法 的 一 个 直接 结果 显然 就 是 对 象 的 不 傅 定 性 以 及 不 同 


白 ” 可 以 更 好 地 发 挥 读者 的 想象 


- 致 性 ， 从 而 也 就 与 数学 的 确定 虱 利 


超越 个 体 的 一 敏 性 构成 了 鲜明 的 对 照 。 


最 后 ， 应 当 指 4 


1， 也 正 由 子 数 学 对 象 的 形式 建构 特 


性 ， 因 此， 相对 于 


能 的 现实 原型 而 言 ， 通 过 数学 抽象 
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所 形成 的 数学 概念 (和 和 理论) 就 具有 更 为 普遍 的 意义 ; 
它们 所 反映 的 已 不 是 某 一 特定 事物 或 现象 的 量 性 特征 ， 
而 是 一 类 事物 在 量 的 方面 的 共 问 特性 。 例 如 ， 从 历史 的 
度 看 ,计算 运动 物体 的 瞬时 速度 是 导致 导数 概念 的 一 
个 重要 来 源 ; 但 是 ， 导 数 的 概念 及 相关 的 微 积分 理论 却 
并 不 局 限于 速度 问题 的 研究 ， 而 是 有 着 更 为 普遍 的 意义 ， 
即 可 被 用 于 具有 相同 量 性 特征 的 -一 类 问题 。 例 如 ， 电 流 
强度 就 是 电量 对 于 时 间 的 导数 ， 曲 线 在 茶点 处 切线 的 斜 
率 是 纵 坐 标 对 于 横 坐 标的 导数 ， 等 等 。 

正 因为 数学 的 研究 对 象 、 即 概念 和 命题 具有 超越 特 
殊 对 象 的 普遍 意义 ， 它 们 就 都 是 一 种 模式 [对 所 说 的 
“模式 ”(pattern) 应 与 通常 所 说 的 “模型 ”(medeb) 明确 
地 加 以 区 分 : 按照 我 们 的 用 法 ， 模 型 从 属于 特定 的 事物 
或 现象 ， 从 而 就 不 具有 模式 那样 的 相对 独立 性 和 普 过 意 
义 ]， 进而， 数学 则 就 可 以 被 说 成 “模式 的 科学 ”， 或 者 
更 为 恰当 地 说 ,“ 数 学 即 是 《量化 ) 模式 的 建构 与 研究 ”。 


1. 3 无 限 丰 富 的 数学 世界 

1. 综合 以 上 两 节 的 分 析 ， 我 们 就 可 对 数学 对 象 的 实 
在 性 问题 作出 如 下 的 具体 解答 ， 

第 一 ， 由 于 数学 对 象 是 借助 于 明确 的 定义 得 到 建构 
的 ， 而 且 ， 在 严格 的 数学 研究 中 ， 我 们 又 只 能 依靠 所 说 
的 定义 和 相应 的 规则 去 进行 推理 ， 而 不 能 求助 于 直观 ， 
因此 ， 尽 管 某 些 数学 概念 在 最 初 很 可 能 只 是 少数 人 的 
“发 明 创造 "， 但是， 一 旦 这 些 对 象 得 到 了 建构 ， 人 它们 就 
立即 获得 了 确定 的 “客观 内 容 ”， 对 此 人 们 只 能 客观 地 加 
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以 人 研究， 而 不 能 再 任意 地 加 以 改变 。 

这 也 就 是 赔 ， 目 是 数学 建构 的 形式 特性 保证 了 数学 
研究 的 “客观 性 ”， 也 有 即 直 接 促 成 了 数学 对 象 昌 “ 纯 主 观 
的 思维 创造 ” (mental construction) 向 相 对 独立 的 “思维 


对 象 ”(mental entity) 的 


转化 - 


第 二 ， 又 如 怀特 等 人 所 已 指出 的 ， 除 上 述 的 意义 外 ， 


我 们 并 应 从 一 个 不 问 的 外 


度 〈 或 者 说 ， 从 更 商 的 层面 上 ) 


去 论 及 数学 研究 的 客观 


超越 个 体 而 获得 更 为 普遍 的 4 


EF。 这 就 是 指 ， 数 学 对 象 有 可 能 
义 ， 也 即 成 为 一 种 “文化 


实在 "。 这 也 就 如 著名 数学 家 波 莱 尔 〈A，Berel) 所 指出 


的 :“ 凡 属 文明 或 文化 上 


的 所 有 事物 ， 我 们 往往 假定 了 它 


们 的 存在 ， 因 为 它们 是 我 们 和 别人 兵 有 的 东西 ， 我 们 可 


以 就 它们 互相 交流 思想 。 


有 些 和 东西， 只 要 我 们 相信 在 别 


大 的 头脑 里 和 人 在 我 们 的 头脑 里 都 是 以 同样 的 缘 式 存在 的 ， 


我 们 串 以 -起 来 状 虚 肝 
(而 不 是 “主观 ”事物 ) 


讨论 ,那么 它 就 成 为 客观 审 物 
六 


显然 ， 与 上 述 数学 建构 活动 的 形式 特性 不 同 ， 我 们 
在 此 所 强调 的 即 是 这 种 活动 的 社会 性 质 。 这 就 是 指 ， 在 
现代 社会 中 ,个 人 的 数学 创造 最 终 必 须 接受 社会 的 “ 裁 


决 "， 只 有 为 相应 的 社会 


共同 体 ( 即 数学 共同 体 )”- 致 接 


受 的 数学 概念 才能 真正 成 为 数学 的 成 分 ; 反之 ， 如 果 一 


个 数学 家 的 “发 明 创造 


”由 于 某 种 原因 《 即 如 严重 背离 


当时 的 研究 主流 ) 始终 末 能 得 到 普遍 的 接受 ， 那 么 ， 即 
使 这 种 建构 从 形式 上 看 是 完全 没有 问题 的 ， 最 终 仍 将 很 


工 波 菜 尔 : 
北京 ， 北京 大 学 出 版 杜 ，1990. 


“数学 一 艺术 与 和 


4 学 ”， 轼 邓 东 罕 等 风 ，《 数 学 与 文化 》， 第 149 页 
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快 为 人 们 所 遗忘 ， 也 即 不 可 能 真正 成 为 数学 的 研究 对 象 。 


从 而 ,在 上 述 的 意义 上 ， 我 们 也 就 可 以 作出 关于 
“思维 对 象 ”与 “客观 对 象 ” (objective entity) 的 进一步 
反 分 ， 并 在 后 一 意义 上 去 肯定 数学 对 象 的 客观 公 
是 说 ， 数 学 对 象 最 终 应 被 看 成 一 种 “社会 的 建构 "。 这 也 


E。 这 就 


就 如 同 波 菜 尔 所 指出 的 : “数学 家 们 共同 享有 一 个 精神 的 
实体 : 大 量 的 数学 思想 ， 他 们 用 心灵 的 工具 研究 的 对 象 ， 


和 尚未 解决 的 问题 。 补 


这 样 三 个 不 同 的 阶段 。 


确 反 映 《( 从 而 ， 所 谓 的 “经 验 的 


最 后 ， 应 当 指 出 ， 就 数学 研 
我 们 当然 还 应 涉及 数学 与 客观 世界 的 关系 。 在 
明 这 样 一 点 : 尽管 数学 并 非 对 于 客观 
直接 研究 , 但是， 就 整体 、 过 程 、 总 和 和、 趋势、 
言 ， 数 学 规律 又 正 是 思维 对 于 客观 世界 量 性 规 得 
标准 ”就 应 被 看 成 决定 


其 性 质 有 的 已 知 有 的 未 知 ， 还 有 理论 、 定 理 、 已 经 解决 


综 上 可 见 ， 数 学 对 象 由 “主观 的 思维 创造 ”向 相对 
独立 的 “客观 对 象 ”的 转化 就 是 经 由 对 象 的 形式 建构 和 
个 体 向 群体 的 转移 这 样 是 个 环节 得 以 实现 的 ， 即 包括 
了 “ 纯 主 观 的 思维 创造 "、“ 所 维 对 象 ” 和 “客观 对 象 ” 


f 究 的 客观 性 问题 而 言 ， 


首先 指 


世界 茧 性 规律 性 的 


源泉 而 


a 性 的 正 


数学 创造 “可 接受 性 ”的 首要 因素 ， 对 此 可 参见 第 二 
章 )。 当 然 ， 这 又 并 非 一 种 简单 的 、 被 动 的 反映 ， 丛 恰 相 
反 ， 数 学 抽象 的 建构 性 质 即 就 清楚 地 表明 了 这 种 认识 活 
动 的 能 动 性 质 ， 特 别 是 ， 所 说 的 建构 在 一 定 意义 上 就 意 


人 波 莱 尔 ;“ 数 学 一 一 艺术 与 科学 "， 载 邓 东 举 等 编 ，《 数 学 与 文化 )， 第 150 页 


北京 ， 北 京 大 学 出 版 社 ，1990。 


味 着 与 真实 的 分 离 ， 从 市 也 就 为 思维 的 自 


极 大 的 可 能 性 。 
性 质 、 也 昌 


[数学 抽象 在 方法 上 的 
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(这 也 就 是 说 ， 正 是 数 


象 提供 了 现实 的 可 能 性 。) 


2. 依据 上 


H 


的 论述 ， 我 们 也 就 可 以 为 


由 创造 提供 了 


学 拥 象 的 形式 建构 
特殊 性 为 数学 的 高 度 抽 


数学 抽象 与 文 


学 创作 的 不 同 之 处 作出 进一步 的 分 析 : 尽管 两 者 郁 在 -- 


定 程 度 上 依赖 
断言 数学 抽象 
显然 也 具有 如 


的 层次 性 和 秩序 


具体 地 说 ， 


学 俩 究 就 以 此 


的 可 能 性 。 


例如 ， 正 妇 


是 模式 


计 


涉 科 学 。 


比 文学 创 


原型 而 言 是 一 个 


建构 就 在 很 大 程 


# 物 或 现象 直接 去 进行 
学 模式 作为 “原型 ”， 
当代 著名 数学 家 斯 带 恩 〈(L，Stcen) 所 指出 的 : “数学 
F 数 晤 、 空 间 、 科 学 、 
模式 
下 是 以 这 种 方式 数学 遵循 着 


| 算 机 力 至 想象 之 
常常 导致 了 模式 


FF 思维 的 


“的 不 同 
人 性， 而 这 是 文学 创 
由 于 数学 对 象 的 到 


直接 的 对 象 ， 因 ] 


自 岳 想 介 ， 人 是， 
作 达 到 了 哆 高 的 
村 点 ， 即 在 总 体 | 
FE 所 
E 构 相 
“重新 建构 ”的 过 程 ， 
t, 


即使 我 们 不 去 
象 程 脐 者 
-表现 出 了 明 最 
完全 不 县 有 的 。 

对 于 可 能 的 击 实 
而 且 ， 严 格 的 数 
数学 对 象 的 形式 


庶 
区， 


= 


为 
嵌 上 为 数学 想象 的 自 


1 前 面 所 提 太 的 ， 数 学 
抽象 ， 也 可 以 
再 间接 地 攻 


以 


数学 家 们 寻求 存在 ] 
的 模式 。 


勒 翔 提供 了 现实 


象 术 必 是 从 真实 
六 业已 得 到 建构 的 
象 。 这 就 正如 美 


提示 了 别 的 模式 ， 


4 模式 。 


自身 的 逻辑 : 以 源 于 科学 的 模式 为 出 发 点 ， 并 通过 补充 


所 有 的 


先前 的 模式 叶 H 


此 的 模式 使 这 种 


图 


像 更 加 完备 


DL. Steen: “The Seienee of Patterns”, ¢Scicnce}, 240 [1988, April] 
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特殊 地 ， 我 们 在 此 并 可 着 重 提 太 - 般 化 〈 弱 抽象) 
与 特殊 化 〈 强 抽象 ) 在 数学 中 的 广泛 应 用 。 前 者 即 是 指 
由 原型 中 选取 某 一 特征 或 侧面 加 以 抽象 ， 从 而 形成 比 原 
型 更 为 普遍 、 更 为 一 般 的 概念 或 理论 。 例 如 ， 由 欧 氏 空 
间 的 概念 出 发 ， 通 过 一 系 列 的 弱 抽 象 ， 我 们 就 可 依次 建 
立 以 下 的 概念 (其 中 ， 以 符 苇 “和 ”表示 弱 抽 象 的 关 
系 ): 


4 


拓扑 空间 


欧 氏 空间 | 内 积 空间 | 一 吨 离 空间 | 


另外 ， 所 谓 的 “ 强 抽 象 "， 则 是 指 道 过 引入 新 特 钼 强 
化 原型 去 完成 抽象 ， 从 评 所 获得 的 新 概念 馈 是 原 塌 的 特 
s+), 


例 。 例如 ， 如 果 以 符号 “一 > 下 
“ 群 "、“ 环 ”"、“ 域 ”等 概念 就 组 成 了 如 下 的 “ 强 抽象 链 ”. 


回回 加 


容易 看 出 ， 如 朵 就 思维 方向 进行 分 析 ， 弱 抽象 和 强 
抽象 可 说 是 直接 相对 立 的 。 但 是 ， 应 当 强 调 的 是 ， 如 果 
把 弱 抽象 看 成 概念 的 分 解 ， 那 么 ， 强 拙 象 就 不 只 旦 简单 
的 复归 (组 合 )， 即 如 将 分 解 所 得 出 的 概念 再 依 反方 向 重 
新 组 合 起 来 《或 者 说 ， 即 是 由 “抽象 的 规定 ”重新 回 到 
“思维 中 的 具体 ”)， 恰 怡 相 反 ， 由 于 在 此 可 以 尝试 对 分 解 
所 得 出 的 概念 进行 各 种 可 能 的 组 合 (和 新 的 分 解 )， 因 
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此 ， 通 过 弱 抽 象 和 强 抽象 的 综合 过 用 〈 也 即 概念 的 分 解 
和 适当 组 合 ) 我 们 就 可 获得 各 种 可 能 的 新 的 模式 ， 从 而 
构造 出 -个 无 限 卡 写 、 而 义 井 然 有 序 的 “数学 世界 ”， 
例如 ， 我 们 在 此 应 当 特 别提 太 法 国 布 尔 巴 感 学 派 的 
工作 ， 央 为 这 一 学 派 类 于 数学 结构 的 分 析 ， 凤 就 最 为 清 
楚 地 表明 了 数学 的 涡 度 创造 性 及 共 在 束 体 上 所 具有 的 明 
显 的 层次 性 和 秩序 性 。 
只 体 地 说 ， 正 是 通过 对 若干 基本 的 数学 理论 〈 如 自 
然 数 理论 、 实 数理 论 等 ) 的 具体 分 析 ， 布尔 巴 基 学 派 指 
出 ， 大 部 分 数学 理论 部 可 被 归结 成 王 种 基本 的 数学 结构 
(他 们 称 之 为 “ 母 结构 ")， 妈 代数 结构 、 序 结构 和 拓扑 结 
构 。 显 然 , 这 事实 上 也 启 是 一 个 妮 抽 象 的 过 程 。 基 次， 
在 获得 了 所 说 的 三 种 基本 结构 以 不 ,我 们 显然 不 仪 可 以 
以 此 为 基础 对 先前 作为 出 发 点 的 各 个 数学 理论 的 结构 作 
出 具体 的 解释 〔 即 如 实数 域 是 一 个 完备 的 阿 感 米 德 全 序 
域 等 )， 调 共 也 可 通过 各 种 新 的 组 合 ( 强 抽象 去 建构 
各 种 可 能 的 数学 结构 (可 统称 为 “ 子 结构 ")。 特 别 是 ， 
出 子 这 是 一 个 逐次 建构 的 过 程 ， 内 此 ， 布 尔 巴林 学 派 的 
工作 也 就 清楚 地 表明 了 数学 世界 的 层次 性 和 秩序 性 ， 或 
者 说 ， 即 是 清楚 地 表明 了 在 各 种 数学 理论 之 问 所 存在 的 
明显 的 “谱系 "。 
3， 更 为 一 般 地 说 ， 这 事实 上 就 可 被 看 成 数学 现代 发 
展 的 一 个 决定 性 特点 ， 即 其 研究 对 象 妃 经 由 已 给 出 的 
(具有 明显 直观 背景 ) 的 量化 模式 过 渡 到 了 中 能 的 电化 模 
式 。[ 从 而 ， 对 于 前 述 的 关于 数学 的 “定义 ”我 们 就 应 当 
作出 如 下 的 补充 或 修正 : 数学 是 (量化 ) 模式 的 建构 和 
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研究 ， 而 年 ， 现 代数 学 的 研究 对 象 已 经 由 具有 明显 直观 
意义 的 现实 的 模式 过 渡 到 了 可 能 的 模式 。 

特殊 地 ， 就 可 能 的 量化 模式 的 建 必 而 言 
特别 提 及 公理 化 方法 的 现代 发 展 ， 也 即 由 实质 的 公 
方法 到 形式 的 公理 化 方法 的 发 展 。 

具体 地 说 ， 所 谓 “实质 的 公理 化 方法 ” 即 是 指 
理 系统 看 成 关于 特定 对 象 的 真理 体系 。 由 于 所 说 的 
往往 具有 明显 的 直观 意义 ， 因 此 ， 我 们 在 此 就 可 以 
的 直观 为 基础 去 开展 公理 系统 ， 特 别 是 ， 其 中 的 公 
被 认为 是 关于 特定 对 象 的 “自明 真理 "。 

例如 ， 欧 几 里 得 在 他 的 《几何 原本 》 中 所 给 出 的 几 
何 系统 就 是 一 个 实质 的 公理 系统 ， 因 为 ， 欧 几 里 得 在 此 
就 是 以 现实 空间 为 背景 来 开展 他 的 几何 公理 系统 的 。 

与 实质 的 公理 系统 不 同 ， 在 形式 的 公理 系统 中 ， 公 
理 被 认为 是 关于 相应 数学 对 象 的 隐 定 义 ， 这 就 是 说 ， 我 
们 在 此 已 不 是 由 所 给 出 的 对 象 去 建立 相应 的 公理 系统 ， 
恰恰 相反 ， 在 形式 系统 中 我 们 即 是 借助 于 “公理 ”而 构 
造 出 了 相应 的 对 象 ， 从 面 ， 所 说 的 “形式 系统 ”事实 上 
就 是 一 种 “假设 - 演绎 系统 ”， 而 我 们 则 可 以 通过 这 样 的 
方法 “自由 地 ”去 创造 各 种 可 能 的 量化 模式 ， 也 即 “ 自 
由 地 ”去 从 事 各 种 可 能 对 象 的 建构 与 研究 。 

例如 ， 所 谓 的 非 欧 几 何 就 是 用 相反 的 规定 去 取代 网 
氏 几 何 中 的 平行 公理 而 得 到 发 展 的 一 种 几何 理论 (可 参 
见 第 六 章 )。 由 于 非 欧 几何 〈 相 对 于 欧 氏 几何 ) 的 相 容 性 
已 经 得 到 了 证 明 ， 因此， 后 者 也 就 应 当 被 看 成 一 种 可 能 
的 几何 理论 。 
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容易 看 出 ， 公 碧 化 方法 的 上 述 发 展 事实 上 也 就 为 我 
们 通过 “ 弱 抽 象 ” 和 “ 蝇 抽 象 ”的 综合 应 用 “自由 地 
去 创造 新 的 数学 结构 指明 了 一- 种 具体 的 形式 ， 
例如 ,将 和 群 和 全 序 集 的 概念 适当 地 “组 合 ” 起 来 ， 
我 们 就 可 获得 所 谓 的 “全 序 群 "。 这 也 就 是 说 ， 全 序 样 应 
当 满 足 如 下 的 九条 公理 《其 中 (1) -~ (4) 条 为 群 的 公 
理 ，(5) -~ (8) 是 全 序 集 的 公理 ， 第 〈9) 条 则 表明 了 了 
这 上 曲 种 结构 是 如 何 联系 的 ) 
(1) (封闭 性 ) 集合 中 任何 两 个 元 素 a、5 相 加 ， 其 
和 也 属于 这 个 集合 ; 
《2) 《结合 律 》 师 法 结合 律 成 立 ， 即 有 
at(lb+t+e)= (atb}tes; 
(3)( 在 在 零 元 来 ) 集合 中 存在 … 个 零 元 素 0, 对 于 集合 
中 任何 元 素 4, 均 有 
at+0=0+a=a; 
(4)( 存 在 逆 元 素 } 对 于 集合 中 任 … 元 素 a , 均 存 在 男 一 
元 素 - a ,使 得 
a+(-a)= (-a)+ta= 0; 
(5)( 反 身 性 ) 对 于 集合 中 任 一 元 素 a, 蚀 有 a 之 a; 
(6)(《 传 递 人 性 ) 由 a 宇 5,5 之 c, 可 以 推 册 a 宇 c; 
(7)( 反 对 称 性 ) 由 a 汪 5,5 实 a, 可 以 推出 a = b; 
(8)( 连 通 性 ) 对 于 集合 中 任何 两 个 元素 a、5, 屋 有 
4 六 六 或 户 莹 Qi; 
(9)( 加 法 的 保 序 性 ) 由 a 六 pc 宇 d, 可 以 推出 
atc 宇 p+ds 
相应 地 ,如 果 以 域 和 交换 群 的 概念 作为 出 发 点 ,通过 
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所 渭 的 “复合 ”, 则 就 可 以 获得 “向 量 空间 ”的 概念 ; 

所 谓 域 F 上 的 向 量 空 间 7, 则 是 指 满足 下 询 公理 的 集 
合 , 对 于 所 有 a .bE F,v、w EV, 可 定义 av E Y, 并 满足 

《1)V 是 交换 群 ( 群 的 运算 为 +); 

{2)(ab)v = albv); 

(3)(a +b)v = avt bv; 

(4)alvt+w) = av+ aw; 

(5)1v = v, 这 里 1 是 下 的 乘法 单位 元 。 

类 似 地 ， 如 果 将 环 与 交换 群 的 概念 加 以 复合 ， 就 获 
得 了 “ 模 ” 的 概念 。 

综 上 可 见 ， 数 学 世界 的 无 限 丰 富 性 和 秩序 性 也 就 应 
当 被 看 成 数学 对 象 相对 于 一 般 文 化 物 的 ~ 个 重要 特殊 性 。 

最 后 ,应 当 指 出 ， 在 充分 肯定 数学 思维 自由 性 的 同 
时 ， 我们 也 应 清楚 地 认识 到 : “自由 并 非 任意 "。 这 就 是 
说 ， 对 于 数学 思维 自由 性 的 肯定 并 不 意味 着 我 们 可 以 随 
意 地 去 从 事 数学 的 创造 。 事 实 上 ， 正 如 前 面 所 指出 的 ， 
任何 数学 创造 最 终 都 必须 接受 社会 共同 体 的 “裁决 ”; 而 
县 ， 作 为 共同 体 的 一 员 ， 各 个 数学 家 又 必然 处 于 一 定 的 
数学 传统 之 中 ， 更 不 可 避免 地 要 受到 社会 中 各 种 文化 和 
物质 成 分 的 影响 和 限制 。 对 此 我 们 将 在 下 一 章 作 出 进 一 
步 的 分 析 。 

4 最后， 应当 指 明 ， 以 上 关于 数学 对 象 文化 性 质 的 
分 析 ， 也 可 推广 到 数学 的 各 个 “客观 成 分 "。 事 实 上 ， 按 
照 现代 的 数学 观 ， 特 别 是 从 数学 活动 的 角度 去 进行 分 析 ， 
数学 显然 不 仅 包括 有 作为 数学 活动 “最 终 成 果 ” 的 事实 
性 结论 ， 而 且 也 包括 有 “问题 ” “语言 "、“ 方 法 ”等 多 
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种 成 分 ， 在 它们 之 间 并 存在 有 如 下 的 紧密 联系 :7 


、 
疝 酉 峡 次 命 昭 
和 
人 7 人 


另外 ， 这 电 所 说 的 数学 的 文化 性 质 则 就 是 指 : 尤 论 
就 事实 性 结论 〈 命 题 ) ， 或 是 就 问题 、 语 言 和 方法 而 言 ， 
都 钙 人 类 思维 的 产物 ;而 及 它们 又 都 应 被 看 成 “社会 的 
建构 "， 这 也 就 是 说 ， 只 有 为 “数学 共同 体 ” 所 一 致 接受 
的 数学 命题 、 问 题 、 庄 言 和 方法 小 能 真相 成 为 数学 的 组 
成 成 分 。 


企 。 郑 钥 信 : 《数学 教育 拍 学 )、 第: 章 . 成 都 四 川 教育 出 版 杞 ，1995- 
43 


第 .篇 数学 的 文化 观念 


第 二 章 传统 指导 下 的 活动 


与 第 一 章 不 同 ， 本 章 将 分 析 的 着 眼 点 由 数学 的 对 象 
( 容 体 成 分 ) 转向 了 数学 活动 的 主体 一 一 数学 家 。 由 于 在 
现代 社会 中 数学 家 必定 是 作为 一 定 社会 共同 体 的 一 员 从 
事 自己 的 研究 活动 的 ， 或 者 说 ,他 们 的 数学 活动 必定 是 
在 一 定 传 统 指导 之 下 进行 的 ， 内 此， 这 也 就 从 又 一 角度 
指明 了 数学 文化 的 涵义 ， 即 是 拱 特 定 的 数学 传统 ， 也 即 
是 指数 学 家 的 行为 方式 。 在 这 一 章 中 ,我们 将 对 数学 传 
统 、 特 别 是 现代 数学 传统 的 内 涵 作 出 较为 具体 的 分 析 。 


2， 1 数学 共同 体 与 数学 传统 

在 现代 人 类 文化 学 的 研究 中 ， 关 于 文化 的 一 个 较为 
流行 的 定义 是 ， 这 是 指 由 某 种 因素 (居住 地 域 、 民 族 性 、 
职业 等 ) 联系 起 来 的 各 个 群体 所 特有 的 行为 、 观 念 和 态 
度 等 ， 也 即 是 指 各 个 群体 所 特有 的 “生活 (行为 ) 方 
式 "。 例 如 ， 在 对 西方 160 多 种 关于 文化 的 定义 进行 剖析 
后 ,美国 文化 学 家 克 罗 伯 (A.Kroeber) 和 克拉 克 洪 
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{C.Klukhohn) 就 曾 最 终 对 文化 作 了 这 样 的 界定 : “文化 
由 外 显 的 和 内 隐 的 行为 模式 构成 ; 这 种 行为 模式 通过 缘 
征 符号 获得 和 传递 ; 文化 代表 了 人 类 和 群体 的 显著 成 就 ， 
包括 它们 在 制造 器 物 中 的 体现 ; 文化 的 核心 部 分 是 传统 
的 观点 ， 尤 其 是 它 所 带 的 价值 ; 文化 体系 一 方面 可 以 看 
做 是 活动 的 产物 ， 另 一 方面 是 进步 活动 的 决定 因素 。 开 
显然 ， 按 照 上 述 的 旦 解 ， 文 化 的 概念 即 总 与 群体 ， 
传统 等 概念 密切 相关 的 。 这 也 就 是 说 ， 各 种 文化 是 相对 
于 一 定 的 群体 而 这 的 ， 也 即 是 指 各 个 群体 所 特有 的 “ 行 
为 方式 ”"， 另 外 ， 相 对 于 非 物质 性 的 人 工 生 成 物 而 这， 这 
一 理解 又 更 为 突出 地 强调 了 文化 的 观念 性 质 ， 也 即 是 指 
各 种 特定 的 传统 尽管 后 者 看 不 部 、 摸 不 疹 ， 但 却 仍 
然 对 于 相应 群体 中 各 个 个 人 的 行为 有 着 十 分 重要 的 影响 。 
由 于 在 现代 社会 中 数学 家 显然 构成 了 -个 特殊 的 群 
体 〈 可 称 为 “数学 共同 体 ")， 并 有 着 相对 稳定 的 数学 传 
统 ， 因 此 ， 我 们 也 就 可 以 在 这 第 二 种 意义 上 去 谈 及 数学 
文化 ， 也 即 是 指数 学 家 的 “行为 方式 ”， 或 者 涪 ， 即 是 指 
特定 的 数学 传统 。 
让 我 们 首先 道 过 一 个 实际 事例 具体 地 来 说 明 数 学 家 
确实 有 着 自己 特殊 的 “工作 方式 ”。 
例如 。 以 下 的 笑话 就 常常 被 用 来 表明 在 解决 问题 时 
数学 家 往往 采取 与 一 般 科学 家 例如， 物理 学 家 ) 不 同 
的 方法 : 
有 人 提出 了 这 样 一 个 问题 ， “假设 在 你 面前 有 煤气 


-a 转 引 白 冬天 等 ;“ 再 论 跨 文化 数学 教育 "， 载 《数学 教育 学 报 》，1999 年 ,第 
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灶 、 水 龙头 、 水壶 和 火 
做 ?” 对 此 某 人 回答 道 : 
把 壶 放 到 煤气 灶 上 。” 提 
问 道 : “如 果 其 他 的 条 件 


柴 ， 你 想 烧 些 水 ,应当 怎样 去 
“在 谈 中 放 上 水 ， 点 燃 煤 气 ， 再 
问 者 肯定 了 这 一 回答 ， 然 后 又 追 
都 没有 变化 ， 只 是 水 过 中 已 经 


了 足够 多 的 水 ， 那 你 又 应 当 怎 样 去 做 ?” 这 时 被 提问 者 往 


往 会 很 有 信心 地 回答 道 : 


“点 燃 煤 气 ， 青 把 水 查 放 到 煤气 


灶 上 。” 但 是 ,提问 者 指出 ， 这 … 回 答 并 不 能 使 他 感到 满 
意 , 因为 “只 有 物理 学 家 才 会 这 样 做 ,而 数学 家 们 则 会 


倒 去 壶 中 的 水 ， 并 声称 
题 了 。” 


也 已 把 后 一 问题 化 归 成 原先 的 问 


这 也 就 是 说 ， 这 正 是 数学 思维 的 一 个 重要 特点 : 在 


解决 问题 时 ， 数 学 家 们 各 


E 往 不 是 对 问题 实行 直接 的 攻击 ， 


而 是 不 断 地 对 此 进行 变形 ， 直 至 最 终 把 它 转 化 成 了 某 个 
(或 某 些 ) 已 经 得 到 解决 的 问题 。 

与 上 述 的 虚构 事例 相 比 ， 以 下 的 由 英国 著名 数学 家 
齐 曲 (C.，Zeeman) 讲述 的 真实 故事 可 以 说 更 为 鲜明 地 表 
明了 数学 家 的 专业 分 工 对 其 “生活 方式 ”确实 具有 十 分 


重要 的 影响 


尽管 齐 曼 在 此 是 就 不 同 领域 中 的 数学 家 


进行 比较 ， 而 并 非 是 以 全 体 数学 家 作为 分 析 的 对 象 。 
齐 曼 所 在 的 沃 力克 大 学 (Warwick ”University) 数学 


研究 所 常常 组 织 大 型 的 学 术 活 动 ， 即 选 定 某 一 主题 ,并 


邀请 世界 各 地 在 这 一 方向 上 工作 的 5 至 10 名 著名 数学 家 
前 来 访问 讲学 。 通 过 为 这 些 访问 学 者 安排 食 宿 ， 齐 曼 的 
秘书 发 现 ， 不 同 专业 的 数学 家 具有 不 同 的 “生活 方式 "。 


例如 ， 几 何 学 家 和 拓扑 学 家 通常 由 他 们 的 家 属 陪同 ， 在 
为 他 们 举办 的 各 种 聚会 上 所 妃 留 的 时 间 又 常常 超过 原先 
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的 计划 ; 代数 学 家 则 经 常 没有 有 家属 防 回击 兰 独 行动 ， 介 
他 们 表 声 出 很 强 的 计划 往 ， 就 至 里 在 其 :年 腹 总 已 确定 
了 介 达 的 日 期 ;与 此 机 反 ， 分析 学 家 则 可 说 “最 不 品 
靠 "， 他 们 从 不 按 事 先 商 定 的 日 期 插 达 ， 虚 定 与 家 属 回 米 
最 终 则 又 往往 起 了 变化 ……… 因 此 ， 章 帝 最 终 断 富 : “他 们 
详 下 属 王冠 企 不 同 的 心理 类 型 ” 
( 颇 有 兴味 的 是 ， 笔 首 最 近 在 -篇 报告 文 党 上 访 到 了 
以 下 的 描述 ， 尽管 它 所 论 他 及 的 是 体育 运动 员 而 并非 效 学 
但 其 结论 在 更 为 - 般 的 意义 上 上 邯 是 完全 - 敏 的 : ” 
1 舞蹈 演员 证 路 必须 插 胸 收 晶 踏 善 八字 有著 那样 ， 人 的 刁 


Ey 沪 


惯 都 是 职业 狱 成， 你 看 复 球 运动 员 总 是 大 步 慢 名 是 二 时 
有 弹性 ; 射 市 运动 员 每 逢 说 话 很 半 气 镇 定 ， 你 不 问 诉 他 


不 吝 声 ;游泳 运动 员 在 生活 中 也 时 不 时 虎 桂 双 几 常 把 肌 
肉 放 松 ; 健美 运动 员 上 正 相 瓜 ， 双 臂 人 往 要 两 边 扶 开 半 握 参 、 
似乎 惟有 时 册 紧 张 起 来 才 有 纠 纠 砍 风 ;日 行 
是 托 不 直 腰 杆子 ， 往 往 任 梁 如 这 号 少 有 不 好 锁 
足球 运动 员 上 下 靶 动 作 特 协 凋 ， 但 总 以 为 四 半空 旷 所 以 
一 说 活 亲 部 表情 很 仿 张 ， 排 球 运动 员 平 日 电 小 辟 做 于 协 
偏 多 ， 随 手打 孩子 :已 常 过 人 汽车 摩托 车 运 
动员 上 了 岁数 那 作 风 号 像 一 位 老人 ， 竺 活 机 固 而 天 渴 ; 
…… 举 重 运 动员 哪怕 |. 柱 岁数 馆 改 个 人 -肥大 于 在 
空中 吓 狠 狠 地 抓 ， 仿 佛 色 处 郁 是 钢铁 的 杠铃 ; …… 体 撑 
运动 员 到 钨 不 乐意 留 长 发 ， 他 认定 小 平头 就 是 企 此 界 胡 
美的 发 剧 。 十 六 体育 的 人 转行 到 别 的 单位 通常 人 缘 不 铺 ， 
说 柱 话 多 脾气 急躁 ， 癌 次 集体 行动 ， 重 视 泌 作 有 竞争 糖 
神 ， 比 较 美 心 他 人 ， 溃 绢 辉煌 却 也 容易 犯错 误 …… 必 之 ， 
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童生 少年 青年 时 期 的 专项 职业 造就 了 上 人 的 某 种 特色 并 将 
伴随 人 的 -一生 ， 他 自 个 儿 往往 却 不 易 察 觉 。) 

当然 ， 具 体 的 事例 不 能 代替 理论 的 分 析 ， 而 为 了 进 
一 区 加 织 对 于 “数学 其 同体” 和 “数学 优 统 ”的 理解。 
我 们 则 可 首先 对 现代 科学 哲学 中 所 广泛 应 用 的 “科学 共 
同体 ”和 “范式 ”的 概念 作 一 简要 的 说 明 。 

具体 地 说 ， 由 于 美国 著名 科学 史学 家 、 科 学 哲学 家 
库 轧 〈T.，Kuhn) 的 积极 借 导 ， 学 共同 体 的 概念 在 
现代 获得 了 人 们 的 广泛 重视 。 从 本 质 上 说 ， 这 一 概念 的 
仙人 和 全 必 项 度 时 刘 字 汉 且 过 全 分 白 的 个 
接 结果 。 这 也 就 是 指 ， 在 实际 生活 中 ,科学 家 总 是 作为 
科学 共同 体 的 一 员 从 事 自己 的 科学 活动 的 。 库 恩 并 曾 对 
“科学 共同 体 ” 的 概念 作 了 如 下 的 具体 说 明 : 科学 共同 体 
是 由 一 些 学 有 专长 的 实际 :作者 所 组 成 的 ， 他 们 由 所 受 
教育 及 专业 训练 的 共同 因素 结合 在 一 起 。 他 们 自 认为 、 
也 被 人 认为 专门 探索 ~ 些 共 问 的 目标 …… 这 些 共 同体 并 
具有 这 样 的 特点 ; 内 部 交流 比较 充分 ， 专 业 方 面 的 看 法 
也 比较 一 致 ,0 

“科学 共同 体 ” 的 概念 出 发 ， 库 恩 又 进一步 提出 
了 “范式 ”的 概念 : “范式 是 一 个 科学 共同 体 的 成 员 所 共 
有 的 东 了 是; 反 过 来 ， 科 学 共同 体 正 是 由 具有 同一 范式 的 
成 员 所 组 成 的 ."@ 由 此 可 见 ， 按 照 库 恩 的 观点 ， 在 “ 科 
学 共同 体 ” 和 “范式 ”之 间 事 实 上 就 存在 有 某 种 “等 价 ” 


1. Kubn: 《The Structure of Scientific Revolution》，The Universtity of Chicago 
pr 1970 P177. 
外 网 中, 第 176 页 。 
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的 关系 ， 这 也 就 如 库 息 本 人 所 指出 的 : “在 我 的 《科学 划 
命 的 结构 》 这 本 书 中 , “范式 ” 加 ， 
导 辑 上 ， 都 很 接近 于 “ 科 尝 闪 同体 ”这 个 闻 : 

当然 ,，“ 科 学 共同 体 ” 和 “范式 ”毕竟 是 两 个 不 同 的 
概念 ， 特 别 是 ， 前 者 主机 是 从 社会 学 的 角度 进行 分 析 的 
结果 ， 也 即 是 与 “个 体 ”的 概念 直接 相对 立 的 ; 与 此 机 
反 ， 库 恩 所 说 的 “范式 ” 则 足 指 科学 其 回 体 所 共有 的 东 
两 ， 和 包括 知 识 成 分 和 观念 成 分 、 

事实 上 ， 对 “范式 ”的 概念 库 息 曾 给 市 过 多 种 不 同 
的 解释 ; 即 如 科学 共同 体 所 共有 的 “传统 ”"， 科 学 共同 体 
所 共有 的 “模型 或 模式 ”， 科 学 共同 体 “ 把 所 世界 的 共同 
理论 杠 架 ”， 科 学 共 阿 体 共有 的 “理论 和 方法 鞋 的 信念 ” 
等 ; 后 来 ， 作 为 一 种 “ 泪 清 "， 库 巾 又 提出 了 “专业 质 
基 ” 的 概念 ， 并 指出 后 一 概念 主要 包括 以 下 四 种 成 分 
上 让 有 的 符号 概括 。 诸 如 下 = ma 这 样 的 基本 公式 ， 它 指 
明了 基本 的 概念 和 符号 。 仓 关于 特 志 模型 的 共同 信念 ， 
例如 ， 地 心 说 和 日 心 说 就 是 关 二 两 种 不 同 模型 的 信念， 
全 共有 的 价值 观念 ， 也 即 关于 理论 的 表述 方式 、 研 究 阿 
题 与 研究 方法 的 评价 标准 。 即 如 什么 样 的 问题 被 认为 是 
有 价值 的 。@ 范 例 。 这 是 指 某 些 具体 的 实例 ， 它 们 被 认 
为 是 成 功 研 究 的 典范 。 

显然 ， 对 照 库 恩 的 工作 ， 我 们 也 可 明确 提出 “数学 
共同 体 ” 和 “数学 范式 ”的 概念 ， 并 对 “数学 范式 ”的 
内 容 作 出 进 -- 步 的 具体 分 析 。 


全 库 轩 :《 必 要 的 张力 》， 中 译本 ， 第 291 页 ， 福 州 ， 柱 建 人 民 出 版 福 ，1981 
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例如 ， 在 -篇 题 为 “ 库 思 的 理论 与 数学 : 关于 数学 
“新 编 年 史 ” 的 讨论 ”的 论文 中 ， 德 国学 者 曼 圭 顿 斯 〈(H. 
Mehrtons) 就 曾 依据 库 恕 关于 “专业 质 基 ”的 论述 ， 对 
“数学 范式 ” (或 者 说 ， 数 学 的 “专业 质 基 "》 的 基本 内 容 
进行 了 分 析 。 曼 赫 申 斯 认为 ， 数 学 的 “专业 质 基 ” 主 竖 
包括 以 下 几 种 成 分 ， 中 关于 特定 模型 的 共同 信念 ， 也 即 
关于 数学 的 “形而上学 ”观念 。 即 如 “数学 是 量 的 科 
学 "， 以 及 逻辑 主义 、 直 觉 主义 的 数 党 观 等 。 避 共有 的 价 
值 观 念 ， 也 好 关于 理论 的 表述 方式 、 研 究 问题 与 研究 方 
法 的 评价 标准 。 即 如 什么 样 的 表述 被 认为 是 恰当 的 ， 什 
么 样 的 问题 被 认为 是 有 价值 的 ， 什 么 样 的 证 明 被 认为 是 
严格 的 ， 等 等 。 图 范例 ， 即 成 功 实践 的 典型 事例 。@ 共 
有 的 概念 和 符号 。 就 其 在 数学 研究 中 的 应 用 而 言 ， 这 是 
与 库 恩 所 说 的 “共有 的 符号 概括 ”较为 接近 的 。@ 标 准 
的 问题 。 这 是 指 某 些 在 数学 研究 中 经 常 出 现 的 问题 ， 即 
好 一 般 化 、 公 理化 等 。 辟 赫 顿 斯 指出 ， 上 述 的 各 个 成 分 
并 非 截然 分 开 、 互 不 相关 的 ， 例如， 所 谓 的 “标准 的 问 
题 ” 事 实 上 就 可 看 成 关于 问题 的 一 种 评价 标准 ， 另 外 ， 
我 们 当然 也 可 对 所 说 的 各 种 成 分 作出 进一步 的 细 分 。 

党 赫 顿 斯 的 上 述 工 作 是 有 一 定 意义 的 ; 但 是 ， 笔 者 
以 为 ， 我们 在 此 又 不 应 将 库 恩 的 思想 机 械 地 推广 到 数学 
4 领域 ， 而 应 更 加 注意 吸取 其 中 的 精华 。 具 体 地 说 ， 笔 
者 以 为 ， 库 思 关 于 “科学 共同 体 ” 和 “范式 ”等 概念 的 
论述 其 核心 就 在 于 这 样 的 思想 ， 即 是 突出 强调 了 群体 对 
于 个 体 的 科学 活动 具有 重要 的 规范 和 启发 作用 ， 而且， 
所 说 的 规范 和 启发 作用 主要 地 又 是 通过 一 些 基本 的 理论 
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观点 或 信念 体现 出 米 的 ， 尽 管 后 省 本 必 是 成 文 的 规定 、 
相应 的 共 问 体 成 员 也 椒 必 对 此 有 善 中 觉 的 认 洪 。 下 是 基 


王 这 翌 的 认识 ， 笔 者 汰 为 ,我 们 在 此 也 就 可 以 明确 地 提 


让 “数学 传统 ”的 概念 : 这 妈 是 指 相应 的 数学 上 基 回 体 在 
什么 是 数学 和 应 当 如 何 去 从 碧 数 学 钱 究 这 样 一 些 大 本 问 


题 上 的 其 同 认 识 ， 也 


即 是 -种 总 的 观念 或 信念 ; 另外 ， 


就 数学 传统 对 于 个 别 数学 家 研究 活动 的 影响 而 言 ，、 则 勾 
可 以 归结 为 以 下 的 事实 : 数学 家 的 研究 酒 动 总 是 诛 一 定 
传统 之 中 进行 的 ， 这 也 就 如 库 因 所 指出 的 ， {常规 意义 1 


的 ) 科学 活动 就 是 “范式 指导 下 的 活动 ”。 


就 “数学 传统 ”的 上 要 内 容 而 言 ， 我 们 并 可 作出 如 


下 的 基体 分 析 : 


(1) 核心 是 想 。 这 足 指 关 了 


数学 本 质 的 总 的 认识 、 


也 如 是 总 的 数学 观 ， 并 就 提供 了 关于 “什么 是 数学 ”的 


问题 的 具体 解答 。 由 十 总 的 数学 观 在 很 大 程度 上 上 决定 了 


我 们 “应 当 如 何 去 从 二 


有 数学 研究 ”"， 因 此 ， 在 这 样 的 意义 


[:， 这 就 可 以 被 在 成 “数学 传统 ”的 核心 成 分 。 

例如 ， 就 基本 的 数学 观 而 言 ， 一 个 特别 重要 的 问题 
就 在 于 : 数学 究竟 应 被 看 成 一 般 的 经 验 科 学 ， 还 是 有 其 
一 定 的 特殊 性 ”显然 ， 这 也 就 直接 涉及 到 了 我 们 应 当 怎 


样 去 认识 数学 与 真实 


对 于 数学 价值 的 认识 。 
(2) 规范 性 成 分 。 


世界 的 关系 ? 进而 ,这 矢 关 系 到 了 


这 是 指点 当 如 何 去 从 事 数 学 人 研究 


的 一 些 基 休 规 范 或 准则 。 各 个 数学 家 只 有 按照 这 些 规划 


或 准则 去 进行 研究 ， 他 的 了 


[ 作 才 右 可 能 得 到 数学 共同 体 


的 承认 ， 从 而 ， 它 们 就 具有 较 强 的 制约 作用 . 
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从 最 一 般 的 角度 浇 ， 以 下 即 是 数学 研究 的 基本 规范 : 


数学 家 的 工作 日 标 是 要 获得 这 样 


助 于 为 数学 共同 体 - - 致 接受 的 语言 得 到 表述 的 ， 是 对 于 
为 数学 此 同体 一 致 接受 的 问题 的 解答 ， 


共同 体 一 敏 接 受 的 论 让 之 上 。 


的 命题 ， 它 们 是 借 


并 建立 在 为 数学 


(3) 启发 性 成 分 。 与 上 述 规范 性 成 分 相 比 ， 这 里 所 


说 的 启发 性 成 分 并 个 具有 很 强制 约 性 ， 然 而 ， 这 些 成 分 


对 于 新 的 研究 活动 仍 有 着 重要 的 启示 意义 或 洪 在 影响 。 
例如 ， 从 解 题 活动 的 角度 看 ， 昔 名 数学 家 、 数 学 教 
育 家 波 利 亚 〈G，Polya) 所 说 的 “数学 局 发 法 ”显然 就 属 


于 这 里 所 说 的 “启发 性 成 分 ”的 范围 。 用 国外 学 者 的 话 


来 说 ， 这 也 就 是 指 ， 如 果 你 已 经 有 了 自己 的 想法 ， 则 就 


完全 可 以 按照 自己 的 想法 去 行事 ， 


而 未 必 一 定 要 顾及 


(或 者 说 ， 可 以 暂时 不 去 顾及 ) 任何 一 种 数学 启发 法 ; 但 


是 ， 如 果 面 对 问题 却 感 到 一 无 所 
的 问题 和 建议 或 许 〈 而 不 是 “一 定 ” 


措 ， 那 么 ， 这 里 所 给 出 


一 一 这 正 是 启发 性 


的 一 个 主要 特征 ) 可 以 给 你 一 定 的 帮助 。 


另外 ， 就 研究 方向 的 选择 而 言 ， 


我 们 则 又 可 以 特别 


提 及 所 谓 的 “数学 的 精神 ”。 例 如 ， 日 本 数学 家 、 数 学 教 
育 家 类 几 国 基 就 靖 提 六 过 如 的 下 种 精 2 写 应 用 化 的 
精神 ; @@ 扩 张 化 、 一 般 化 的 精神 :图 组 织 化 、 系 统 化 的 
精神 ; 佬 致力 于 发 明 发 现 的 精神 ; 加 统一 -建设 的 精神 


@ 严 密 化 的 精神 ; CD “思想 的 经 济 化 ” 


的 精神 .9 由 于 这 


些 “ 精 神 ” 只 是 表明 了 什么 样 的 研究 是 应 当 重 视 的 ， 而 


age 米 山 同 藏 : 《数学 的 精 伸 、 奶 想 和 方法 》， 第 
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第 二 章 ”传统 指导 下 的 活动 

不 具有 很 强 的 制约 性 ， 央 此 ， 它 们 也 部 属于 “数学 传统 ” 
中 的 启发 性 成 分 。 

显然 以 上 的 分 析 即 就 更 为 清楚 地 表明 了 “数学 传 
统 ” 对 于 相应 共 问 体 中 各 个 成 员 的 研究 活动 确实 有 着 十 
分 重要 的 规范 和 局 未 作用 。 也 正 因 为 此 ， 如 有 果 数 学 主要 
地 即 应 被 看 成 人 类 的 一 种 创造 性 活动 那么， 其 中 就 不 
仅 应 当 包 括 第 … 章 中 所 已 提 到 的 各 种 “知识 性 〈 窜 体 ) 
成 分 ”， 即 如 “命题 ” “问题 ” “请 言 ” 和 “方法 ”等 ， 
而 且 也 应 包括 所 说 的 “数学 传统 ”一 一 后 者 号 组 成 了 数 
学 (活动 ) 的 “观念 成 分 ”。 

就 “数学 共同 体 ” 和 “数学 传统 ”的 把 娠 而 言 ,我 
们 还 应 指明 : 

第 一 ， 即 如 库 轧 对 于 “范例 ”的 强调 所 清楚 地 表明 
的 〈 值 得 指出 , “范式 ”这 -- 名 词 就 是 由 “范例 ”演变 而 
来 的 ), “范式 ”不 应 被 看 成 某 种 抽象 的 教条 ， 人 恰恰 相反 ， 
“最 基本 的 是 ， 范 式 是 指 某 些 具体 的 科学 成 就 事例 ， 是 指 
某 些 实际 的 问题 解答 ， 科 学 家 认真 学 习 这 些 解 答 ， 并 仿 
照 它 们 进行 自己 的 工作 。?" 和 这 就 是 说 ， 正 是 范例 为 科学 
家 们 (尤其 是 新 手 ) 提供 了 可 资 吾 鉴 的 实例 ， 而 又 正 是 
通过 这 些 实 际 例子 的 学 习 与 模仿 ， 他 们 逐渐 《有 意识 或 
无 意识 地 ) 形成 了 关于 应 当 如 何 去 从 事 相应 的 科学 研究 
的 总 的 观念 ， 从 而 真正 成 为 相应 共同 体 中 的 一 员 。 

显然 ,我 们 也 应 在 同样 的 意义 上 去 理解 和 把 握 所 说 
的 “数学 传统 "， 特 别 是 ,我 们 即 应 清楚 地 认识 到 : “ 数 

中 震 恩 : 《必要 的 张力 》， 中 详 本 .第 346 页 。 福州 ， 栖 建 人 民 出 版 福 ，1981。 
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学 传统 ”往往 没有 得 到 明确 的 概括 和 表述 ， 相 应 其 同体 
中 的 成 员 对 于 所 说 的 “数学 传统 ”往往 也 不 有 只有 自觉 的 
认识 ， 而 且 与 -- 般 文化 传统 一 样 ， 对 于 数学 传统 的 继承 
主旨 地 也 是 一 个 潜移默化 的 过 程 ， 

第 二 ， 按 照 我 们 在 此 的 用 法 , “数学 传统 ”是 一 个 相 
对 的 概念 ， 也 即 在 空间 和 时 间 的 跨度 上 均 有 较 大 的 自 
度 。 例 如 ,我们 既 可 将 所 有 的 数学 工作 者 部 看 成 属于 局 
一 个 数学 共同 体 ， 也 可 按照 专业 的 区 分 将 其 划分 成 若干 
个 较 小 的 出 体 ， 还 可 将 同 “学 派 或 同 ~ 侠 究 集体 作为 基 
本 的 分 析 单 位 ; 另外 ， 尽 管 通常 认为 “传统 ”应 当 具 有 
较 长 的 时 间 跨 度 , 但 是 ,在 此 显然 义 不 可 能 为 所 说 的 
“数学 传统 ”在 时 间 上 指定 一 个 绝对 的 下 限 。 

第 二 ， 尽管“ 数学 传统 ”是 指 共同 体 的 成 员 所 共有 
的 观念 和 信念 ， 但 是 ， 我 们 在 此 也 不 应 把 数学 共同 体 看 
成 铁 板 一 块 ， 即 其 各 个 成 商都 有 着 完全 一 样 的 观念 和 信 
念 ， 勿 宁 说 ， 我 们 在 此 即 应 清楚 地 看 到 在 共性 与 个 性 之 
间 所 存在 的 辩证 关系 。 具 体 地 说 , “数学 传统 ”作为 共同 
体 成 员 所 共有 的 东西 ， 显 然 是 其 共性 的 表现 ; 但 是 ， 除 
这 种 共性 以 外 ,我 们 又 应 当 看 到 在 各 个 个 别 数学 家 之 间 
也 必然 存在 一 定 的 差异 ， 这 就 是 说 ， 各 个 数学 家 与 共同 
体 的 联系 可 能 有 紧 有 愉 ， 而 且 ， 即 使 是 同一 数学 共同 体 
的 成 员 在 观念 上 也 必然 存在 一 定 的 差异 ， 包括 观 念 的 稳 
定 程 度 等 。 值 得 指出 的 是 ， 从 更 深 的 层次 去 分 析 ， 正 是 
这 种 共性 和 个 性 的 辩证 关系 为 数学 的 进一步 发 展 、 特 别 
是 重大 的 突破 提供 了 必要 的 内 在 机 制 ， 因为， 如 凡 共 同 
体 的 任何 成 员 都 置 已 有 的 传统 于 不 顾 ， 即 随心 所 谷地 去 
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从 事 自己 的 “研究 ”， 亏 么 ， 不 仅 数学 的 发 展 将 不 再 有 作 
何 连续 性 ， 而 且 数 学 本 身 也 将 雯 失 作 为 一 门 科学 所 必须 
只 有 的 “客观 性 ” 反之 ， 如 虽 共 同体 的 成 员 在 任何 情况 
下 都 “着 癌 地 ”去 坚持 点 有 的 传统 ， 在 数学 中 也 就 不 可 


能 有 重大 的 突破 ， 人 包括 数学 传统 和 
此 可 参见 下 一 章 的 论述 ) ， 

从 面 ， 总 的 来 阅 ， 这 就 正好 
在 这 样 的 选择 现 则 ， 在 科学 
个 具体 场合 ， 
“等 个 人 在 相互 莞 争 的 理论 


1 车 
术 


之 入 


轩 索 和 主观 因素 的 混合 ， 或 阁 六 
混合 特殊 地,“ 如 巢 一 


ee 的 方式 应 用 〈 划 断 ) 准则 的 话 ， 


息 所 指出 


这 些 规则 邦 是 以 导 繁 所 看望 的 个 体 行 动 ”: 


身 的 发 展 本 革新 《对 


“并 
于 深 卫 直人 能 六 到 


在 
的 各 
择 ， 骨 到 决 于 客 烛 
有 淮 则 与 个 大 准则 的 
同体 的 成 员 才 以 同样 
这 一 国体 的 事业 上 就 


中 止 了 总 

最 后 ， 矿 当 指 明 ， 以 上 的 分 析 显 然 也 骂 从 一 个 便 而 
表明 了 数学 活动 不 应 被 看 成 一 种 完全 孤立 的 活动 ， 特 别 
是 ,以 下 的 “图 像 ”更 不 能 被 看 成 实际 数学 活动 的 真实 
写照: “数学 家 总 是 一 个 人 坐 在 节 桌 前 其 恩 将 想 ， 即 使 取 
得 了 上 成功 他 们 也 只 有 有 级 芳 自 党 但 寓 多 的 却 是 “人 花 几 天 
或 儿 周 时 间 完 全 纠缠 3 一 个 问题 ， 几 乎 排除 一切 活动 所 
感到 的 孤儿 ， 以 及 很 可 能 “ 费 尽 子 九 牛 虎 之 力 ， 而 结 
困 一 事 无 万 ， 前 功 及 弃 "。"7 与 此 相反 ， 我 们 应 当 明确 冰 


:mttcnmy 
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定 存在 于 各 个 数学 家 与 群体 之 间 的 重要 联系 ， 而 这 又 不 


仅 是 指 如 下 的 明显 寻 


了 实 ， 即 如 个 人 的 研究 工作 必然 以 对 


前 人 研究 成 果 的 继承 作为 必要 的 前 提 ， 各 个 数学 家 义 必 
须 通过 与 群体 的 联系 才能 及 时 了 解 最 新 的 发 展 动态 ， 掌 


握 新 的 、 更 为 有 效 


的 方法 ， 等 等 ， 而 且 也 是 措 ， 数 学 家 


总 是 处 在 一 定 的 传统 之 中 ， 而 后 者 作为 共同 体 共有 的 


“生活 方式 ”对 其 研究 活动 有 着 潜移默化 、 但 又 是 十 分 重 
要 的 影响 。 从 而 ， 数 学 工作 者 就 应 十 分 注意 对 于 数学 传 


统 的 学 习 和 继承 ， 并 保持 与 相应 群体 的 密切 联系 ， 也 有 


应 当成 为 数学 共同 体 的 积极 成 员 《 在 2，3 节 中 我 们 还 将 


进一步 论 及 合作 研究 的 重要 性 )。 


当然 ， 就 对 于 已 有 传统 的 学 习 和 继承 而 言 ， 一 个 十 
分 重要 的 问题 就 在 于 如 何 作 好 由 不 自觉 状态 向 自觉 状态 
的 转变 ， 而 这 又 不 仅 关 系 到 了 我 们 能 和 否 更 好 地 以 相应 的 
观念 去 指导 自己 的 行动 ， 而 且 也 直接 关系 到 了 能 否 在 适 
当 的 时 刻 突 破旧 传统 的 束缚 ， 也 即 对 已 有 的 传统 作出 必 


要 的 变革 或 更 新 。 


实 上 ， 由 上 面 的 分 析 我 们 已 经 可 以 


看 出 ， 数 学 传统 的 变革 也 应 被 看 成 数学 历史 发 展 的 一 个 


条 件 。 


重要 内 涵 ， 并 就 为 整个 数学 的 革命 性 变革 提供 了 必要 的 


2. 2 不 同 的 数学 传统 

就 数学 的 实际 发 展 历史 进行 考察 ， 可 以 清楚 地 看 到 
如 下 的 基本 事实 ， 即 人 类 历史 上 曾 存 在 多 种 不 同 的 数学 
传统 ， 而 这 主要 地 义 不 是 指 由 于 专业 分 工 或 时 间 顺 序 上 
的 先后 所 造成 的 差异 ， 而 主要 是 一 种 横向 的 比较 。 例 如 ， 
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就 贞 代 而 言 ， 我 们 显然 可 以 提 肥 十 希腊 
国 占 代 的 数学 传统 ， 进 而 ， 
言 ， 我 们 又 可 看 到 以 牛顿 为 首 的 “ 英 
尼 兹 为 主要 代表 的 “大 陆 学 派 ”的 尖锐 对 尺 ; 再 着， 又 
如 典 就 村 无 限 的 在 } 


如 第 -- 章 中 所 已 提 改 的 ， 


传统 、 特 若是 现代 数学 基础 研究 中 不 


第 二 京 ”传统 指 性 下 的 活动 


湛 的 数学 传统 与 中 


就 微 积分 理论 的 历史 发 展 庙 


国学 派 ”与 以 羔 


布 


区 进行 分 析 ， 
在 数学 家 中 则 可 作出 所 谓 的 “ 实 无 限 论 者 ”和 “ 潜 无 
论 考 ”的 区 分 。 对 于 上 述 的 前 丙 者 我 们 将 在 第 -部 分 
作出 较为 详细 的 介绍 ， 以 下 仅 以 数学 基础 研究 中 的 不 加 


限 
中 


昌 学 派 的 对 立 (这 


就 直接 涉及 到 了 对 于 无 穷 的 不 同 态 度 或 立场 ) 为 例 米 对 
数学 中 的 不 同 传统 作出 简要 的 说 明 。 


具体 地 说 ， 所 请 的 


右 着 悠久 的 历史 。 由 于 数学 是 多 辑 地 展开 的 ， 因 此 ， 
如 罗素 (BRussel) 在 《数学 斩 学 导论》 
数学 的 研究 而 以 沿 着 两 个 相反 的 方向 进行 : 
“从 我 们 开始 所 介 定 的 东西 能 定义 或 推演 出 


连 步 趋向 更 大 的 复杂 性 ; 
念 和 命题 “能 从 什么 更 普遍 的 概念 与 床 


来 "， 从 而 进入 愈 来 您 高 的 


是 一 般 意 义 上 的 基础 研究 。 


“基础 研究 ”在 数学 中 应 当 说 也 


就 


! 所 指出 的 ， 


或 者 是 研究 

二 么 ”， 从 而 

也 可 追问 我 们 所 肯定 的 基本 概 
8 定义 或 推演 出 
抽象 和 逻辑 的 单纯 、 而 后 者 就 


事实 上 ， 如 果 就 数学 的 实际 发 展 历史 进行 基 察 ， 在 
所 说 的 基础 研究 中 我 们 也 可 看 到 两 种 不 同 的 传统 : 首先 ， 
由 于 “不 可 公 度 线段 ”( 即 如 止 方形 的 边 与 灶 角 线 ) 无 法 
表示 成 整数 的 比 ， 因 此 ， 古 希 腥 数 学 家 就 把 日 光 转 问 了 
几何 ， 也 即 认为 应 当 以 几何 学 为 基础 来 从 事 全 部 数学 的 


研究 。 例 如 ， 正 是 基于 这 样 的 认识 ， 


在 古 希 腊 人 于 里 ， 
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下 


第 - 篇 “数学 的 文化 观 仓 


数量 就 往往 是 依据 它们 的 郊 何 


意义 来 命名 的 〔 即 如 平方 、 


立方 等 )， 数 学 定理 的 表述 也 常常 采取 几何 的 形式 。 申 于 
古 希腊 的 数学 传统 得 到 了 广 证 的 传播 并 逐渐 为 人 们 所 接 


受 ， 因此 ， 上 述 这 种 以 几何 


为 全 部 数学 基础 的 作法 也 


产生 了 十 分 深远 的 影响 。 这 就 正如 著名 数学 史学 家 克 菏 


因 (M，Kline) 所 指出 的 ， 故 
右 一 公元 前 355， 是 古 希腊 最 伟大 


FE 网 多 克 斯 (公元 前 408 左 


的 数学 家 之 .一 ， 他 最 早 


解决 了 如 何 用 几何 来 从 事 无 理 数 研 究 的 问题 ) 以 后 的 两 
千年 闻 ,“ 几 何 学 变 成 几乎 是 全 部 严密 数学 的 基础 了 例 
如 ， 直 至 15 世纪 ， 仍 有 很 多 数学 家 认为 研究 三 次 以 上 的 
方程 是 “荒唐 可 笑 ” 的 ， 因 为 它们 并 不 具有 明显 的 几何 


然而 ， 自 文艺 复兴 时 期 起 ， 


: 述 的 情况 逐渐 发 生 了 


变化 ,特别 是 ， 代 数 开始 摆脱 几何 学 的 束缚 而 取得 了 独 
立 的 发 展 。 例 如 ， 尽 管 三 次 以 上 的 方程 无 法 赋予 直接 的 
几何 解释 ， 数 学 家 们 仍然 开始 了 高 次 方程 的 研究 。 男 外 ， 
在 笛 卡 尔 那里 ， 先 前 那 种 以 几何 作为 全 部 数学 基础 的 作 
法 更 被 颠倒 过 来 了 。 科 卡尔 明确 地 指出 ，“ 代 数 居于 数学 
其 他 各 分 支 的 最 前 列 ， 它 是 逻辑 的 延伸 ， 是 处 理 量 的 一 


门 有 用 的 学 科 ， 因 此 从 这 个 意义 上 来 说 ， 这 甚至 比 几 何 
， 笛 卡尔 就 “第 一 个 把 代数 放 


还 具有 根本 的 意义 。” 这 和 村 


在 学 术 系统 的 基本 地 位 上 ”。@ 特殊 地 ， 也 正 是 基于 这 样 


的 认识 ， 笛 卡尔 创立 了 解析 几何 这 样 一 门 用 代数 方法 来 


加” 克 菜 因 ; 《古今 数学 思想 9》， 第 一 册 ， 第 56 奥 ， 上 海 。 上海 科学 技术 出 版 村 ， 


甸 ” 克 荣 因 ， 同 四， 第 328 页。 
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从 宙 几 们 2 
强化 了 代数 党 的 基础 地 位 ”这 也 就 如 ， 
“从 二 而 腊 时 代 色 1600 年， 几何 
唐 的 地 位 :1600 年 以 后 ， 代 数 成 为 基 


全 


相对 于 上 述 的 -一役 基 吕 研 究 商 训 ， 堪 代 的 数 
， 源 地 说 . 
的 才 格 化 运动 ” 由 于 在 很 长 时 斯 内 微 
论 一 直 缺 乏 闫 密 的 逻辑 基础 ，| 习 些 ， 人 在 38 
过 这 样 的 奇特 现象 : ”一 方面 臣 纯 粹 分 析 及 其 启用 领域 内 


全 
谓 的 “分 桂 


的 塘 史 上 普 避 启 根 测 


为 微 积 分 理论 竟 定 “个 可 乱 的 理论 是 础 
碍 应 当 到 吡 里 去 斗 找 所 说 的 串 符 基础 昵 
也 就 是 由于 上 上 述 的 后 一 种 传统 的 


企图 把 分 析 葛 基于 儿 何 之 上 的 希望 … 


现象 是 不 可 能 直 延 绪 下 去 的 、 因 此， 从 19 世纪 
开始 、 就 出 志 了 分 析 的 严格 化 运动 ， 替 其 直接 日 标 就 是 

在 是 ， 我 们 究 
?在 很 大 
响 ， 大 多 数 数学 家 把 


传 沪指 导 下 的 活动 


人 饶 冠 的 新 兴学 科 : 而 肝癌 的 成 功 则 又 进 - 
开国 所 指出 的 : 
六 代数 庙 于 济 


数 汪 部 六 


日 光 转 向 了 算术 理论 。 另外， 克 菜 因由 曾 对 当时 的 1 
E 了 如 下 更 为 具体 的 分 析 : “这 种 决心 的 出 现 太 概 起 上 
因 18 直 纪 分 析 发 


二 


这 就 是 岂 
1 4 


让 二 a 
1 丙 


一 个 接 “个 的 光 族 的 发 现 ; 攻 一方 击 ， 与 这 些 育 妙 的 发 
现 相 对 照 的 则 郑 集 绵 的 俩 糊 性 “Mi 然 ， 这 种 不 协调 的 


| 


应 上 


# 执 
] 


展 中 日益 增 区 的 复 条 性 而 受到 大 灭 所 筑 。 不 过 高 斯 于 在 


1799 年 就 已 表示 了 他 对 欧 氏 儿 何 真理 性 的 怀疑 ， 面 1 


[在 


1817 年 他 就 认定 真理 只 存在 于 算术 之 中 。 此 外 ， 基 双人 在 
高 断 和 其 他 作 首 关于 非 欧 儿 何 的 吕 期 著作 中 就 注意 到 了 欧 


T 上 宽 菜 国 : -而今 苞 守 
19719 ， 


2 FWasnan: sintroqucn 
[I 


六 永海， 


to Mathemarical Thinking + 


下 泡 入 ” 


Froderiek Eng 
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氏 见 何 发 展 中 的 缺陷 ， 因 此 很 可 能 就 是 这 是个 因素 造成 
了 对 几何 的 不 信任 而 类 心 把 分 析 葛 基 在 算术 概念 之 上 。"? 
从 实际 的 历程 看 ， 分 析 的 严格 化 经 历 了 这 样 二 个 阶 
段 : 人 OO 以 实 数理 论 为 基础 建立 起 严格 的 微 积 分 理论 ， 这 
工作 是 由 波 尔 查 诺 〈B，RBolzano) 、 柯 凸 (A. Cauchy) 
和 外 尔 斯 特 拉 斯 (长 ，Weierstrass) 等 人 完成 的 。 其 直接 
结果 就 是 严格 的 极限 理论 完全 取代 了 承 来 的 无 穷 小 分 怕 。 
回 以 算术 理论 为 基础 建立 起 严格 的 实数 理论 。1872 年 ， 
外 和 尔 斯 特 拉 斯 、 碌 托 和 戴 德 金 《RDedekind》 几乎 同时 
完成 了 建立 严格 的 实数 理论 的 工作 ， 即 是 以 有 理 数理 论 
为 基础 建立 起 了 实数 理论 ， 由 于 后 者 又 可 化 归 为 自然 数 
理论 ， 这 样 ， 微 积分 理论 就 被 “算术 化 ”了 。 (应 当 指 
出 ， 在 由 有 理 数 理论 去 建立 实数 理论 的 过 程 中 ， 事 实 上 
还 用 到 集合 论 的 概念 和 方法 。 但 人 们 只 是 在 后 来 才 清 楚 
地 认识 到 了 这 样 一 点 。)》 图 算术 理论 的 公理 化 。 这 一 工作 
的 最 终 成 果 就 是 所 谓 的 “ 皮 亚 诺 算 术 公理 系统 ”。 由 于 自 
然 数理 论 可 以 从 这 一 公理 系统 得 到 建立 ， 因 此 ， 在 当时 
的 数学 家 看 来 ， 皮 亚 诺 的 算术 公理 系统 事实 上 就 构成 了 
全 部 数学 的 基础 。 

对 于 数学 理论 的 这 种 “算术 化 ”， 大 部 分 数学 家 是 十 
分 满意 的 ; 但 是 ， 从 基础 研究 的 角度 看 ,我 们 在 此 显然 
又 可 提出 这 样 的 问题 : 什么 是 算术 理论 的 合理 基础 ? 或 
者 说 ， 究 竟 什 么 可 以 被 看 成 全 部 数学 的 最 终 基础 ? 正 是 
围绕 这 一 问题 ， 一 些 学 者 进一步 从 事 了 数学 基础 的 研究 ， 


1 克 莱 因 ; 《古今 数学 思想 》， 第 内 斯， 第 2 页， 上海， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
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而 又 正 是 因为 在 这 一 问题 上 的 观点 分 上 法， 就 直接 导致 了 


在 基础 问题 
派 的 严重 对 立 - 


另外 ， 就 数学 基础 在 现代 的 于 展 而 


应 特别 提 及 由 于 外 


:逻辑 主义 、 直 觉 主义 和 形式 下 义 等 二 大 学 


言 ， 我 们 在 此 还 


合 论 、 迟 论 (特别 是 罗素 迟 论 ) 的 发 
(第 三 次 ) 数学 基础 危 仙 "- 具体 地 说 ， 更 


代数 学 基础 研究 的 初步 成 果 、 特 别 是 逻辑 主义 的 研究 表 
明 , 集合 论 事实 上 构成 了 全 部 数学 的 轨 辑 基础 ; 然而 ， 

合 论 悖 论 的 发 现 却 清楚 地 表明 了 集合 论 本 身 并 不 是 完 
全 可 靠 的 ， 从 而 就 在 数学 家 中 引起 了 极 大 的 用 感 和 不 安 ， 


也 即 对 整个 数学 的 可 靠 性 构 
者 事实 上 也 就 更 为 清楚 地 胡 
要 性 和 紧迫 性 ， 并 在 很 大 程 
究 的 性 质 ， 即 其 主要 地 是 一 科 


成 了 极 大 的 威胁 。 显然 ， 后 
明了 深入 开展 基础 研究 的 必 
度 上 决定 了 现代 数学 基础 研 


判 和 重建 的 工作 。 这 就 


是 说 ， 对 于 已 有 数学 理论 和 方法 可 靠 性 的 忧虑 即 就 构成 
了 现代 数学 基础 研究 的 实际 出 发 点 ， 从 事 这 种 研究 的 人 
并 希望 能 通过 自己 的 补救 性 工作 一 劳 永 锡 地 解决 数学 的 
可 靠 性 问题 。 这 也 就 正如 贝 纳 塞 洛 夫 (PPBenacerraf) 和 
普 特 南 (HPutmam) 在 对 逻辑 主义 等 学 派 的 基础 研究 工 
作 进 行 总 结 时 所 指出 的 : 他 们 所 考虑 的 主要 是 ““ 合 法 ” 


的 数学 应 当 是 什么 样 的 ?” 
合法 的 ， 从 而 可 以 正当 地 加 以 使 用 。 


也 即 “什么 样 的 概念 和 方法 是 
"中 


综 上 可 见 ， 现代 的 数学 基础 研究 事实 上 即 就 直接 水 


及 到 了 “什么 是 数学 


和 “应 当 如 何 去 从 事 数学 研究 ” 


Benacerraf & H. Putnam: 《Philosophy of Mathematics, Selected Readings}, 
P. 2. 


P. 
Pr Hall Inc. , 1964, 
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这 样 两 个 基本 问题 ; 市 又 正 是 由 于 对 这 些 问题 有 着 不 同 
的 看 法 ， 人 在 数学 基础 的 现代 妍 究 中 就 之 渐 形成 了 逻辑 证 


义 等 不 辐 学派， 也 即 形 成 了 不 同 的 数学 传统 《或 研 


式 )。 


具体 地 说 ， 以 弗 雷 格 (G3、Frege) 和 
表 的 剖 辑 主义 者 认为 逻辑 构成 了 全 部 数学 的 最 终 基 
也 即 认为 我 们 可 以 以 兽 辑 的 概念 和 法 则 为 基础 去 开 
全 部 数学 ; 但 是 ， 为 了 避免 性 论 ， 在 从 事后 一 .工作 ， 


们 义 应 严格 遵循 若干 基本 的 原则 ， 即 如 


“恶性 循环 原 


展 出 


究 范 


罗素 为 主要 代 


础 ; 


则 ” 


等 ， 而 这 事实 上 也 就 是 对 数学 中 先前 所 经 常 采 用 的 一 些 


方法 《〈 即 如 所 谓 的 “ 非 筷 谓 定 义 ”等 ) 


而 ,按照 洲 辑 主义 的 规范 所 重建 的 数学 就 并 


的 直接 禁止 。 


从 


非 是 与 原来 


的 数学 完全 相同 的 ; 但 是 ， 由 于 逻辑 主义 者 对 已 有 的 数 
( 


学 理论 和 方法 (包括 无 限 的 概念 和 方法 


) 采取 了 较为 保 


守 的 立场 (从 而 ,他 们 就 是 所 谓 的 “ 实 无 限 论 者 ”， 也 即 


认为 在 数学 中 我 们 可 以 自由 地 去 应 用 各 利 


无 穷 的 概念 和 


方法 )， 因 此 ， 他 们 又 力图 遂 过 引进 … 些 新 的 公理 《特别 
是 “可 化 归公 理 ”) 来 调和 上 上 述 的 不 一 致 性 ， 但 这 又 招致 
了 严重 的 批评 。 另 外 ， 关 于 逻辑 主义 的 实际 出 发 点 〈 特 


别 是 所 谓 的 “无 穷 公理 ") 能 否 被 看 成 局 于 


引起 了 广泛 的 争论 。 


FF 逻辑 的 范围 也 


其 次 ， 与 逻辑 主义 者 较为 保守 的 立场 相对 立 ， 以 荷 
兰 数学 家 布 劳 维尔 (I，Brouwer) 为 首 的 直觉 主义 者 对 已 


有 的 数学 理论 和 方法 采取 了 彻底 的 批判 态 


者 认为 ， 数 学 的 最 终 基 础 是 所 谓 的 “ 纯 旧 觉 ” 


度 。 直觉 


E 义 


《“ 原 始 数 


学 直觉 ”")， 从 而 ,就 只 有 直觉 上 可 构造 的 数学 概念 和 方 
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第 二 音信 沪指 导 下 的 活动 
法 才 是 可 接 爱 的 、 而 - 切 韭 构造 性 的 数学 概念 各 方 汰 出 
应 从 数学 中 完全 排除 出 去 . 例如 ， 止 是 从 这 样 的 立场 出 
发 、 百 觉 主义 阁 对 提 中 很 在 色 深 中 的 应 用 与 实 无 限 的 役 
念 和 方法 就 采取 了 绝对 
已 有 数学 的 “ A 
代表 人 物 呈 本 
的 反 二 上 过 大 交 关 宁 的 交 设 人 五 成 是 :我 们 观 
9 一 个 不 可 各 免 的 结论 .” 另外 ， 作 为 - -种 “补偿 ”， 
直觉 主义 又 积极 从 事 了 发 展 “ 直 觉 睹 可 构造 的 ”数学 理 
论 的 工作 ， 这 就 是 所 谓 “ 和 直觉 主义 数学 ": 后 痢 与 己 有 的 
数学 他们 称 之 为 “ 占 典 数学 ") 当然 是 很 不 相同 的 ， 特 
别 是 ， 在 直觉 主义 数学 中 ， 无 穷 只 能 被 看 成 一 种 过 程 ， 
一 种 水 无 止境 的 过 程 ， 而 不 能 被 看 成 是 完成 了 的 对 象 
从 和 而， 从 无 穷 的 而 度 看 ， 直 觉 主义 普 所 采取 的 就 是 种 
“ 洪 无 限 论 ” 的 立场 。 直觉 主义 对 于 占 时 数学 的 彻底 否定 
以 及 直觉 主义 数学 能 否 被 看 成 是 完全 可 靠 的 问题 也 在 数 
学 家 中 引起 了 很 大 的 争论 。 

第 二 ， 作 为 对 于 网 辑 主义 和 上 直觉 主义 的 一 种 反对 ， 
著名 数学 家 希 尔 伯 特 (D，Hilbert) 提出 了 自己 的 基础 研 
究 规划 ， 这 就 是 普 名 的 “和 硕 尔 伯 特 舰 划 ”， 首先 ， 我 们 应 
当 把 包含 有 无 穷 元 素 的 数学 理论 组 织 成 所 谓 的 形式 系统 ， 
出 即 应 当 完 全 抽 友 其 中 的 意义 而 将 其 看 成 种 纯粹 的 符 
导 系 统一 在 其 中 我 们 只 是 按照 明确 指定 的 法 则 去 对 给 

定 的 符号 或 符号 串 进 行 机 械 的 组 合 或 变形 ， 站 次， 我 们 


1 Hevnrgs Innitioniwn: An mtrodneom North = Hulland. 1956, FLO. 
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第 一 篇 “数学 的 文化 羔 念 


义 应 山 有 限 的 方法 去 证 明 所 说 的 形式 系统 是 无 矛盾 的 。 
由 于 有 限 的 方法 被 认为 是 完全 可 靠 的， 市 系统 的 无 予 盾 
性 则 又 表明 了 无 限 元 素 作为 工具 的 可 靠 性 (从 而 ， 从 无 
穷 的 角度 进行 分 析 ， 希 尔 们 特 就 可 被 称 为 “方法 沦 的 实 
无 限 论 者 "， 这 也 就 是 指 ， 人 尽管 无 限 丰 能 被 认为 具有 任何 


无 
真实 的 意义 ， 但 是 ， 出 于 方法 论 的 考虑 ， 即 如 为 了 使 证 
明 能 够 得 到 简化 ,我 们 仍 可 将 其 作为 “理想 元 素 ” 引 入 


到 数学 之 中 )。 因 此 ， 在 希 尔 伯 特 在 来 ， 一 只 上 述 规划 得 
到 了 实现 ， 数 学 的 基础 问题 (或 者 说 ,数学 的 可 靠 性 问 


题 》 就 彻底 地 得 到 了 解决 。 
于 著名 逻辑 学 家 六 德尔 (K，Godel) 在 1931 年 证 


明了 著名 的 “不 完备 性 定理 ”"， 希 尔 信 特 规划 已 被 证 明 个 


可 能 在 原 米 意义 上 得 到 实现 ; 但 是， 由 和 希 尔 伯 特 所 提出 
应 当 把 数学 理论 看 成 之 万 总 义 的 形式 系统 的 思想 
了 广泛 的 影响 ， 并 事实 上 成 为 了 对 于 当代 数学 
要 影响 的 一 个 普遍 四 潮 ， 也 即 成 为 了 一 个 具有 
较 大 覆盖 面 的 数学 传统 。 后 者 就 是 .- 般 意义 下 的 形式 主 


义 。 例 如 ， 作 为 形式 主义 在 现代 的 主要 倡导 者 之 一 ， 美 


国 著 名 数理 逻辑 学 家 
“数学 只 是 一 种 纯粹 的 
就 是 它 不 会 导致 矛盾 。 


柯 恩 (PCohen) 就 曾 明确 指 出 : 
符号 游戏 ， 而 这 种 游戏 的 惟一 要 求 


"0 


综 上 可 见 ， 逻 辑 主义 等 学 派 关 于 “什么 是 数学 ”与 


“应 当 怎样 去 从 事 数学 


研究 ”等 基本 问题 上 的 看 法 就 是 很 


不 相同 的 ， 从 而 ， 它 作 


门 事实 上 就 代表 了 数学 基础 研究 中 


他“P，、Cohen; 《Set Tbeory and the Contintum Hypothesisy, Amsterdam, 1966, bP. 


154. 
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第 二 章 ”传统 指导 下 的 活动 
的 不 同 传统 ,值得 指出 的 是 ， 这 一 个 学 派 曾 围 绕 二 述 各 
个 问题 展开 激烈 的 争论 。 例 如 ， 曾 一 度 信奉 直觉 主 
观点 的 车 名 数学 家 外 水 《C，Wevl) 诺 曾 对 希 水 们 特 的 形 
式 主义 观点 提出 了 如 下 的 批评 : “项 尔 伯 特 的 数 党 也 许 是 
一 种 美妙 的 公式 游戏 ， 甚 至 比 下 棋 刚 好玩 ; 供 是 它 与 认 
识 毫 无 关系 ， 因 为 那 是 公认 的 . 它 的 公式 并 不 具有 可 以 
贷 以 表示 直观 真理 的 陡 种 实在 意义 -” 反 过 来 ， 和 希 尔 伯 特 
则 曾 明 确 提 出 : “禁止 数学 家 使 用 排 中 律 ， 就 像 禁 止 天 文 
学 家 使 用 望远镜 或 拳师 使 用 它 的 交 这 也 就 是 说 ， 在 
希 尔 伯 特 看 来 ， 下 觉 芋 义 的 上 述 立 场 事实 上 就 是 对 于 科 
学 的 “种 背叛 。 几 从 历史 的 角度 在， 上 述 的 对 立 曾 在 很 大 
程度 上 加 重 了 由 于 集合 论 壤 论 的 发 现 所 导致 的 “人 危机 
感 "。 例如， 这 就 正如 弗兰克 尔 (A.， Fraenkcl) 和 巴 一 项 
蔓 尔 〔Y，Bar- Hillel) 所 指出 的 :“ 促 使 我 们 谈 及 第 二 次 
基础 危机 的 ， 远 过 不 只 是 性 论 在 集合 论 基 础 、 从 而 也 就 
是 在 分 析 中 的 出 现 ， 而 主要 是 由 于 以 下 的 事实 : 在 克服 
迟 论 的 各 种 尝试 中 ,的 去 了 许多 在 最 基本 的 数学 概念 
(诸如 自然 数 的 概念 ) 和 意见 上 的 深刻 的 令 人 吃惊 的 分 
歧 。" 衬 另外 ， 克 莱 因 也 曾 这 样 写 道 : “数学 日 前 的 图 境 足 
由 于 有 许多 种 数学 而 不 是 只 有 一 种 ， 而 凌 ， 由 于 种 种 媒 
由 每 一 种 都 无 法 使 对 立 学 派 满意 ,” 蕊 然 ， 就 我 们 日 前 
的 论题 而 言 ， 这 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 逻辑 主义 等 学 派 


加 克 羔 国 : 《 占 今 数学 上 坊 》， 第 由 及 ， 第 317、322 页 ， 土 海 ， 上海 科学 技术 出 
979。 
A Freeoked & Y Br- Hilie: Foundations of Set Lheoryy. Norh - Nolland, 


各“ 殉 衣 因 ， 数学， 确定 性 的 表 大 》。 第 4 负 ， 长沙 ， 湖 让 科学 技术 出 版 社 、 
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第 .篇 数学 的 文化 观念 
确实 代表 了 关于 数学 研究 、 特 别 是 数学 基础 研究 的 不 同 
传统 。 
最 后 ,应 当 提 及 的 是 ， 如 果 就 数学 对 象 的 本 体 论 问 
题 进 行 分 析 ， 以 上 所 说 的 形式 主义 即 可 说 是 代表 了 一 种 
非 实 在 论 的 立场 ， 从 而 就 是 与 第 一 章 中 所 提 及 的 实在 论 
立场 直接 相对 立 的 ， 因 为 后 者 的 核心 观点 妈 是 认为 数学 
对 象 构成 了 一 种 不 依赖 于 人 类 思维 的 独立 存在 。 尽 管 所 
说 的 实在 论 和 反 实 在 论 主要 地 者 是 关于 数学 本 体 论 问题 
一 种 哲学 观念 ， 但是， 由 于 这 也 直接 涉及 到 了 “什么 
是 数学 ”和 “应 当 如 何 去 从 事 数 学 的 研究 ”等 基本 问题 ， 
即 如 按照 实在 论 的 观点 ， 数 学 研究 主要 地 是 一 种 发 明 的 
活动 ， 从 而 我 们 就 不 能 任意 地 去 从 事 数学 的 创造 ， 因 此 ， 
其 对 于 实际 的 数学 活动 也 有 着 十 分 重要 的 影响 。 例 如 ， 
在 60 年 代 后 期 由 于 连续 统 假设 相对 独立 性 的 证 明 而 兴起 
的 集合 论 研究 的 新 高 潮 中 ， 我 们 就 可 清楚 地 看 到 形式 主 
义 和 实 在 论 的 上 述 对 立 所 造成 的 重要 影响 ,P 从 而 ， 人 在 较 
为 宽松 的 意义 上 ， 我 们 也 就 可 以 把 这 两 者 看 成 是 两 种 不 
同 的 数学 传统 。 


2. 3 趋向 一 致 的 现代 数学 传统 

从 文化 的 角度 进行 分 析 ， 数 学 发 展 史上 多 种 不 同 传 
统 的 存在 显然 是 一 个 十 分 自然 的 现象 ， 因 为 所 谓 的 “时 
空 相对 性 ” 即 可 被 看 成 各 种 文化 形式 的 一 个 共同 特征 ， 
这 也 就 是 说 ， 人 类 由 于 生活 地 域 或 整体 性 文化 环境 的 不 


i980 可 参见 夏 革 松 、 郑 往 信 : 《东方 数 党 哲学 》。 第 由 章 ， 北 京 ， 人 民 出 版 社 ， 
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同 必然 会 形成 各 种 不 周 的 “区 域 文 化 ”， 
式 又 必然 地 有 - -个 历史 的 发 展 和 演 痰 的 过 程 。 从 而 上 六 


第 二 章 传 坊 指导 下 的 活动 


而 且 各 种 文化 形 


述 


多 种 不 同 数学 传统 的 存在 ， 事 实 上 也 就 为 数学 文化 史 的 


深入 研究 提供 了 -- 个 -分 


要 的 课题 ， 吊 这 种 种 不 同 


的 


数学 传统 是 如 何 形 成 的 ， 特 别 地 ， 什 么 是 其 形成 和 进 一 


步 发 展 的 特定 社会 -文化 环境 ? 


在 此 则 将 首先 指明 数学 传统 现代 
这 就 是 指 ， 如 果 从 最 为 宏观 的 角 
全 不 考虑 由 于 专业 分 工 所 造成 的 


这 就 是 数学 现代 发 展 的 一 个 重要 


证 征 ， 基 在 世界 范 


出 击 了 数学 传统 渐 趋 一 致 的 重 ; 


走 癌 。 


地 域 柑 对 性 ) 直接 相对 立 的 ， 因 
清楚 地 表明 了 数学 作为 一 种 文化 天 
， 如 果 从 纵 阿 、 而 不 是 从 横 上 


下 


的 骨 度 去 进行 分 析 ， 


对 于 起 述 课 题 我 们 将 在 第 一 部 分 作出 初步 的 探讨 ， 
发 展 的 一 个 重要 趋势 ， 
度 去 进行 分 析 ， 也 即 祁 
区 别 ， 而 仪 仅 着 眼 十 处 
于 不 同 地 域 或 不 阿 文化 环境 之 中 的 - 般 数 学 家 ， 那 么 ， 
国内 
于 数学 传统 的 
这 种 一 致 化 趋势 显然 是 与 一 般 文化 的 多 样 性 (或 誉 说 ， 
此 ， a 角度 
式 的 特殊 性 。 [应 当 指 


让 


地 


么 ， 我 们 在 此 叉 必 须 明 傅 才 和 定 现 代数 学 传统 的 历 史 性 质 ， 
前 占 定 而 言 〈 对 此 可 参 
见 以 下 的 论述 )， 现 代数 学 传统 即 是 与 先前 所 存在 的 各 种 


桂 别 是 ， 就 对 于 数学 相对 独立 性 


数学 传统 、 包 括 西方 数学 传统 点 
这 样 的 角度 去 进行 分 析 ， 非 欧 几 
学 中 地 位 的 人 确立， 在 很 大 程度 上 


传统 的 形成 发 挥 了 特别 重要 的 作 


变相 对 立 的 ， 出 正 


就 


| 
hal 


学 传统 是 在 过 去 的 近 上 百年 时 间 中 逐渐 地 形成 的 。] 
对 于 所 说 的 现代 数学 传统 可 以 作出 如 下 的 概述 ， 
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是 从 
何 及 四 元 数 等 理论 在 数 
被 看 成 对 现代 数学 
， 这 就 是 涪 ， 现 代数 


第 -篇 数学 的 文化 灿 念 
1. 核心 思想 ， 也 即 关 于 “ 付 么 是 数学 ”的 问题 的 总 
的 看 法 。 
首先 ， 我们 在 此 邑 应 明确 上 当 定 “数学 是 模式 的 科 
学 "。 这 就 是 说 ， 在 数学 中 我 们 即 是 道 过 相对 独立 的 〈 量 
化 ) 模式 的 建构 、 并 就 以 此 作为 直接 对 象 来 从 事 客 观 坦 
界 量 性 规律 性 的 研究 ， 而 旦 ， 击 代数 学 的 人 研究 对 象 已 经 
从 具有 明显 直观 背景 的 模式 扩展 到 了 可 能 的 模式 。 
由 于 在 第 - 章 中 我 们 已 经 对 “数学 是 模式 的 科学 ” 
的 观点 作 了 较为 详细 的 论述 ， 在 此 就 仪 限 于 对 数学 研究 
的 “自由 性 ”作出 如 下 的 进一步 分 析 。 
值得 指出 的 是 ， 早 在 1883 年 ， 著 名 数学 家 康 托 就 曾 
作出 如 下 的 明确 断言 : “数学 的 本 质 在 于 自由 .” 他 写 道 : 
“由 于 数学 区 别 于 其 他 科学 的 这 一 特点 ， 以 及 出 此 而 得 出 
的 相对 自由 性 及 其 研究 方法 的 解释 ， 它 特别 适用 于 自 
数学 的 名 称 ， 如 果 可 以 选择 的 话 ， 我 倾向 于 用 这 一 名 称 
去 取代 流行 的 “纯粹 ”数学 的 名 称 。”®? 
正如 第 一 章 中 所 已 指出 的 ， 由 于 模式 的 建构 即 意味 
着 与 真实 在 一 定 程度 上 的 脱离 ， 从 而 就 为 数学 的 自由 创 
造 提供 了 极 大 的 可 能 性 ， 因 些 ， 这 事实 上 就 可 被 看 成 所 
说 的 数学 研究 的 “自由 性 ”的 最 基本 涵义 ， 即 数学 家 可 
以 自由 好 去 创造 自己 的 概念 ， 而 无 须 随时 去 顾及 它们 的 
真实 意义 。 (从 而 ， 在 所 说 的 意义 上 ， 数 学 显然 也 就 不 应 
简单 地 被 看 成 是 一 种 “经 验 科学 "。 对 此 可 参见 以 下 的 论 
述 ,) 


TT 


局 ” 道 本 ;《 康 托 的 无 穷 的 数学 和 和 学 》. 第 62 页 ,由 应. 江苏 教育 出 版 社 ,1989。 
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第 二 章 ”传统 指导 下 的 洁 动 
当然 ， 又 如 第 一 章 中 所 已 扣 及 的 ， 我 们 在 此 不 上 应 将 
所 说 的 “自由 性 ”简单 地 等 器 于 “任意 性 ”， 勿 宁 说 ， 尽 
管 数学 家 在 从 事 创 造 活动 时 盛 须 随时 去 顾及 它们 的 真实 
意义 ， 但 是， 这 又 并 目 一 种 完全 任意 的 活动 ， 而 是 存在 
有 一 定 的 规范 或 指导 性 原则 ， 对 此 我 们 将 在 以 下 作出 进 
一 步 的 分 析 、 
其 次 ， 除 上 述 的 基本 涵义 外 ， 现 代数 学 的 自由 性 还 
表现 在 对 于 具体 数学 工作 与 相应 哲学 思想 的 明确 区 分 
这 就 是 说 ， 尽 管 其 体 的 数学 工作 总 是 (自觉 或 不 自觉 地 ) 
在 一 定 哲 学 思想 指导 下 发 展 起 来 的 ， 人 和 但是， 我 们 又 不 应 
把 对 具体 数学 工作 的 评价 与 对 相应 哲学 思想 的 评价 简单 
地 等 同 起 来 ， 特 别 是 ， 我 们 不 能 因为 反对 某 种 哲学 思想 
而 奉 定 相关 的 数学 工作 。 
例如 ,通过 引证 数学 史上 痊 名 人 物 的 工作 ， 妾 托 指 
由， 数学 已 被 证 明 有 权 从 形而上学 的 标 烙 中 得 到 日 身 的 
解放 ， 央 为 ,任何 限制 或 不 自然 的 哲学 临 提 必 将 延缓 、 
甚至 阻碍 数学 的 发 展 ,了 
一 般 地 说 ， 这 更 被 认为 是 数学 发 展 的 一 条 基本 规律 ， 
即 “ 一 旦 一 个 数学 概念 在 数学 文化 中 提出 ， 它 的 可 接受 
性 最 终 将 取决 于 这 一 概念 富有 成 果 的 程度 ; 它 将 不 会 由 
于 它 的 起 源 、 或 因为 形而上学 或 者 此 他 的 慰 准 谴责 它 是 
' 不 真实 的 ”而 永 撑 遭 色 拒 斥 。。 (可 参见 附录 一 ) 从 而 ， 
对 于 哲学 思想 的 “ 穿 如 ”就 已 成 为 现代 数学 家 的 普遍 态 
度 。 


中 通 本 :4 康 托 的 无 穷 的 数学 和 此 学 }, 第 62 页 ,南京 ,江苏 教育 出 版 社 ,1989 
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于 哲学 思想 显然 与 我 们 所 说 的 “ 数 党 传统 ”有 次 


密切 的 联系 ， 因 此 ， 所 说 的 “ 容 败 ”在 一 定 程度 上 就 意 


味 着 对 于 已 有 传统 


的 月 觉 反 思 和 批判 ， 而 这 显然 也 就 是 


数学 传统 何以 能 得 到 发 展 和 突破 的 一 个 重要 原因 ， 男 外 ， 
又 如 第 一 章 中 所 指出 的 ， 后 者 则 就 为 数学 中 的 革命 性 变 


革 提 供 了 必要 的 内 在 机 制 。 


特殊 地 ,我 们 在 此 并 可 专门 提 太 现代 数学 家 在 基础 


问题 上 所 表现 出 的 


“开放 ”态度 。 例 如 ， 就 现今 的 情况 


而 言 ， 某 些 对 直 党 主义 数学 观 持 激 烈 批评 的 人 在 自己 的 
研究 中 完全 可 能 致力 于 构造 性 的 证 明 ; 同样 地 ， 一 些 倾 


向 于 直觉 主义 数学 观 的 人 在 自己 的 数学 论文 中 也 完全 可 


能 采取 严格 的 形式 主义 表述 方法 ， 等 等 。 更 为 一 般 地 说 ， 
正如 著名 数理 逻辑 学 家 王 浩 所 指出 的 ， 随 着 数学 的 发 展 ， 
在 构造 性 数学 与 非 构造 性 数学 之 间 已 出 现 了 进一步 的 分 


化 ， 即 区 分 出 了 


义 ; @ 有 限 主义 ; 


下 的 五 个 不 同 范畴 : 四 严格 的 有 限 主 
图 非 直 谓 主义 ; 四 直 谓 主义 ; 思 柏 拉 


图 主义 。 而 且 ， 现 今 的 普 让 态度 “已 不 是 在 这 一 个 范畴 
之 间 进 行 选择 ， 而 是 把 它们 都 看 成 是 对 于 同一 巨大 结构 


的 有 用 报告 。 因 为 ， 只 有 这 样 ， 才 能 使 我 们 建立 起 一 个 
比 那 种 仅仅 借助 于 其 中 的 某 一 个 要 充分 得 多 的 形象 开 


显然 ， 基 础 研究 的 这 种 统一 也 就 从 一 个 角度 表明 了 现代 
数学 传统 日 趋 一 致 的 走向 。 

其 次 ,应当 指 明 的 是 ， 除 去 “数学 是 模式 的 科学 ” 
这 一 观念 外 ， 作 为 关于 “什么 是 数学 ”的 问题 的 总 的 看 


D HaoWang: “Eighty Years of Foundational Studies”, Dialectica}, 12 [1958]. 
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法 ,也 邑 总 休 性 的 数学 观念 , 还 包 合 有 灾 多 的 内 容 ， 特 
别 足 ,5 这 种 较为 自沉 的 认识 机 比 ， : 些 林 埋 么 明 依 的 
观念 或 信念 在 所 说 的 总 体 性 数学 观念 中 也 十 全 十 分 重 贤 
的 地 人 位。 例如， 以 下 即 是 规 今 的 数学 工作 痛 所 普 题 持 和 有 
的 -一些 较为 重要 的 观念 和 信念 : 
尽管 现代 数学 存在 多 样 化 的 发 展 趋势 ， 数 学 家 也 骨 

显 地 表现 出 了 专门 化 的 趋向 ， 企 是 ， 数 学 家 们 仍然 对 数 
学 的 统一 性 有 着 强烈 的 信念 ， 他 们 不 仪 清楚 也 总 识 到 蝇 
己 的 工作 只 是 整个 数 和 营 的 一 个 组 成 部 分 ， 人 面目 出 认 
人 上 让 罗 下 


前 


“ 管 数学 结论 的 正确 性 必须 罗氏 地 也 以 让 其， 任 是 
直觉 定理 的 发 现 过 程 ' 也 发 控 了 十 分 重 缕 的 作用 
这 就 是 说 ， 逻 辑 鼎 直 觉 构成 数学 研究 的 双 织 《 订 参 见 
第 九 章 )。 

数学 家 们 确信 自己 所 从 囊 的 是 - :种 有 益 义 的 活动 ， 
他 们 并 出自 己 的 人 研究 工作 效 得 了 极 大 的 乐 去 ， 更 普遍 地 
感受 到 了 数学 的 美 ， 这 种 美感 对 其 傅 究 活 动 有 着 十 分 重 
要 的 影响 (可 参见 以 下 的 论述 )- 

[将 数学 家 的 上 上述 观 ( 信 ) 念 与 学 后 的 数学 观 加 以 对 
飚 ， 容易 看 出 , “学校 的 数 洋 ”人 确实 在 很 大 程度 于 不 问 于 
“真正 的 数学 "， 显 然 ， 这 就 可 被 看 成 现行 数学 教育 的 
个 吝 大 中 病 ， 

2. 规范 性 成 分 ， 也 即 关 工 Li po 人 钙 完 
的 其 体 规范 或 准则 显然 ,， “数学 是 借 式 的 科学 - 认 
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识 就 直接 决定 了 对 于 数学 研究 我 们 应 当 作 出 如 下 的 具体 
规范 : 

首先 ， 由 于 数学 家 们 普遍 地 认为 集合 论 为 已 有 的 数 
学 提供 了 一 个 较为 适当 的 基础 ， 因 此 ， 在 数学 研究 中 我 
们 就 应 采用 集合 论 的 语言 。 也 下 是 在 这 样 的 意义 上 ， 亚 
历 山大 洛 夫 写 道 : “集合 论 观 点 的 统治 地 位 也 是 现代 数学 
特点 ”了 

由 于 数学 传统 主要 地 即 是 通过 教学 及 专业 训练 得 以 
建立 和 传播 的 ， 因 此 ， 从 这 样 的 观点 去 进行 分 析 ， 集 合 
论 思想 向 中 、 小 学 的 渗透 就 是 一 个 必然 的 趋势 。 当 然 ， 
我 们 在 此 又 应 全 条 条 放生 生生 的 入 和 后 者 吕 
然 也 就 是 “新 数学 运动 ”所 给 予 我 们 的 一 个 重要 启示 。 

然而 ， 应 当 遇 坑 的 是 集合 论 又 不 应 被 看 成 数学 的 
最 终 基 础 ， 而 这 也 可 被 看 成 数学 基础 研究 所 给 予 我 们 的 
一 个 重要 启示 。 更 为 一 般 地 说 ， 我 们 在 此 即 应 清楚 地 看 
到 基础 研究 的 历史 局 限 性 。 这 就 正如 F- 上 克 莱 因 (F*Klein ) 
在 本 世纪 初 所 已 形象 地 指明 了 的 : “事实 上 ， 数 学 已 经 长 
得 像 棵 大 树 ， 但 它 不 是 从 最 细 的 根部 开始 生长 的 ， 也 不 
是 只 向 上 生长 的 ， 相 反 ， 在 枝 、 叶 扩展 的 同时 ， 它 的 根 
向 下 扎 得 越 来 越 深 …… 那 么 ， 我 们 就 能 看 出 ， 数 学 中 的 
基础 是 没有 最 终结 局 的 ………”@ 

其 次 ,数学 结论 不 应 满足 于 经 验 的 论据 ， 而 必须 建 
立 在 理论 性 的 论证 之 上 。 这 也 就 如 亚历山大 洛 夫 所 说 ; 


下 万 山大 党 夫 ; 《数学 一 一 它 的 内 容 、 方 法 和 意义 》， 第 一 卷 。 第 3 页 ， 北 京 ， 
和 1984。 
v9 下 “守业 因 ; 《高 观点 下 的 初等 数学 ) 第 325 页 武汉， 调 北 教育 出 版 社 ， 
1989., 
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思辩 的 ， 而 且 数 学 的 方法 也 


是 抽象 的 、 轧 辨 的 "9 应 当 指出 ， 现 代数 学 并 对 数学 证 
明 的 彤 式 化 程度 提出 了 较 高 的 要 求 ， 即 其 至 少 在 理论 上 


应 是 可 以 彻底 地 形式 化 的 。 


而 ， 应当 明确 的 是 ,上 


人 上 所 说 的 主要 地 又 只 是 


种 理论 上 的 要 求 ， 而 在 实际 的 数学 活动 中 我 们 则 不 可 能 、 


也 不 需要 追求 彻底 的 形式 化 。 


事实 上 ， 任 何 稍 有 数学 经 


验 的 人 都 知道 ， 数 学 中 大 部 分 定理 的 证 明 都 是 “不 完整 
的 ”， 从 而 ， 对 于 定理 的 接受 在 一 定 程度 上 就 仍然 包含 有 
认 念 ”的 成 分 。 例 如 ， 这 就 正如 当代 美国 著名 数学 家 麦 


克 莱 恩 (S，Maclane) 所 指出 


的 : “很 少 有 一 个 明确 给 出 


的 绝对 严密 的 证 明 ， 大 多 数 用 文字 写 下 的 数学 证 明 只 是 
些 能 足够 详细 地 指出 如 何 构成 一 个 完全 严密 证 明 的 概述 。 
于 是 ， 这 种 概述 用 来 传递 某 种 信念 ， 即 确信 结果 是 正确 
的 ， 或 一 个 严密 的 证 明 是 能 够 构成 的 。"@ 当然 ， 这 种 信 


念 并 非 盲目 的 轻信 ， 特 别 是 ， 


数学 共同 体毛 接受 ， 要 经 过 - 
论 稿 在 公开 发 表 前 的 审查 等 ， 


数学 共同 体 的 一 种 共同 信念 


地 表明 了 共同 体 对 二 各 个 数学 家 的 其 体 工作 确实 有 者 重 


要 的 规范 作 


由 于 一 个 数学 结论 能 否 为 
定 的 审查 程序 ， 叶 如 有 关 
从 而 ， 这 事实 上 就 可 说 是 
， 或 者 说 ， 这 妓 是 更 为 具体 


显然 ,上 述 的 分 析 也 就 表明 在 数学 中 绝对 的 严格 性 
是 不 可 能 达到 的 ， 而 这 又 不 仅 是 因为 在 数学 中 并 不 存在 


by 加 所 山 太 海 大 : 《数学 一 它 的 内 容 ， 方 法 和 意义 }》， 第 -着 , 第 3 页， 北京 


科学 出 版 社 ， 
北京 大 学 全 i 


“数学 模型 "。 载 邓 东 持 等 编 ，《 数 学 与 文化 》， 第 111 页 ， 北京， 
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最 终 的 基础 ， 而 且 也 是 四 为 ， 作 为 数学 共同 体 的 共同 信 
念 ， 后 者 又 必定 具有 一 定 的 历史 局 限 性 。 这 就 正如 怀 尔 
德 所 指出 的 :“ 很 明显 ， 我 们 不 会 拥有 而 且 极 可 能 永远 不 
会 有 任何 一 个 这 样 的 证 明 标准 ， 其 独立 于 时 代 ， 独 立 寺 
所 要 证 明 的 东西 ， 并 且 独 立 于 使 用 它 的 个 人 或 其 个 思想 
学 派 。 在 这 种 情况 下， 明知 的 做 法 似乎 就 是 奈 认 ， - 般 
地 讲 来 ,数学 中 根本 就 没有 绝对 的 真实 证 明 这 种 东西 .中 
从 而 ， 在 数学 的 历史 发 展 中 经 常 可 以 看 到 以 下 的 现象 也 
就 十 分 自然 了 : “ 随 着 数学 的 进化 ,隐藏 的 假设 不 断 被 发 
现 并 得 到 明确 的 表述 ， 其 结果 或 者 是 普遍 的 接受 ， 或 者 
是 部 分 或 全 面 地 被 抛弃 ; 接受 通常 伴随 着 对 假设 的 分 析 
以 及 用 新 的 证 明 方法 去 证 实 它 。” (可 参见 附录 一 ) 当然 ， 
从 总 体 上 说 ,我 们 又 应 明确 肯定 ， 数 学 的 发 展 总 是 伴随 
着 严密 性 程度 的 不 断 提高 ， 以 及 与 此 直接 相关 的 对 于 由 
应 结果 更 为 深刻 的 理解 。 

最 后 ， 数 学 问题 的 重要 性 不 仅 取决 于 它 的 实践 意义 ， 
而且 也 取决 于 它 的 数学 意义 。 

一 般 地 说 ， 这 事实 上 也 就 为 具体 判定 数学 研究 ( 创 
造 ) 的 意义 提供 了 必要 的 准则 ， 特 别 是， 我 们 即 应 明确 
肯定 数学 研究 的 相对 自由 性 ， 这 就 是 说 ， 除 在 社会 实践 
中 的 成 功 应 用 这 一 “经 验 的 标准 ”外 ， 数 学 研究 有 着 自 
己 相 对 独立 的 特殊 标准 ， 这 就 是 关于 研究 工作 数学 意义 
的 分 析 一 一 对 此 可 特 称 为 “数学 的 标准 "。 

也 正 是 基于 这 样 的 认识 ,我 们 在 此 即 可 引进 如 下 两 


oo 克 莱 因 :《 数 学 ; 确定 性 的 考 失 》， 第 323 页 ， 长 沙 ， 淹 南 科 学 技术 出 版 社 ， 
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种 不 同 的 真理 性 概念 ; 

第 ,现实 真 理 忻 。 这 邮 呈 指数 学 理论 是 对 十 现实 
世界 基 性 规律 性 的 正确 反映 ， 

第 二 ， 模 式 真 理 作 。 这 是 指数 学 理论 次 定 了 一 个 确 
定 的 数学 结构 〈 模 式 )， 而 所 说 的 理论 就 具 直 接 形式 市 言 
就 可 被 看 成 关于 这 一 数学 结构 的 真理 ， 

显然 ， 所 说 的 “现实 真理 性 ”就 取决 于 虹 论 在 社会 
实践 中 能 否 得 到 成 功 的 应 用 ; 与 此 相对 照 ，“ 模 式 真理 
人 性 ” 则 上 被 看 成 上 述 “ 数 学 的 标准 ”的 直接 反 映 : 如 旧 
一 个 数学 工作 其 有 一 定 的 数学 意义 ， 即 如 相应 的 数学 结 
构 有 着 丰富 的 数学 内 涵 ， 或 如 新 的 俩 究 工作 有 着 一 定 的 
方法 论 意 义 ， 包 括 有 利 十 方法 的 改进 、 慨 念 的 澄清 、 人 不 
同 理论 的 统一 等 ， 我 们 就 可 认为 相应 的 数学 理论 是 可 以 
接受 的 ， 也 即 决定 了 一 个 确定 的 数学 结构 。 
显然 ,“ 异 式 真理 性 ”概念 的 明确 引进 即 足 对 实际 数 
学 工作 者 真实 态度 的 如 实 反映 。 例 如 ， 就 数学 抽象 的 合 
旺 必 而 言 ， 许 多 数学 家 曾 提出 过 “富有 成 果 性 ”和 “ 富 
有 启 术 性 ”的 标准 ,而 这 显然 是 与 上 述 “ 数 学 的 标准 ” 
完全 一 致 的 。 另 外 ， 相 对于“ 经验 的 标准 ”放言 ，“ 数 学 
的 标准 ” 则 就 清 克 地 表明 了 数学 的 特殊 性 ， 这 也 就 是 指 ， 
我 们 不 仪 应 当 明 确 肯 定数 学 的 经 验 性 ， 而 上 也 应 明确 肯 
定数 学 的 “ 拟 经 验 性 ”. 

最 后 ， 就 现实 走 理 性 与 模式 芮 理性 的 由 所 关系 耐 襄 、 
我 们 又 永明 确 肯 定 : 由 于 数学 研究 的 最 终日 的 在 于 认识 
和 改造 了 世界， 因此， 与 模式 真理 性 相 比 ， 现 实在 性 就 
是 更 为 重要 的 ， 这 也 就 是 涪 ， 就 整体 、 过 程 、 必 和 、 趋 
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势 、 泉 源 来 说 ， 数 学 即 是 思维 对 于 客观 世界 量 性 规律 性 
的 正确 反映 。 
事实 1， 我 们 在 此 就 应 清楚 地 指 明 数学 现代 侠 究 中 
所 存在 的 一 种 危险 倾 问 ， 即 只 是 惟一 地 强调 了 数学 的 研 
究 ， 而 完全 切断 了 数学 与 现实 世界 〈 以 及 与 自然 科学 ) 
的 联系 。 
具体 地 说 ， 如 果 说 模式 的 建构 与 研究 即 是 为 数学 的 
自由 创造 提供 了 现实 的 可 能 性 ， 那 么 ， 非 欧 儿 何 与 四 元 
数 等 理论 在 数学 中 地 位 的 确立 则 就 实际 地 导 敏 了 数学 研 
究 对 象 的 极 大 扩展 ， 也 即 是 由 具有 明确 直观 背景 的 量化 
模式 扩展 到 了 可 能 的 模式 ; 特别 是 ， 在 一 些 数 学 家 看 来 ， 
既然 像 非 欧 几何 那样 的 纯粹 的 人 为 发 明 后 来 岂可 能 被 让 
明 十 分 有 用 ， 那么 ,数学 家 就 完全 不 用 去 顾及 自己 的 理 
论 是 否 具有 任何 的 现实 意义 ,而 只 需 惟 一 地 集中 于 所 谓 
的 “ 纯 数 学 ”研究 。 正 如 上 克 莱 因 所 指出 的 ， 后 一 种 倾向 
事实 上 就 是 把 数学 变 成 了 一 门 完 全 封闭 的 学 科 :“ 数 学 现 
在 几乎 成 了 一 个 自我 封闭 的 体系 。 它 根据 自己 评判 现实 
意义 和 完美 性 的 标准 来 决定 自己 的 前 进 方向 ， 它 甚至 满 
足 于 自己 与 外 漠 的 问题 、 动 力 、 灵 三 相隔 绝 的 状况 。” 了 
克 莱 因 曾 指 出 ， 我 们 在 抽象 化 、 一 般 化 、 专 门 化 、 公 理 
化 等 方面 都 可 以 清楚 地 看 到 这 样 的 迹象 ， 即 如 只 是 致力 
于 如 何 用 更 为 抽象 的 词汇 或 新 的 概念 去 对 先前 业已 存在 
的 、 用 具 笨 明确 的 语言 表述 的 理论 重新 进行 表述 ， 或 是 
如 何 对 已 有 的 公理 系统 进行 细 枝 末节 的 修改 ,而 其 日 的 


0 克 莱 因 :《 数 学 : 确定 性 的 此 失 》， 第 312 页 .长沙 ， 湖 南村 学 技术 出 版 社 ， 
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则 是 为 了 使 公理 的 表述 变 得 更 为 简洁 ,或 是 使 原先 的 二 
条 公理 可 以 合成 两 条 ,或 是 “和 白 册 地 ”去 进行 公理 的 创 
造 与 组 合 ， 以 及 由 于 过 分 的 专门 化 所 导致 的 饶 究 问题 的 
极端 狭窄 ， 以 致 没有 几 个 人 能 弄 懂 。 
事实 上 ,一 些 著名 数学 家 早 就 对 这 种 “ 纯 数 学 ” 研 
究 的 危险 性 提出 了 警告 。 如 克 莱 因 就 曾 指出 : “在 规 代 思 
维 的 急速 发 展 中 ,我 们 禁不住 要 担心 ,我 们 的 科学 面临 
着 越 来 越 独立 的 危险 。”“ 当 今 数学 科学 中 最 大 的 需 归 是 
纯 数学 和 自然 科学 的 各 个 分 支 应 当 再 一 次 建立 起 紧密 的 
联系 。” 部 加 菜 〈H.，Poincare) 也 曾 这 样 写 道 : “忘记 外 
部 世界 之 存在 的 纯 数学 家 将 会 像 -个 知道 如 何 和 谐 地 调 
配色 彩 和 构图 ， 却 没有 模特 的 画家 - - 样 ， 他 的 创造 力 很 
快 就 会 枯竭 。"@ 另外 ， 与 上 述 的 言论 相 比 ， 汉 … 诺 意 学 
(Von Neumann) 的 以 下 著名 论述 则 可 说 是 更 为 清楚 地 指 
明了 纯 数学 的 研究 所 可 能 导致 的 严重 后 果 : “ 当 一 门 数学 
学 科 远 离 它 的 经 验 本 源 继续 发 展 的 时 候 ， 或 者 更 进 - ` 步 ， 
如 果 它 是 第 二 代 和 第 三 代 ， 仅仅 间 接地 受到 来 自 “ 现 实 " 
的 思想 所 启发 ， 它 就 会 草 到 严重 危险 的 困扰 。 它 变 得 越 
来 越 纯粹 地 美学 化 ， 越 来 越 纯 粹 地 “为 艺术 而 艺术 '。 如 
果 在 这 个 领域 周围 是 互相 联系 并 且 仍 然 与 实践 经 验 有 密 
健全 的 审美 能 力 的 人 们 的 影响 之 下 ， 那 这 种 美学 需要 不 
一 定 是 坏事 。 但 是 ， 仍 然 存 在 一 种 严重 的 危险 ， 即 这 i 
学 科 将 沿 着 阻力 最 小 的 途径 发 展 ， 使 远离 水 源 的 小 溪 又 


了 


入 多 这 因 ; 《数学 ; 确定 性 的 玄 撩 》， 第 294 ~295 页 ， 长沙， 湖南 科学 技术 出 版 
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分 散 成 许多 无 足 轻重 的 支流 ， 使 这 个 学 科 变 成 大 其 被 搞 
混乱 的 琐碎 支 节 和 错综复杂 的 上 不 事 。 换 名 话说， 在 距离 
经 验 本 源 很 远 很 返 的 地 方 ， 或 者 在 多 次 “抽象 的 ”近亲 
繁殖 之 后 ,一 门 数学 学 科 就 有 退化 的 危险 …… 每 当 到 了 
这 种 地 步 时 …… 惟 一 药方 就 是 为 重 获 青 存 而 返 本 求 源 : 
重新 注 人 多少 直接 来 白 经 验 的 思想 。 我 相信 ， 这 是 使 题 
材 保持 清新 与 活力 的 必要 条 件 ， 即 使 在 将 来 。 这 也 是 同 
样 正确 的 。” 了 

综 上 可 见 ， 在 承认 相对 独立 的 “模式 真理 性 ”的 同 
时 ,我 们 又 应 明确 肯定 “现实 真理 性 ”的 主导 地 位 。 这 
也 就 是 所 请 的 “数学 真理 的 层次 理论 ”。 人 2 

3. 启发 性 成 分 。 

首先 ， 正 如 前 面 所 已 提 及 的 ， 波 利 亚 的 数学 启发 泛 
即 应 被 看 成 现代 数学 传统 中 一 个 重要 的 启发 性 成 分 。 

然而 ， 值 得 指出 ， 在 很 多 情况 下 ， 人 们 义 往往 只 是 
重视 了 数学 的 知识 成 分 而 忽视 了 对 于 数学 启发 法 的 自觉 
学 习 和 继承 。 例 如 ， 美 国 著 名 数学 家 、 数 学 教育 家 舍 费 
尔 德 〈A，Schoenfeld) 就 曾 具体 地 谈 到 过 以 下 的 亲身 经 
历 : 他 是 在 实际 从 事 数 学 研究 工作 数 年 后 才 开 始 接触 到 
波 利 亚 关于 数学 启发 法 的 各 部 论著 ， 开 始 时 这 曾 给 他 带 
来 了 很 大 的 喜悦 ， 因 为 舍 费 尔 德 发 现 ， 波 利 亚 的 数学 启 
发 法 与 他 日 已 通过 实践 所 作出 的 一 些 总 结 是 相当 一 致 的 
一 一 由 于 波 利 亚 是 公认 的 大 数学 家 ， 因 此 ， 在 舍 费 尔 德 


于 冯 ，. 诺 意 蚀 :“ 数 学 家 "， 载 《数学 史 评 文集 》、 第 123 页 ， 上 海 ， 上 海 科学 技 
术 出 版 社 ，1997。 
凶 ” 徐 利 治 、 郑 敏 信 :《 数 学 模式 论 ?， 第 二 章 ， 南 宁 ， 广 是 教育 出 版 社 ，1993， 
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看 来 ， 这 种 - -伊人 性 也 就 在 - 定 程 度 
作为 一 个 好 的 数学 家 所 应 有 具备 的 - 
在 这 种 最 初 的 彰 悦 情绪 消失 了 以 后 ， 


生 了 一 币 刁 恼 、 其 至 


个 数学 学 习 过 程 中 始终 没有 人 给 过 1 
然 的 话 ， 他 就 不 用 化 这 么 大 的 力 距 到 
另外 ,在 公分 疹 定 波 利 业 数学 上 


时 ， 我 们 又 应 当 指 出 
启发 法 , 但 又 不 能 始 
注意 这 方面 的 最 新 三 
实 上 ， 正 如 人 
《或 者 更 为 - - 役 地 说 ， 
60 年 代 以 前 完成 的 。 


可 


， 


终 


站 


“加 


作 。 


由 - 


第 二 章 ”传统 指导 下 的 活动 
-证 明了 他 自己 其 有 
些 晤 本 素质 ; 人 是 . 

命 费 尔 德 很 快 义 产 
的 情绪 :; 为 什么 在 整 
也 这 方面 的 知识 ”不 
从 头 捉 抠 了 了 
1 发 法 的 重 昌 性 的 加 
我 们 既 应 训 力 学 习 波 利 亚 的 数 党 


芯 说 是 气 司 


售 留 于 波 利 亚 的 工作 ， 调 应 丈 加 


所 熟知 的 ， 波 利 亚 在 数学 启发 沪 
题解 决 ") 方 面 的 工作 主要 地 是 人 
于 从 60 年 代 起 至 今 已 有 一 四 二 个 


年 头 过 去 了 ， 央 此 ， 我 们 在 此 显然 就 应 考虑 这 样 的 问题 : 
御 么 是 自 波 利 亚 以 来 在 这 -领域 由 所 取得 的 新 进展 呢 ? 


或 普 说 ， 自 波 利 亚 以 
的 进步 、 以 至 在 今天 
显然 ， 科 学 的 发 
而 这 事实 上 也 就 是 我 
本 尺 场 ， 即 既 记 高 度 
和 和 继 杀 ， 同 时 义 应 当 


来 


展 


成 从 


在 这 一 领域 中 是 否 并 无 任 伞 重 贸 
仍 吉之 必 称 波 利 业 ” 呢 ” 
不 会 停 清 在 任 - :特定 的 水 平 上 ， 


人 


和 


竺 中 


在 这 -问题 上 所 应 采取 的 一 个 其 
视 对 于 波 利 亚 数学 让 发 法 的 学 习 


注意 对 于 波 利 亚 的 “超越 ”。 


其 体 地 说 ， 我 们 在 此 一 方面 应当 十 分 重视 中 国 的 数 
学 方法 论 人 研究 ; 另 一 方面 又 度 当 清楚 地 看 到 国外 在 “站 
题解 决 ”的 理论 研究 方面 所 取得 的 最 新 进展 - ”显然 ， 这 


< 数学 方法 
教育 出 版 性 


i 


》， 南 语 ，1 此 教育 帅 版 社 ，1993: 《问题 解决 生生 
版 性 ，1994 
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事实 上 也 就 为 数学 传统 的 启发 
内 容 。 


4 分 本 与 补充 : 
第 一 ， 对 所 说 的 “数学 的 
两 个 不 同 的 层次 。 有 具体 地 说 ， 


其 次 ， 就 研究 方向 的 选择 而 言 ， 我 们 则 又 可 以 对 前 
面 所 提 及 的 巾 米 山峡 茂 提 出 的 


往 成 分 提供 了 更 为 卡 富 的 


“数学 的 精神 ”作出 如 下 


精神 ”事实 上 可以 区 分 出 
所 谓 的 “致力 于 发 明 发 现 


的 精神 ”， 也 即 “不 断 创新 的 精神 "， 显 然 是 一 种 普遍 的 


“科学 精神 "， 即 其 不 仅 适 用 于 数学 ， 而 且 也 适用 于 一 般 


自然 科学 ， 从 而 就 其 有 较 高 的 层次 ; 与 此 相 比 ，“ - 般 


化 "、“ 系 统 化 "、“ 六 密 化 "、 
“应 用 化 ”等 则 应 说 是 属于 另 - 


“统一 化 "、“ 经 济 化 ”和 
-不 同 的 层次 ， 和 而 其 共同 特 


征 就 企 于 它们 都 具有 较为 直接 的 启示 意义 ， 凤 是 表明 了 


什么 样 的 研究 方向 可 能 具有 较 大 的 意义 。 


第 二 ， 上 述 的 一 般 件 “ 科 


学 精神 ”对 于 数学 研究 当 


然 也 具有 十 分 重要 的 导向 作 


， 但 这 种 作用 却 并 非 十 分 


具体 的 , 匆 宁 说 ,这 即 是 一 -种 真正 意义 上 的 “精神 ”: 它 
渗透 于 、 体 现 于 全 部 的 数学 活动 之 中 。 
也 下 是 从 这 样 的 角度 去 进行 分 析 ， 笔 者 以 为 ， 我 们 


在 此 就 不 仅 可 以 对 所 说 的 “ 创 
分 析 : 这 在 一 定 程度 上 即 以 
怀疑 精神 (包括 自我 及 所 与 批 


新 精神 ”作出 更 为 深入 的 


“批判 的 精神 ”、 也 邵 合理 的 


判 )， 与 思想 的 开放 性 作为 


必要 的 前 提 ; 而 且 也 可 对 “ 利 
全 面 的 分 析 和 论述 。 例 如 ， 除 


学 精神 ”的 内 涵 作 出 更 为 
“创新 精神 ”外 , “实事 求 


是 ”或 者 说 ,，“ 盛 偏见 性 和 诚实 性 ”) 显然 也 应 被 看 成 


“科学 精神 ”的 一 个 重要 内 涵 。 
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再 例如 ， 如 果 从 更 为 广 证 


第 二 章 ”传统 沸 尾 下 的 活动 


的 角度 点 进行 分 析 ， 也 即 把 科学 伦理 的 问题 也 考虑 在 办， 


我 们 在 此 则 又 


活动 的 无 私利 1 


道德 素养 。 
第 三 ， 


应 当 朋 确 提 出 “科学 的 公有 性 ”和 “科学 
性 ”等 这 样 一 些 科 党 家 所 应 当 其 备 的 基本 


就 研究 方向 的 选择 而 言 ， 除 去 上 述 的 ”- 般 


化 精神 ”等 ， 我 们 也 应 对 这 一 层次 上 的 “数学 精神 ” 作 


出 必要 的 补充 ， 


深入 的 分 析 ， 
人 总 义 。 例如 ， 
照 ， “多 样 化 ” 


的 请 导 性 原则 | 
然 是 与 “一 般 化 ”的 精神 相辅相成 的 《〈 对 


而 后 者 则 义 显 
此 我 们 将 在 下 
第 四 ,应 


此 外 ， 我 们 还 应 对 它们 的 机 下 关系 作出 
而 这 对 于 研究 方向 的 选择 也 有 着 重要 的 启 
应 当 特 别 强调 的 是 ， 与 “ 统 --… 化 ”相对 
无 疑 也 应 被 看 成 击 代数 学 研究 的 .个 重要 
另外 ， 与 此 直接 相关 的 还 有 “特殊 化 "， 


“ 章 中 作出 进一步 的 论述 ) ， 
当 再 次 强调 的 是 ， 以 上 所 说 的 “一 般 化 ”、 


“ 特 慰 化 "、“ 系 统 化 ”、“ 严 密 化 "、“ 统 一 化 "、“ 多 样 化 ” 


等 ， 主 要 地 都 


是 从 数学 的 人 部 进行 分 析 的 ;人 而 如 果 考 虑 


到 数学 的 经 验 本 源 ， 米 山 国 茂 所 涪 的 “应 用 化 ”的 精神 


显然 是 更 为 重 


要 的 , 或 者 说 ,我 们 在 此 邑 应 十 分 注意 这 


两 个 方面 的 适当 平衡 。 这 也 就 如 著名 数学 家 柯 朗 (R. 


Courant) 所 指 


出 的 :“ 当 然 ， 数学 思维 是 道 过 抽象 概念 来 


运作 的 ， 数 学 
理化 。 在 结构 


作 也 变 得 可 能 了 


根基 又 与 所 谓 


已 想 需 要 象 概念 的 这 步 精炼， 明确 和 公 
洞察 力 达 到 -… 个 新 高 度 时 ， 重 要 的 简化 .上 
人 然而 ， 科学 赖 以 生 宕 的 血 波源 于 其 
9 现实 有 着 生丝 万 缕 的 联系 ……， 只 有 这 些 


力 景 之 间 相 志和 作 用 以 及 它们 的 综合 才能 保证 数学 的 活 
力 。” 男 外 ， 克 芋 因 则 明确 地 接受 了 塔 里 朗 德 关 于“ 理想 
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主义 者 ”和 “现实 主义 者 ”的 比喻 ， 即 是 认为 “理想 主 
义 者 无 法 持久 ， 除 非 他 是 一 个 现实 主义 者 ， 曾 现实 主义 
者 也 无 法 持久 ， 除 非 他 是 -… 个 理想 主义 者 。 皮革 内 并 进 
-- 步 写 道 ; “把 这 人 句 话 用 于 数学 ， 就 是 要 把 实际 问题 理想 
化 ， 进 行 抽象 研究 ， 同 时 理想 主义 者 的 工作 如 果 脱 离 现 
实 是 不 会 长 久 的 。 数 学 家 既 要 脚踏实地 ， 又 要 高 允 远 瞩 。 
在 抽象 概念 与 具体 问题 的 相互 作用 中 才 会 产生 出 有 生命 
的 、 重 要 的 数学 。"C 

第 五 ， 就 “数学 精神 ”的 学 习 和 继承 而 言 ， 笔 者 以 
为 ， 我 们 在 此 义 可 看 到 一 种 十 分 有 趣 的 文化 现象 ， 即 这 
往往 并 非 纯 粹 的 理性 行为 ,也 包含 有 强 询 的 感情 因素 ， 
特别 是 ， 所 说 的 数学 精神 常常 就 表现 为 对 于 数学) 美 
的 欣赏 与 追求 。 

具体 地 说 ， 数 学 家 们 在 自己 的 工作 中 切实 地 感受 到 
了 数学 的 美 ， 这 就 正如 茧 加 莱 所 指出 的 ,“ 一 个 名 符 其 实 
的 科学 家 ， 尤 其 是 数学 家 ， 他 在 他 的 工作 中 体验 到 和 艺 
术 家 一 样 的 印象 ， 他 的 乐趣 和 艺术 家 的 乐趣 具有 相同 的 
性 质 "， 而 且 ， 数 学 家 们 往往 就 以 对 美的 追求 作为 自己 的 
工作 目标 。 例 如 ， 冯 :. 庄 意 曼 就 曾 这 样 写 道 : “我 认为 数 
党 家 无 论 是 选择 题材 还 是 判断 成 功 的 标准 ， 主 要 地 都 是 
美学 的 ";， 又 “数学 家 成 功 与 否 和 他 的 努力 是 否 值得 的 主 
观 标 准 ， 是 非常 自足 的 、 美 学 的 , 不 受 (或 近乎 不 受 ) 
经 验 的 影响 。"@ 法 国 著 名 数学 家 阿达 玛 (J]. Hadamard) 


福 包产 莱 因 : 《数学 ， 确定 忻 的 丧失 》， 第 3D6、314 页 ， 长 小， 湖南 科学 技术 出 版 
”名 ， 冯 . 诺 意 量 ， “数学 家 ”， 载 《数学 史 译 文集 }》, 第 121、122 页 ， 上 海 ， 上 海 科 
学 技术 出 版 社 ，1997。 
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第 二 这 ”传统 指导 下 的 活动 
也 曾 明 确 指出 : “究竟 是 什么 制约 普 这 样 重要 府 困 难 的 选 
拌 昵 ?…… 我 们 所 必须 遵循 的 准则 就 是 科学 的 审美 感 


人 除了 美感 以 外 ， 就 看 不 出 任何 东西 能 够 帮助 我 们 去 
作 预 见 了 。 了 


对 数学 家 关于 数学 美的 言论 进行 其 体 分 析 ， 可 以 看 
出 ， 数 学 家 们 关于 数学 美的 感受 的 确 带 有 强烈 的 感情 色 
彩 。 例如， 就 只 有 从 这 样 的 角度 去 进行 分 析 ， 我 们 才能 
很 好 地 理解 罗素 和 王 浩 等 人 何以 把 数学 美 分 别称 为 “ 准 
而 严肃 的 美 ” 和 “干涩 匡 (dry-beauty)”; 芳 外 ， 必 管 不 
同 的 个 体 对 于 数学 的 美 可 能 有 着 不 同 的 感受 ， 但 是 ， 从 
整体 上 说 ,数学 美 又 不 是 什么 虚无 噜 潞 、 忽 有 和 忽 无 的 东 
纲 ， 也 不 是 基 种 纯粹 主观 、 不 可 提 摸 的 东西 ， 而 是 有 着 
较为 确定 的 客观 内 容 ， 特 别 是 ， 从 历史 的 角度 看 , “对 称 
美 "、“ 简 单 美 ”"、“ 统 一 美 "、“ 奇 异 美 ” 就 中 被 看 成 是 娄 
学 美的 主要 内 容 .? 

由 此 可 见 ， 所 说 的 数学 详 上 就 是 与 以 工 所 说 的 
数学 精神 直接 相 联 系 的 ， 或 者 说 ， 数 学 中 的 “美学 标准 ” 
在 很 大 程度 上 就 从 属于 “数学 的 标准 "。 这 也 就 如 波 菜 尔 
所 指出 的 :“ 我 相信 ， 我 们 的 美学 并 不 总 是 那么 纯净 而 身 
秘 ， 也 包含 几 条 较为 世俗 的 检验 标准 ， 例 如 意义 、 后 黑 、 
适用 、 用 途 一 一 不 过 是 在 数学 的 范围 内 。"” 

显然 ， 从 这 样 的 角度 去 分 析 ， 我 们 也 就 可 以 更 好 地 
理解 对 于 美的 追求 何以 可 能 在 数学 的 发 展 中 发 挥 如 此 重 
域 中 的 发 明 心 理学 1， 第 97 次， 南京， 
站 第 二 总， 柱 州 、 浙江 


数 符 放 法 诊 教育 号 
所 : 数学 - - 小 信 和 天 外 学， 3 生地 区 和 154 血 
北 各 、 站 三 L990. 
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要 的 作用 ， 央 为 ， 前 考 在 很 大 程度 上 就 以 数学 上 的 考虑 
作为 直接 的 背景 ， 另外， 就 数学 美 本 身 而 言 ， 这 又 清楚 
地 表明 了 后 者 主要 地 并 非 “ 感 性 美 ” 而 是 一 种 “理性 
美 ”"， 这 也 就 是 说 ， 数 学 家 们 对 于 数学 美的 追求 与 感受 足 
与 其 种 业 上 的 追求 和 成 功 的 喜悦 密切 相 联 系 的 。 

从 而 ,从 文化 的 角度 去 进行 分 析 ， 我们 也 就 可 以 看 
出 ,文化 传统 〈 人 在 此 即 是 指数 党 传统 ) 的 继承 可 以 表现 
为 多 种 不 同 的 形式 ， 特 别 是 ， 一 些 规 范 性 很 经 的 成 分 未 
必 表 现 为 硬性 的 规定 ， 也 可 能 转化 为 某 种 “ 白 觉 的 ” 追 
求 ， 大 们 并 可 由 此 而 在 心理 上 获得 极 大 的 满足 ， 以 圣 产 
生 强 烈 的 美感 。 显 然 ， 这 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 文化 传 
统 对 于 个 人 行为 的 重要 影响 。 特 别 是 ，“ 时 尚 为 美 "， 而 
所 说 的 审美 情趣 则 又 是 可 以 后 天 地 于 以 培养 的 。 这 就 正 
如 戴 维 斯 (P，Davis) 和 替 斯 (了 ，Hersh)， 在 其 所 著 的 
《数学 经 验 》 一 书 中 所 指出 的 : “数学 中 的 审美 判断 是 可 
以 培养 的 ， 可 以 由 上 一 代 人 传递 给 下 一 代 人 ， 由 教师 传 
递 给 学 生 ， 由 作者 传递 给 读者 。” 

天 者， 以 下 的 认识 尽管 所 涉及 的 只 是 数学 研究 的 具 
体形 式 , 但 其 对 于 实际 的 数学 活动 也 有 着 重要 的 启示 意 
义 。 


具体 地 说 ,这 即 是 近年 来 在 数学 界 所 出 现 的 一 个 新 
迹象 ， 即 合作 的 重要 性 已 逐渐 为 数学 家 们 所 普遍 接受 ， 
而 这 又 不 仅 是 指 各 个 数学 家 必须 与 其 他 数学 家 、 特 别 是 
相应 共同 体 的 其 他 成 员 保持 密切 的 联系 ， 以 期 获得 有 益 


个 戴 维 斯 、 赫 斯 :& 数 学 经 验 》， 第 169 页 ， 南 京 ， 江 苏 教育 出 版 社 ，1991. 
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第 二 章 


传统 祖 导 下 的 


活动 


的 启 汪 ,包括 对 于 自己 研究 工作 的 必要 评价 或 批评 等 . 
而 引 也 是 指 在 研究 上 作 中 的 真正 合作 ， 包 括 同 一 领域 中 


和 不 同 领域 中 数学 家 之 问 的 合作 。 


例如 ， 在 由 英国 学 考 们 顿 女士 〈L. Burron) 所 主持 
的 - :项 较为 广泛 的 调查 中 ， 被 调查 的 70 名 数学 家 中 仪 有 
4 人 声称 自己 是 独立 地 从 事 研究 工作 的 ， 余 者 则 表明 自己 
的 研究 多 多 少 少 地 都 依赖 于 与 其 他 数学 家 的 合作 。 由 于 
独立 的 研究 在 很 长 时 期 内 一 自古 数学 研究 活动 的 主要 形 
式 , 因此 ， 在 很 多 人 看 来 ， 这 就 代表 了 个 重要 的 变化 
一 一 -此 数学 家 昌明 确 地 把 它 称 为 “文化 的 转变 ”一 一 
即 蚌 由 “个 人 主义 的 统治 ”转向 了 对 于 合作 的 高 度 评价 ， 
后 者 并 逐渐 占据 了 主导 的 地 位 。 例 如 ， 在 伯 辆 所 从 事 的 
调查 中 ， 一 位 数学 教授 就 曾 这 样 谈 及 :“ 在 数学 研究 中 过 
去 存在 这 样 -- 种 不 好 的 风气 ， 即 一 个 好 的 数学 家 应 当 努 
力 表明 日 已 是 最 优秀 的 …… 我 认为 人 们 现今 已 经 普通 认 


识 到 了 合作 的 重要 性 。 

一 些 被 调查 者 并 曾 较为 具体 蝶 谈 公 
越 性 : 
“我 当然 具有 一 定 的 长 处 和 短处 ， 5 


了 合作 研究 


其 他 人 合作 


使 这 些 氏 处 进步 加 强 ， 短 处 则 可 得 到 补救 :” 


“我 具有 直觉 ， 而 他 进行 证 明 。” 


“如 果 与 其 他 人 合作 ， 就 可 减少 你 的 孤独 感 …… 


与 其 他 人 合作 ， 你 会 发 现 自己 所 适 于 从 事 的 一 些 了 


9 优 


可 以 


[ 作 ， 


在 这 些 方面 你 可 能 比划 人 作 竺 更 好 ， 你 也 会 发 现 有 些 工 
作 适 于 别人 面 不 适合 自己 。 你 可 以 利用 他 们 的 知识 而 无 


须 经 受 万 事 都 必须 由 剖 己 来 照料 的 痛苦 


， 就 像 找 到 


了 
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个 可 以 自动 进行 选择 的 图 书馆 。” 
“这 是 一 件 十 分 偷 快 的 事 ， 
着 工作 的 开展 你 会 认识 到 f 


` 个 非常 能 动 的 过 程 ， 随 


己 拥 有 其 他 人 所 不 具有 的 才 


能 ,等 等 。 当 你 与 其 有 共同 语言 的 数学 家 进行 合作 时 ， 


这 是 一 种 交流 …… 我 二 分 欣赏 这 种 经 验 。 与 其 他 领域 中 
的 数学 家 进行 合作 也 是 很 有 局 示 的 ， 尽 管 这 时 我 们 不 再 
一 种 语言 到 另 一 种 语言 的 翻译 正 


具有 共同 的 语言 ， 但 
是 一 个 能 量 扩散 的 过 程 。 


“通过 合作 我 们 取得 了 更 快 的 进展 ， 因 为 我 的 一 些 不 
合适 的 思想 可 以 更 快 地 得 到 解决 ， 在 我 们 之 间 并 产生 了 


更 多 的 新 想法 。” 


“合作 使 得 产生 新 忠 想 的 机 四 大 大 地 增加 了 .” 


“最 终 的 结果 大 于 各 个 部 分 的 和 ， 
都 不 能 单独 地 完成 这 一 工作 。” 
上 述 的 言论 清楚 地 表明 了 合作 的 优越 性 。 然 而 ， 值 
得 指出 的 是 ， 除 去 各 个 个 体 必 然 具 有 一 定 的 局 限 性 而 合 


为 任何 一 个 方面 


FE 则 可 起 到 互补 的 作用 这 一 事实 外 ， 我 们 也 还 可 以 从 对 
象 (客体 ) 这 一 角度 指明 合作 的 必 旧 性 ， 这 即 是 指 ， 对 
于 合作 形式 的 确认 也 可 被 看 成 数学 现代 发 展 的 一 个 必然 
结果 。 因 为 ， 由 于 数学 的 迅速 发 


展 ， 对 于 个 别 的 数学 家 


来 说 ， 在 今天 要 想 能 通晓 数学 的 各 个 分 支 即使 不 说 不 可 
能 、 至 少 也 是 十 分 困难 的 ， 从 而 为 了 更 有 效 地 进行 工作 ， 


就 必须 建立 必要 的 合作 关系 。 


《显然 ， 以 上 的 分 析 同 时 也 就 为 我 们 改善 数学 教育 指 


中 了 一 个 努力 的 方向 ， 即 从 学 


同学 之 问 的 合作 。) 
86 


< 起， 我们 就 应 大 力 提倡 


第 二 章 ”传统 消 导 下 的 法 动 
4. 最后， 应 当 指 明 ， 现 代数 学 传统 的 一 禾 性 不 应 被 
看 成 种 绝对 的 同一 性 ， 
首先 、 以 往 的 传统 作为 -种 文化 沉淀 必然 会 了 下 一 
定 的 痕迹 ， 也 即 必然 地 会 对 现今 的 活动 产生 或 多 或 少 的 
影响 ， 例 如 ， 这 或 许 就 可 被 看 成 出 现下 述 现象 的 “个 直 
接 原 因 ， 即 有 些 数学 仍然 其 有 阴 灵 的 民族 特征 ， 这 也 屿 
如 怀 尔 德 《R，Wilder) 所 指出 的 : “法 因数 党 偷 村 所 数 
论 ， 英 国 数学 对 应 用 感 兴趣 、 德国 普 重 于 数学 基础 ， 闪 
大 利 感 兴趣 于 几何 ， 而 美国 的 数学 则 以 其 抽象 特征 著 
其 次 ， 如 果 从 更 为 精细 的 角度 去 进行 分 伯 ， 我 们 在 
此 当然 义 应 看 到 由 于 专业 分 工 在 数学 家 之 癌 所 造成 的 重 
鉴 区 别 。 例 如， 在 此 我 们 即 应 特别 提 太 纯粹 数学 家 与 应 
用 数学 家 的 对 立 ， 这 就 正如 险 尔 莫 斯 (P，Halmos) 所 指 
出 的 : “实行 着 和 认识 者 常常 在 动机 、 态 度 、 方 法 以 及 汪 
意 的 标准 方 侧 各 不 相同 。 这 些 差 别 可 以 在 应 用 数学 ( 实 
行者 ) 与 纯粹 数学 (认识 者 ) 这 一 特例 中 看 到 。 应 用 数 
学 的 动机 是 认识 此 界 并 且 也 许 还 鉴 改 造 世界 ， 所 希 的 态 
度 (或 者 ， 无 论 如 何 ， 订 以 说 是 种 惯例 的 态度 ) 是 - 
种 准 涌 焦 的 (把 你 的 眼睛 寻 住 问题 )， 方 法 是 按 它 们 的 实 
效 米 选择 和 加 以 评价 (所 得 的 结果 是 重要 的 ); 满意 则 来 
自问 题 的 解答 经 过 子 实际 的 检验 而 下 可 以 用 来 进行 预测 
纯粹 数学 的 动机 常常 只 是 好 奇 心 ; 其 态度 则 更 像 是 一 
广角 镜头 而 不 是 望远镜 头 〈 和 看 和 否 附 近 是 否 有 更 有 趣 页 深 
J Kapur: 包 数 学 家 读数 学 本 质 第 加 奥 ， 北京 ， 兹 京 大汉 出 版 社 、1973 
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刻 的 问题 ) ， 人 
的 谐 和 性 《做 到 了 这 一 点 就 有 了 上 这 成 - : 半 般 的 快感 ); 

意 则 来 自 解 答 闹 明了 原先 似乎 相距 其 远 的 概念 之 问 光 
想不到 的 联系 -” 又 “在 动机 、 态 度 、 方 法 、 满 意 的 标准 
方面 基本 的 差别 可 能 与 在 琢 达 方式 方面 的 差别 有 联系 
那 是 一 种 更 加 表面 但 更 加 显著 的 差别 。 纯 粹 数学 与 应 用 
数学 关于 清晰 、 优 美 ， 以 及 或 许 甚 企 逻 辑 的 严密 有 着 各 
咎 不 同 的 异 例 从 六 蓄 男 汪 人 得 向 安 光电 
局 快 “许多 纯 炮 数学 家 把 他 们 的 专业 看 做 大 一 

术 ， 在 他 们 的 语言 中 ,对 别人 的 工作 最 高 的 赞 声 是 
“漂亮 '。 应 用 数学 :家 有 时 似 平反 他 们 的 学 科 看 做 是 方法 
的 一 种 系统 化 ， 用 来 赞扬 一 个 工作 合适 的 说 法 是 “巧妙 
或 “ 强 有 力 '。”2? 由 此 可 见 ， 在 所 说 的 意义 上 ， 纯 粹 数学 
家 与 应 用 数学 家 就 可 被 看 成 组 成 了 两 个 不 同 的 数学 共同 
体 。 


最 后 ， 随 着 数学 自身 与 整个 人 类 文化 的 发 展 与 进步 ， 
数学 传统 也 必然 地 有 一 个 发 展 和 演 底 的 过 程 。 例 如 ,新 
的 物质 - 技术 条 件 的 出 现 就 可 能 造成 新 的 研究 方法 ， 而 
对 于 新 方法 的 不 同 态度 则 就 可 能 导 仇 相对 统 - :的 数学 伟 
统 的 分 化 。 

具体 地 说 ， 计 算 机 技术 的 迅速 发 展 和 普及 就 正在 造 
成 一 种 新 的 研究 数学 的 方法 一 一 实验 方法 ， 而 这 显然 是 
与 传统 的 研究 方法 很 不 相同 的 : “传统 数学 家 设想 证 明 ， 
实验 数学 家 设计 实验 ; 传统 数学 家 冥 思 苦 想 ， 实 验 数 学 


哈 尔 莫 斯 ; 这 用 区 党 及 水 光学 载 邓 东 举 等 编 ，《 数 学 与 文化 》、 第 163 - 
164 前 ， 北京 ， 北 京 大 学 出 版 社 、 
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家 把 鸭 像 显 让 在 计算 机 屏幕 上 ， 传统 数学 家 用 手 进行 繁 
复 的 计算 ， 实 验 数学 家 把 例 行 的 计算 交 给 计算 机 去 快速 
地 完 由 此 可 见 ， 计算 机 技术 的 迅速 发 展 很 本 能 
造成 一 种 新 的 数学 一 一 “新 潮 数学 "， 负 这 当然 也 会 促使 
人 
， 人 除去 这 种 较为 激进 的 观点 外 ， 我 们 还 可 从 
二 天 的 生 义 二 去 分 本 计算 机 对 于 数学 发 展 的 重要 
响 (可 参见 第 三 章 )。 例 如 ， 计算机 的 使 用 上 茵 接 导 做 了 数 
学 中 一 些 新 的 研究 分 支 ， 包 括 使 - : 些 传 统 的 研究 问题 和 
概念 得 以 复活 ， 并 使 得 某 些 理论 或 研究 方 癌变 得 特别 重 
要 ; 另外 ， 计 算 机 显然 也 为 数学 研究 提供 了 新 的 工兵 ， 
特别 是 ， 数 学 定理 的 机 器 证 明正 在 取得 迅速 的 发 展 。 从 
而 ， 从 整体 上 说 ， 计 算 机 的 使 用 就 正在 改变 整个 数学 的 
面 朋 ， 而 这 当然 又 会 促使 人 们 对 数学 〈 包 括 数 学 证 时 等 ) 
的 本 质 作 出 更 为 深 大 的 思考 、 这 位， 数学 传统 的 进 一 步 
发 展 和 演变 也 就 不 可 避免 了 - 例如 ， 一 些 数学 家 提出 
中 图 古代 的 “问题 一 算法 ”传统 ,， “出 于 计算 机 的 出 现 
已 起来 越 为 数学 学 家 所 认识 ij 重 视 ， 势 将 曹 新 登 上 历史 舞 
台 ,” 了 显然， 这 事实 上 也 就 可 以 看 成 击 代 数学 传统 发 生 : 
深刻 变化 的 直接 先 声 - 

从 而 ， 总 的 米 说 ， 现 代数 学 传统 的 高 度 -一 致 性 就 是 
一 种 包含 有 一 定 差异 的 一 致 性 ， 击 且 义 必 将 随 着 整个 人 
类 文明 的 进步 发 生 新 的 演变 或 分 化 。 

、 记 作 玄 ;“ 计 算 机 对 数学 的 丸 响 ”， 载 《科学 ， 技 术 与 状 让 法 》，1992 咎 ,第 


人 期 > 
避 ”只 文俊 :“ 关 十 研究 数学 的 中 国 的 历史 二 现状 "， 载 自然 放 让 法 通读 "130 
年 ， 第 四 期 - 
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第 三 章 数学 文化 : 一 个 开放 
的 系统 


从 历史 的 角度 看 ， 数 学 最 初 只 是 作为 整个 人 类 文化 
一 个 部 分 得 到 了 发 展 ; 然而 ， 随 着 数学 本 身 与 整个 人 
类 文明 的 进步 ， 数 学 又 逐渐 表现 出 了 相对 的 独立 性 ,万 
其 是 获得 了 特殊 的 发 展 动力 并 表现 出 了 特有 的 发 展 规律 。 
正 是 基于 这 样 的 考 感 ， 一 些 学 者 认为 ， 数 学 文化 的 发 展 
已 经 达到 了 一 个 较 高 的 水 平 ， 并 可 被 认为 构成 了 一 个 相 
对 独立 的 文化 系统 或 者 说 ， 文 化 于 系统 )。 以 下 我 们 就 
义 美国 学 者 怀 尔 德 在 这 方面 的 工作 9 为 基础 对 数学 发 展 
的 动力 和 规律 等 问题 作出 分 析 和 论述 。 应 当 指明 ， 相 对 
于 前 两 章 而 言 ， 这 一 章 的 研究 可 以 说 达到 了 更 高 的 层次 
因为 我 们 在 此 已 超越 各 个 个 别 的 数学 家 而 以 数学 自身 作 
为 直接 的 研究 对 象 。 


DR, Wilder: 《Evolution of Mathematical Concepts, An Elementary Study》，john 
Wiley & Sons, Inc., 1968; 《Mathematics as a Cultural System?, Pergamon Press, 1981 


学 斑 化 :一 个 开放 的 系 凉 


3，1 数学 发 展 的 内 在 动力 与 规 各 
上 向 忆 经 提 到 ， 本 齐全 完 的 重 归 和 尾 点 且 


! 是 超越 各 个 


个 别 数 笃 家 的 县 体 匡 帮 凋 从 开 囊 的 屋 次 上 太 论 及 数学 的 
发 展 动 妃 和 规 稚 ” 这 也 哎 息 说 、 


我 们 在 此 是 以 数学 自 寺 、 


调 不 好 是 以 各 个 数字 家 的 生体 二 作 作 为 直接 的 研究 对 象 
h 


这 种 镀 究 是 千 有 有 共 


- 定 的 合 
我 们 可 以 首先 区 察 数学 史上 上 
大 问题 的 发 现 或 解决 往往 是 由 多 个 
然而 六 几乎 是 加 时 作出 的 ， 


: 呢 ? 为 了 回答 这 “问题 ， 


看 到 的 


-个 现象 ， 凤 重 
\ 四 数字 家 彼此 独 忆 、 


这 就 是 所 测 的 “多 重 发 规 ” 


全 如， 牛顿 和 和 菜 布 尼 效 对 于 微 侦 分 理论 的 创立 ， 耻 
斯 、 岁 已 转 天 斯 基 和 鲍 耶 村 于 下 欧 儿 何 的 创造 ， 纲 上 和 尔 


与 彪 夺 对 于 对 数 } 
的 典章 例子 ， 更 
于 (他 由 是 个 数 ' 


样 . ”1 
蝇 然 


人 性， 而 各 个 个 别 的 数 


和 楷 地 下 明了 这 样 -- 个 事 


纪 的 在 很 大 种 度 二 只 是 


算法 的 创立 等 ， 

- 般 志 说， 这 就 正如 葛 悍 的 父 甘 芯 鳃 
家 ) 所 指出 的 :“ 那 似乎 是 对 的 、 很 
多 当 物 仿佛 都 有 那么 一 个 时 期 ， 时 时 它们 
加 时 被 人 人们 发 现 了 了， 相知 在 在 大 大 到 紫 罗 天 处 处 片刻 


邦 可 看 成 “多 重 发 现 ” 


就 任 很 多 地 方 


就 我 们 日前 的 沦 题 来 说 ， 这 就 从 一 个 方面 请 

: 即 数学 发 展 有 上 其 一 定 的 舰 让 
家 的 具体 工作 在 很 大 程度 于 就 是 
由 这 种 客观 舰 律 所 决定 的 ， 或 并 说 ， 个 别 数学 家 在 此 所 
-种 “催化 剂 ” 或 “执行 着 ”的 
用 -， 从 而 ， 为 了 使 研究 荆 作 不 断 深 化 ， 我 们 就 可 以 ， 


而 日 应 当 超 越 各 个 个 体 去 研究 数 交 月 生发 展 的 规律 


1979 


吃 革 国志 分 歼 池上 电 十， 第 


时 第 273 如。 | 各 二 坟 科学 投 术 油 友 入、 
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为 了 清楚 地 说 明 问 题 ， 在 此 还 可 对 哲学 上 上 的 一 个 相 
关 理 论 ， 即 着 名 哲学 家 波 普 尔 (K，Popper) 所 提出 的 三 
个 世界 的 理论 ， 作 一 简单 的 介绍 。 

所 谓 “ 三 个 世界 ”的 理论 ， 笼 统 地 说 ， 即 是 指 我 们 
可 以 区 分 出 如 下 的 三 个 不 同 的 “ 咱 界 ”: 四 物理 客体 或 物 
理 状态 的 世界 ， 亦 可 称 为 世界 1; @ 意 识 状态 或 精神 状态 
的 直 界 ， 亦 可 称 为 世界 2; 图 思想 的 客观 内 容 的 世界 ， 亦 
可 称 为 世界 3。 

从 历史 的 角度 看 ， 在 波 普 尔 之 前 ， 弗 雷 格 即 已 明确 
地 提出 了 三 种 不 同 的 存在 的 思想 (它们 构成 了 所 谓 的 
“三 个 领域 ")， 这 就 是 ， 中外 部 世界 中 的 物质 对 得 ;加 从 
属于 各 个 个 体 的 观念 [ 弗 当 格 称 之 为 “观念 ” (idea) 1; 
国 客观 的 抽象 对 象 [ 他 称 之 为 “思想 ”(thought)]。 弗 尖 
格 指出 : 思想 既 非 外 部 其 界 中 的 事物 ， 也 非 观念 。 央 为 ， 
第 一 ， 思 想 具 有 观念 所 不 具有 的 客观 性 。 对 此 弗 雷 格 写 
道 ,“ 和 思想 并 不 需要 -- 个 拥有 者 以 从 属于 他 的 思维 内 容 。 
例如 ,我 们 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 表达 的 思想 永远 是 真 的 ， 
而 不 管 任何 人 是 否认 为 它 为 真 。 它 并 不 需要 一 个 拥有 者 ， 
它 并 不 是 从 得 到 发 现 的 那个 时 候 起 才 是 真 的 。 正 如 一 颗 
行星 在 被 任何 人 着 到 以 前 就 处 于 与 其 他 行星 的 相互 作用 
之 中 ”第 二 , ! 四 并 个 内 有 有 多 训 
对 此 雷 格 写 “我 们 应 把 客观 的 和 现实 的 这 两 者 明 
确 区 分 开 来 ”中 外 ls 雷 格 并 突出 强调 了 第 二 种 存 
在 对 于 其 他 呆 种 存在 的 作用 和 影响 。 事 实 上 ， 弗 志 格 关 


四 “DGillics， 《hrege，Dedekind，and Peano on the Foundations of Arithmetee， 
Van Gorcum, Asscn, The Neiherlands, 1982, P. 40. 
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思想 的 客观 实在 性 的 论述 在 很 大 积 度 上 即 是 训 
于 其 他 上 个 领域 的 影响 而 刘 的 ， 例 如 ， 弗 密 属 气 道 
果 说 思想 具有 :种 实在 性 ， 也 只 能 在 以 下 的 意义 上 去 说 : 
人 们 所 共有 的 知识 ,例如 自然 科学 知识 能 影响 他 的 判断 
并 进而 影响 着 物质 的 运动 . 
此 可 见 ， 波 普尔 关于 三 个 世界 的 区 分 作 很 大 程度 
即 是 对 十 弗 害 格 :… 个 领域 的 忠 想 的 直接 继承 ; 但是 ， 
与 夏 需 格 相 比 ， 波 普尔 更 为 明确 地 强调 了 世界 3 对 于 扯 欠 
2 的 依赖 性 。 例 如 ， 波 普尔 写 道 : “柏拉图 的 第 寺 插 界 是 
神圣 的 ， 它 是 不 变 的 ， 并且 当然 是 趴 的 : 因而 在 他 的 第 
于 基 界 和 我 的 第 二 直 界 之 问 便 在 在 一 条 鸿沟 : 我 的 第 一 
世界 是 人 造 的 和 可 变 的 ， 它 不 仪 包括 真实 的 媒 论 ， 而 岂 
包括 虚假 的 理论 ， 尤 其 还 包含 尚 术 解 决 的 问题 、 推 测 和 
反 驶 “另外 ， 波 普尔 的 二 个 此 界 理 论 的 核心 则 在 十 他 
突出 强调 了 世界 3 的 相对 独立 性 种 自主 性 。 波 普尔 号 道 : 
“自主 性 观念 是 我 的 第 三 世界 奋 论 的 核心 : 尺 管 第 二 址 界 
是 人 类 的 产物 ， 人 类 的 创造 物 . 但 是 它 也 像 其 他 运动 的 
产物 一 样 ， 反 过 来 义 创造 它 自 己 的 自主 性 领域 ." 字 
显然 ,按照 波 普尔 的 上 述 理论 ， 数 学 对 象 就 属于 他 
所 说 的 世界 3， 因为， 正如 第 一 章 中 所 已 清楚 地 指明 了 
的 ， 数 学 对 象 并 非 物质 世界 中 的 真实 存 余 ， 而 是 总 维 活 
动 的 直接 产物 ; 然而， 又 由 于 数学 对 象 是 借助 十 明确 的 
定义 得 到 建构 的 ， 因此， 即使 相对 玫 其 创造 者 而 言 ，-~ 


TM Dammen: ,The Imerpretanon of Frege’s Philworiny s, flarvard LU mverny 


y 
: 《客观 知识 》、 第 131 页 ， 上 海 、1 诲 详 文 出 版 社 ，1987.。 
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且 数 学 对 象 获 得 了 明确 的 定义 ， 它 们 就 立即 获得 了 一 
的 相对 独立 性 ， 另 外 ， 由 个 体 铝 共同 体 的 过 湾 〈 这 即 是 
指 ， 如 果 个 体 的 数学 创造 能 够 成 功 地 为 相应 的 共同 体 所 


接受 ) 则 更 为 直接 促成 了 数学 对 象 


“主观 的 思维 创造 


向 “《〈 相 对 》 独 立 的 客观 对 象 ”的 转变 。 进 而 ， 我 们 在 此 
所 说 的 数学 发 展 的 规律 则 又 显然 就 可 被 看 成 世界 3 的 “ 白 


主 性 ”的 集中 表现 。 


正 因为 我 们 可 以 脱离 各 个 个 体 而 去 论 及 数学 发 展 的 
规律 ， 因 此 ， 在 怀 尔 德 在 来 ,我们 也 就 可 以 把 数学 比拟 


成 一 个 按照 自身 规律 不 断 发 展 进化 的 “ 


就 像 生物 的 进化 论 人 研究 一 样 ， 我 们 在 此 


“ 超 有 机 体 ”， 而 
也 可 用 同样 的 方 


法 去 对 促进 数学 发 展 的 各 种 动力 因素 作出 其 体 的 分 析 。 
怀 尔 德 写 道 : “ 即 如 我 在 《数学 概念 的 进化 》 一 - 书 中 所 强 
调 指出 的 ， 数 学 有 一 个 进化 的 过 程 ， 而 且 ， 与 生物 的 进 


化 一 伴 ， 数 学 的 进化 也 受到 各 种 力量 的 


一 书 中 曾 明确 地 列举 出 了 数学 发 展 的 


具体 地 说 ， 怀 尔 德 在 自己 所 著 的 《 


FE 用。 了 
数学 概念 的 进化 》 
11 种 动力 (附录 


一 )， 而 如 果 着 服 于 内 部 的 话 《 怀 尔 德 把 这 种 内 在 的 动力 
称 为 “遗传 力量 "， 这 显然 是 由 进化 论 中 所 直接 借用 的 一 
个 词汇 )， 这 主要 包括 : 符号 化 ， 抽 象 , 一般 化 ， 一体 


化 ， 多样 化 。 


1. 怀 尔 德 指出 ， 对 于 新 的 、 更 合适 的 符号 的 不 断 追 
求 是 整个 数学 史 的 一 个 重要 特征 ， 耐 合适 的 符号 系统 的 


建立 则 就 为 数学 的 进一步 发 展 创造 了 


TR. Wilder 《Mathematicy as a Cultural Systemn》， 
18. 
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一 个 具有 遗传 特性 


Pergamon bress，1981，P 


束 和 歼 字 文化 : -一 分 开放 的 系统 


的 思 轩 除去 摊 作 十 的 使 利 以 外 、 企 适 的 答 全 认 可 促 
9 抽象 创造 ， 国 为 符 宁 的 合用 已 直接 指 4 了 a 
般 的 形式 、 并 为 | 全 的 扩张 提供 了 现实 的 可 能 性 

2, 村 东 全 从 放 ， 文化 发 展 的 一 个 普 吉 央 律 ， 加 是 眶 
阁 趾 瑟 的 和 发展， 各 个 文化 系统 必然 会 达到 出 高 的 搜 象 各 
度 、 而 后 省 则 六 总 于 在 获 得 广 见 大 的 遗传 力 草 , 例如、 
哲 扑 学 最 初 是 作为 几何 学 的 个 分 到 得 到 发 形 的 ， 然 而 
由 二 采取 了 抽象 的 一 般 形 式 ， 扩 盾 学 的 意义 很 快 就 超出 
和 完 的 范围 开 渗 透 到 了 数学 的 各 个 分 去 ” 标 尔 德 义 认 
为 数学 中 很 多 化 大 的 抽象 弄 不 是 以 渐进 的 形式 、 调 外 
以 飞 幅 的 形式 得 以 实现 的 ， 这 一 吉 象 并 是 出 数学 的 内 禾 
力 迁 噶 决 定 的 例如， 由 集中 池 揽 五 次 太 开 次 以 上 方程 
J 公式 解 转 到 霹 亲 i 式 解 是 告 存 在 便 是 :次 重 归 的 
长 跃 ， 南 区 扩大 在 前 一 方向 上 的 长 期 失 政 至 援 促使 人 人 们 


去 进行 新 的 思 荔 ， 并 暧 终 达 色 了 新 的 、 史 高 的 抽象 程度 
3. 怀 尔 德 指出 ， 一 般 化 是 数学 家 从 事 研 究 荆 作 最 为 
et 之 -- 般 化 与 哆 高 屋 次 的 抽象 全 痊 密 切 芍 


联系 ， - 般 化 FA 让 象 的 一 个 重 贞 手段 、 例 如、 
一 些 虞 来 彼此 独立 地 发 展 起 来 的 埋 沦 后 来 可 能 被 发 现 县 
有 相思 的 数学 特性 ， 这 时 就 可 通过 一般 化 建交 一 个 新 的 
理论 ， 并 使 原来 的 各 个 理论 成 为 新 坦 论 的 特例 ， 上 这 地 
然 就 达到 了 一 个 新 的 、 更 高 的 抽象 释 度 例如、 恬 论 的 
建立 就 足 这 方面 的 一 个 是 型 例 

4. 所 谓 “ 一 体 化 "， 硅 此 是 些 诛 来 于 不 相关 的 理 
论 (或 概念 、 方法) 通过 相交 人 -个 只 有 由 大 
沟 在 能 万 的 新 的 地 论 ， 而 原先 的 商 个 理论 则 仍然 保持 在 
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独立 的 存在 性 。 怀 尔 德 指出 ， 数 学 
动力 往往 是 为 了 从 外 部 吸取 方法 以 
未 能 得 到 解决 的 问题 ， 而 其 最 为 村 
大 地 增强 了 数学 的 统一 性 。 

5. 怀 尔 德 所 谓 表 
引出 多 种 不 同 的 新 理论 或 新 概念 ， 
理论 或 概念 的 不 同 特征 。 例 如 ， 
义 是 一 种 序数 ， 而 在 超 穷 数理 论 
的 区 分 ， 从 而 ， 这 事实 上 就 是 -- 种 
体 化 相 类 似 ， 怀 尔 德 认为 ,多 样 化 
的 现实 状况 所 决定 的 。 另 外 ， 在 这 
要 的 联系 ，-- 体 化 正 是 多 禅 化 的 

容易 看 出 ， 怀 尔 德 所 说 的 J 
章 中 所 说 的 “ 数 党 的 精神 ”是 
也 就 可 以 以 后 者 为 惊 据 对 数学 发 展 
芍 补充 , 特别 是 ， 由 数学 发 展 史 的 
道 ， 严 格 化 和 系统 化 也 应 被 看 成 促 
力 因素 。 另 外 ， 如 果 采 用 第 二 章 的 
的 各 个 动力 因素 显然 妇 
要 组 成 成 分 。 

应 当 指 出， 除去 明确 地 列举 4 
力 央 素 ， 怀 尔 德 还 突出 地 强调 了 在 
的 现实 状态 这 两 者 之 间 所 存在 的 如 
数学 家 们 并 不 是 盲目 地 去 从 寻 
等 方面 的 研究 工作 的 ; 恰恰 相反 ， 
土 正 是 由 数学 发 展 的 现状 所 决定 的 
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[上 述 


pp 


> 


RK 


必然 发 


` 分 接近 的 。 


就 可 以 被 看 成 “数学 传统 ”的 吾 


中 的 一 体 化 其 直接 的 
解决 原先 领域 中 久久 
要 的 后 果 之 一 则 是 极 


J “多 样 化 "， 是 指 由 一 个 理论 或 概念 


它们 分 别 体 坝 了 头 有 


自然 数 既 是 一 种 基数 ， 


则 胃 
多 术 


这 两 首 作 了 明确 

Ef 化 的 发 展 。 与 … 
常常 也 是 由 数学 发 展 
两 者 之 间 还 存在 着 重 
展 。 
各 个 “动力” 与 第 二 
从 布 ， 我 们 
的 动力 因素 作出 必要 
具体 考察 我 们 即 可 知 
进 数学 发 展 的 重要 动 
表述 方法 ， 这 里 所 说 


到 


了 数学 发 展 的 一 些 动 
数学 传统 与 数学 知识 
要 联系 。 这 妓 是 指 ， 


一 般 化 、 严 格 化、 系统 化 


这 种 研究 在 很 大 程度 
， 或 者 说 ， 正 是 数学 


第 三 语 ” 数 学 文化 : 一 个 开放 的 系统 
发 展 的 坝 实 状况 为 所 说 的 研究 提供 了 必要 的 基础 和 实际 
的 动力 。 例如， 了 矛盾 〈 迟 论 ) 的 发 现 将 促使 数学 家 积极 
地 去 从 事 少 格 化 的 研究 ,理论 的 多 样 化 将 直接 导致 - 体 
化 的 工作 ,不 适合 的 符号 的 存在 将 促使 数学 家 去 创造 新 
的 更 为 合适 的 符号 ， 埋 论 在 数量 上 的 积累 又 必然 会 引起 
系统 化 的 任务 ， 等 等 。 男 外 ， 数 学 家 们 之 所 以 不 满足 于 
已 有 的 工作 ， 并 总 是 希望 通过 新 的 研究 去 发 展 和 深化 认 
识 ， 即 如 达到 新 的 更 大 的 普遍 性 、 更 大 的 严格 性 、 新 的 
更 高 层次 上 的 和 谐 性 等 ， 则 又 主要 是 由 于 传统 的 力量 
也 即 是 对 于 所 说 的 “数学 的 精神 ”的 直接 继承 。 

从 而 ， 如 果 从 内 部 进行 分 析 ， 以 下 就 可 被 看 成 数学 
发 展 的 一 条 最 为 重要 的 规律 ， 即 正 吓 “数学 传统 ”与 
“数学 发 展现 实 状 况 ”〈 人 包括 已 取得 的 成 功 及 种 种 不 如 人 
意 的 地 方 ， 即 如 长 期 未 得 到 解决 的 问题 的 存在 、 不 相 容 
性 的 发 现 、 现 有 符号 的 不 适合 性 等 ) 的 汰 让 关系 在 很 大 
程度 上 决定 了 数学 的 进一步 发 展 、 或 者 说 ， 这 两 者 的 辩 
证 关系 即 是 决定 数学 发 展 的 主要 矛盾 之 一 。 

显然 ， 从 这 样 的 立场 首发 ,我 们 也 就 可 以 联系 以 
所 列举 的 各 个 “动力 因素 ”揭示 出 关于 数学 发 展 的 一 些 
更 为 具体 的 规律 。 特 殊 地 ， 后 者 事实 上 就 构成 了 怀 尔 德 
所 谓 的 “数学 发 展 的 23 条 规律 ”( 附 录 一 ) 的 一 个 重要 组 
成 部 分 。 即 如 : 

规律 5 一 个 概念 或 理论 能 个 保持 它 的 重要 性 ， 既 取 
决 于 它 的 富有 成 果 性 ， 又 取决 于 它 的 符号 表达 形式 。 如 
有 果 后 者 造成 了 理解 上 的 轿 难 而 概念 却 仍然 是 富有 城 果 的 ， 
那么 ， 一 种 更 容易 把 握 和 理解 的 符号 形式 就 会 得 到 发 展 。 
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规律 7 如 果 若 二 概念 的 一 体 化 将 会 促进 一 个 数学 理 
论 的 发 展 ， 特 别 古 这 一 理论 的 发 展 就 依赖 于 所 说 的 一 体 
化 ,那么 ， 这 种 … 体 化 就 会 发 十。 

规律 13 数学 现行 概念 结构 中 不 相 容 性 或 不 适当 性 
的 发 现 ， 将 会 导致 补救 性 概念 的 产生 。 

规律 15 ”数学 的 不 断 进化 伴随 着 产 密 程 度 的 提高 。 
每 - 代数 学 家 都 会 感到 对 先前 几 代 人 所 作 的 隐藏 的 假设 
进行 证 明 (或 反驳 ) 是 必要 的 。 
纲 律 21 ” 随 着 数学 的 进化 ， 隐 藏 的 假设 个 断 被 发 现 
得 到 明确 的 表述 ， 其 结果 或 者 是 普遍 的 接受 ,或 者 是 
部 分 或 全 面 地 被 抛弃 ;接受 通常 伴随 着 对 假设 的 分 析 以 
及 用 新 的 证 明 方法 去 证 实 它 。 
规律 16 ”数学 系统 的 进化 只 能 通过 更 高 的 抽象 进行 ， 
这 种 抽象 借助 于 一 般 化 和 一 体 化 ， 并 通常 为 遗传 的 力 基 
所 激励 。 
另外 ， 由 于 概念 的 创造 和 问题 解决 显然 构成 了 数学 
发 展 的 基本 形式 ， 因 此 ， 从 以 上 的 基本 立场 去 进行 分 析 ， 
以 下 各 条 规律 的 提出 也 就 十 分 自然 了 
规律 6 ”如果 一 个 理论 的 进展 依赖 于 某 一 问题 的 解 
决 ， 那么 , 这 一 理论 的 概念 结构 就 会 以 这 样 的 方式 得 到 
发 展 以 使 这 一 问题 得 到 最 终 的 解决 。 一 般 说 来 ， 这 种 解 
决 将 带 来 一 大 批 新 的 成 果 。 
规律 8 如果 数学 的 发 展 需 要 引入 菜 种 似乎 是 不 合理 
或 “不 真实 ”的 概念 ， 那么 ， 这 种 概念 就 会 通过 适当 的 
且 可 接受 的 解释 提供 出 来 。 

最 后 ,应 当 明确 的 是 ， 与 怀 尔 德 所 指出 的 上 述 各 条 
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数学 发 展 规律 相对 照 ， 笔 状 以 为 我 们 应 当 进 一 步 损 示 
数学 发 展 的 辩证 性 质 ， 从 调 更 深刻 地 指明 数学 发 展 的 内 
在 规律 。 
其 体 地 说 ， 除 去 上 面 所 己 提 及 在 数学 知识 的 现实 状 
况 与 数学 传统 之 间 所 存在 的 凑 让 关系 外 ， 我 们 并 可 清楚 
地 看 到 在 数学 的 历史 发 展 中 所 存在 的 以 下 各 个 辩证 关系 : 
1. 抽象 化 与 具体 化 
由 于 数学 的 发 展 存 很 大 程度 上 只 能 借助 更 高 层次 于 
的 抽象 得 以 实 更， 因此 ， 洒 断 地 上 升 到 新 的 、 更 尚 的 抽 
象 程度 就 是 数学 发 展 的 一 个 重要 特征 ; 但 是 ， 作 为 问题 
的 另 ~ 方面， 我 们 又 不 能 认为 抽象 化 是 数学 发 展 的 惟 -- 
形式 。 和 事实 上 ， 在 达到 更 高 的 抽象 程度 的 同时 ， 在 数学 
中 也 存在 着 具体 化 的 倾向 例如， 计算 数学、 
统计 数学 、 模 糊 数 学 等 与 实践 密切 相关 的 学 科 辫 
发 展 就 是 基体 化 的 实际 例子 。 另 外 ， 更 为 重要 的 是 ， 数 
学 向 着 更 高 抽象 程度 的 发 展 又 并 非 是 一 个 单 向 的 简单 过 
程 ， 而 是 在 抽象 与 具体 的 辩证 运动 中 得 以 实现 的 。 
对 子 数学 中 抽象 化 与 具体 化 的 辩证 关系 可 以 具体 论 
述 如 下 : 
第 一 ， 与 抽象 的 数学 研究 相对 赂 ， 理 论 在 实际 中 的 
成 功 运 用 显然 可 被 视 为 “其 体 化 ”的 一 个 茜 本 涵义 。 也 
下 是 在 这 样 的 启 义 上 ,我们 即 可 清楚 地 看 出 存在 于 “ 折 
象 化 ”与 “具体 化 ”之 间 的 互相 依赖 、 相 互 促进 的 辩证 
关系 : 一 方面 ， 只 有 依赖 于 抽象 的 数学 研究 ， 我 们 才能 
更 为 深刻 地 认识 客观 世界 ， 从 布 也 才 可 能 在 应 用 让 取得 
更 大 的 成 荔 。 这 就 正如 怀特 海 所 指出 的 : “ 当 数学 越 是 退 
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到 抽象 恩 想 的 更 加 极端 区 域 ， 


它 就 越 是 在 分 析 共 体 事实 


方面 相应 地 获得 脚踏实地 的 重要 成 长 另 一 方面 ， 又 


正 是 实践 活动 哺育 了 抽象 揭 数 学 研究 并 为 之 提供 了 必要 
的 调节 因素 ， 因 为 ， 不 然 的 话 ， 如 末 我 们 只 是 击 


引出 概念 ， 在 抽象 之 上 进行 抽象 ， 最 终 则 就 可 能 因为 完 


全 脱离 实际 而 走向 荒 订 。 
给 予 我 们 的 重要 启示 。 


第 二 , 无 论 是 “具体 ”或 “抽象 ”， 


例如 ， 这 


就 下 是 惊 论 的 发 现 所 


在 数学 中 义 都 只 


县 有 相对 的 意义 。 这 就 正如 著名 数学 家 柯 朗 所 指出 的 : 


一 个 人 必须 牢记 ,“ 具 体 ”、 


涉及 一 个 思想 框架 ， 


象 ” 和 “推广 


“抽象 `、 
这 些 术 请 在 数学 中 没有 稳定 的 和 绝对 的 含义 - 
一 个 知识 状 
例如 ， 已 被 列 为 熟悉 的 事物 很 容易 被 看 做 具体 


个别 ”和 “一 般 ” 
它们 主要 
状态 以 及 数学 本 体 的 特征 。 
的 。“ 抽 


这 些 词 描 述 的 不 是 静止 情况 或 最 终结 果 ， 


而 是 从 某 些 具体 层次 导向 更 高 


层次 的 动态 过 程 ."2 显然 ， 


这 也 就 从 又 一 角度 表明 了 认识 的 不 断 深 化 正 是 在 抽象 化 
与 具体 化 的 辩证 运动 中 得 以 实现 的 : 新 的 认识 即 是 把 不 
熟悉 的 概念 纳入 已 有 的 认识 框架 ， 从 而 也 就 是 一 个 “有 具 
体 化 ”的 过 程 ， 另 外 ， 所 说 的 “具体 化 ” 则 又 为 新 的 、 
更 高 层次 上 的 抽象 活动 提供 了 直接 的 基础 。 


值得 指出 的 是 ， 上 述 这 种 由 抽象 到 具体 的 转化 过 程 ， 


不 仅 对 于 个 人 的 认识 活动 是 必 不 可 少 的 《并 构成 了 认识 


活动 的 本 质 )， 


而 且 对 于 整个 数学 共同 体 来 说 也 是 十 分 重 
要 的 。 例 如 ,由 数学 的 历史 发 展 可 以 看 出 ， 


很 多 重要 的 


0) Kapur: 4 牧 尝 家 谈 数 学 本 质 》， 第 209 页 ,北京 ,北京 大 学 出 版 社 ，1973- 


两 中 第 12 
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数学 定理 的 证 明 或 迹 明 方法 ， 
现代 集合 论 研究 中 的 
长 的 演变 过 
获得 了 严格 的 证 明 (或 省 说 ， 


“为 迫 法 
程 ,这 就 是 说 ， 尽 管 一 些 定理 从 -一 开始 就 已 


即 如 哥 德 尔 不 完备 性 定理 、 
等 ， 郁 曾经 历 了 -个 较 


柑 应 的 证 明 方 法 在 逻辑 上 


是 无 舌 可 击 的 ), 但 是 ， 由 于 
没有 得 到 清楚 的 揭示 ， 因 此 ， 
出 进一步 的 分 析 和 研究 ， 直 至 
说 成 为 “直观 浅显 、 透 彻 明 F 
的 过 程 有 时 

综 上 aa 
增加 ， 
具体 化 的 辨 让 运动 中 得 以 实现 
上 化 与 特殊 化 

正如 第 一 章 中 所 已 提 及 的 ， 
出 特殊 上 升 到 - - 般 〈 员 抽象 )， 
征 或 侧面 加 以 抽象 从 而 形成 
的 概念 或 有 


见 


2. 一 其 


将 这 里 所 说 的 “-- 般 化 ”和 


甚至 要 延续 数 上 年、 
， 我 们 就 不 应 片面 地 强调 抽 
而 应 清楚 地 看 到 数学 的 无 限 发 展 正 是 在 提 象 化 与 


“抽象 化 ”和 “具体 化 ”混同 
其 次 ， 义 如 第 一 章 中 所 已 


内 在 的 本 质 或 证 明 思 想 并 
人 们 叉 总 是 黎 力 十 对 此 作 
其 最 终 对 人 部 分 数学 家 来 
”的 东西 ， 这 种 “具体 化 ” 
芯 至 上 下 年 . 

象 程度 的 不 断 


的 。 


数学 中 的 抽象 不 仅 是 指 
中 是 由 原型 中 选取 某 一 特 


上 原 曹 更 为 善 通 、 吏 为 -- 自 
论 ， 而 且 也 包括 了 特殊 化 〈 强 抽象 )， 
过 引入 新 特征 强化 原型 去 完成 抽 


即 是 通 
象 ， 从 而 ,我 们 就 不 应 
“特殊 化 ”与 里 而 所 说 的 


起 来 。 


首 明 的 ， 法 国 布尔 巴 基 学 


派 关 于 数学 结 梅 的 分 析 已 经 


之 间 还 存在 着 互相 依赖、 


径 清楚 地 表明 : 蜀 
象 在 数学 的 历史 发 展 中 部 具有 
想 互 促进 的 辩证 关系 

为 了 清楚 地 说 明 问 题 ， 我 
特殊 化 方法 在 数学 解 题 中 的 应 


象 和 强 抽 
， 在 两 者 


十 分 重要 的 作 


门 还 可 结合 一 般 化 方法 与 
日 进一步 指明 两 者 的 重要 
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性 及 其 辩证 关系 。 


有 具体 地 说 ， 对 于 特殊 化 方法 在 数学 解 题 中 的 作用 人 
们 已 经 作 了 较为 透彻 的 研究 。 这 主要 足 : 第 一 ， 通过 特 
殊 化 可 以 更 好 地 弄 清 感 意 。 第 一 ， 我 们 可 以 通过 特例 的 
洱 察 对 可 能 的 结论 写 避 能 的 解 妥 方 深 进 行 铺 测 ， 有 时 还 
可 通过 由 ~ 般 向 特殊 的 化 四 解决 原来 的 问题 、 第 三 ， 我 
们 可 通过 特殊 化 对 已 获得 的 解答 进行 检验 。 与 此 相对 照 ， 


就 - 般 化 方法 而 这， 人 介 


孝 


往往 只 是 注意 了 它 的 构造 性 


功能 ， 即 如 何 由 基 个 特殊 的 数学 对 象 出 发 通过 “ 努 抽 象 ” 


去 构造 出 更 为 - - 般 的 对 象 ， 


题 中 的 作用 ,或 者 说 ,大 


商 忽 视 了 这 -方法 存 数学 解 


于 一 : 般 化 方法 何以 能 在 数学 解 


题 中 发 控 重 要 的 作用 尚 缺 乏 深 入 的 分 析 。《〈 另 外， 人 们 往 


往 也 忽视 了 特殊 化 方法 的 构造 性 切 能 ， 而 上 述 关 于 强 抽 
了 这 种 倾向 的 错误 性 。) 
事实 上 ， 一 般 化 方法 在 数学 解 题 中 也 有 疹 广 泛 的 应 
用 ,例如 由 “轨迹 作 图 法 ”在 几何 作 图 中 的 广泛 应 用 就 
轨迹 作 图 具有 “化 难为 萄 ”的 


象 的 论述 则 已 清楚 地 表明 


可 清楚 地 看 出 : 如 所 知 ， 


功能 ， 面 由 原来 所 求 作 的 对 象 到 相应 轨迹 的 过 滤 事 实 上 
也 即 是 “从 考虑 一 个 对 象 过 湾 
到 考虑 包含 该 对 象 的 一 个 集合 ”一般 地 说 ， 一 般 化 方 


就 是 -个 一 般 化 的 过 程 ， 


法 之 所 以 能 在 数学 解 题 中 发 挥 重 要 的 作用 ， 主 要 就 是 内 
为 ， 由 特殊 向 一 般 的 过 渡 常 常 为 问题 的 分 析 提 供 了 新 的 
着 眼 点 ， 从 而 也 就 为 问题 的 解决 开拓 了 新 的 可 能 性 。 例 
如 ,通过 - 般 化 ， 就 可 以 促使 我 们 将 着 眼 点 由 单一 的 问 


波 利 亚 : 《怎样 解 题 )。 第 107 页 ， 北 京 ， 科 学 出 版 社 ，1982 
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题 詹 移 到 一 系列 问题 的 相互 关系 ， 而 这 往往 就 为 问题 的 
解决 提供 了 新 的 可 能 性 ， 诸 如 通过 “ 弟 推 "， 由 简 到 繁 
地 .“ 逐 个 地 ”去 解决 这 些 问题 。 
从 而 ， 就 如 希 尔 伯 特 所 指出 的 : “在 解决 一个 数学 问 
题 时 ， 如 果 我 们 没有 获得 成 功 ， 原 因 常 常 在 于 我 们 没有 
认识 全 更 一 般 的 观点 ， 即 服 证 要 解决 的 问题 不 过 是 一 连 
串 有 关 问 题 中 的 - -个 环节 。” 妾 然 ， 又 止 如 希 尔 伯 特 所 指 
出 的 :“ 在 讨论 数学 问题 时 ， 我 们 相信 特殊 化 比 一 般 化 起 
着 更 为 重 费 的 作用 。 可 能 在 大 多 数 场合 ， 我 们 寻找 一 个 
问题 的 答案 而 未 能 成 功 的 原因 ， 是 在 于 这 样 的 事实 ， 即 
有 - 些 比 手头 的 问题 更 简单 、 更 容易 的 问题 没有 完全 解 
决 或 完全 没有 解决 。 这 时 ， 一 切 有 赖 于 找 出 这些 比较 容 
易 的 问题 并 使 用 尽 可 能 完善 的 方法 和 能 够 推广 的 概念 来 
解决 它们 。 这 种 方法 是 克服 数学 困难 的 最 重要 的 杠杆 之 
综 下 所 述 ， 我 们 就 不 应 片 而 强调 一 般 化 或 特殊 化 
而 应 明确 地 肯定 一 般 化 与 特殊 化 的 辩证 运动 正 是 数学 发 
展 的 一 个 基本 规律 。 
3. 多 样 化 与 一 体 化 
正如 第 一 章 中 所 提 及 的 ， 数 学 现代 发 展 的 一 个 决定 
性 特点 划 是 其 研究 对 象 的 极 大 扩 完 ， 它 所 研究 的 已 不 仅 
是 具有 明显 直观 背景 的 量化 模式 ， 侧 旦 是 各 种 可 能 的 量 
化 模式 。 显 然 ， 这 也 就 清楚 地 表明 了 多 样 化 正 是 数学 发 


个 希 尔 们 特 : “数学 问题 "， 载 《数学 出 译文 集 》， 第 63 页， 上 海 ， 上 海 科学 技 
术 出 版 并，1981。 
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但 是 ,在 肯定 数学 发 展 的 多 样 化 趋势 的 同时 ,我 们 
又 应 清楚 地 看 到 数学 中 并 人 存在 有 强大 的 统一 趋势 。 这 虐 
正如 著名 数学 家 过 多 内 《J.Dieudonne》 所 指出 的 : “人 
们 经 常 给 自己 提出 这 样 的 问题 ， 数 学 的 着 孝 发 展会 不 会 
窒息 它 未 来 的 进步 : 事实 上 不 可 能 有 包括 数量 如 此 之 多 、 
概念 和 成 果 如 此 之 丰富 的 理论 ， 因 而 导致 了 极端 的 专业 
化 和 理论 之 间 更 严重 的 隔离 ， 最 终 由 于 缺乏 有 生命 力 的 
新 思想 而 使 它们 宪 败 下 去 。 我 们 确实 知道 有 理论 枯竭 这 
种 例子 ,然而 幸运 的 是 ， 我 们 已 多 次 重复 过 ， 在 数学 中 
存在 着 减少 这 种 危险 的 强大 而 统一 的 趋势 ”了 

具体 地 说 ， 数 学 中 的 统一 化 趋势 首先 表现 于 各 个 分 
支 的 相互 渗透 ， 特 别 是 一 个 数学 分 支 常常 通过 由 另 一 分 
支 中 吸取 概念 和 方法 获得 重要 的 进步 ， 即 如 解决 了 某 一 
久久 未 能 得 到 解决 的 问题 ， 甚 至 是 开拓 了 -- 个 新 的 研究 
方向 。 也 正 因为 此 ， 在 数学 中 就 经 常 可 以 看 到 以 下 的 现 
象 :“ 数 学 如 今生 气 达 勃 ， 其 分 支 如 此 之 多 ， 各 分 支 又 塌 
此 之 广博 ,几乎 无 人 能 知 其 全 部 。 因 此 ， 自 然而 然 ， 我 
们 ， 无 一 例外 ， 常 常 出 席 -- 些 学 术 演讲 会 ， 我 们 对 讲演 
的 课题 所 知 其 少 …… 但 这 不 要 紧 。 无 论 这 个 演讲 是 关于 
无 界 算 子 ,交换 群 ， 还 是 关于 可 平行 曲面 。 相 距 很 远 的 
数学 各 部 分 之 间 的 互相 影响 常会 出 现 。 一 个 部 分 的 概念 、 
方法 常会 对 所 有 其 部 分 有 启示 。 这 一 体系 作为 一 个 整体 
的 统一 性 是 值得 令 人 惊叹 的 .到 


技术 出 全 请 多 册 8 | 纶 数学 的 进展 ， 载 :数学 史 译 文集 ,第 124 上 页， 上 海 ， 上 海 科学 
癌 ” 哈 尔 蓉 斯 ;“ 应 用 数学 是 坏 数 学 "， 载 邓 东 皇 等 编 ，《 数 学 与 文化 ,第 164 页 
北京 大 学 出 版 社 ，1990。 


次 ， 除 去 各 个 分 支 


趋势 更 表现 于 以 下 的 事实 
一 些 诛 来 被 认为 是 互 不 相干 
。 在 数学 史上 也 可 


到 了 统一 


第 三 章 ”数学 文化 : 一 个 开放 的 系统 
的 相互 渗透 ， 数 学 中 的 统一 化 
由 于 揭示 出 了 共同 的 本 质 ， 
、 甚 至 是 互相 对 立 的 理论 得 
看 到 很 多 这 样 的 例子 。 例 如 ， 


借助 于 让" 克 莱 
之 下 的 不 变量 
分 支 〈《 如 欧 氏 几何 、 仿 射 
就 重新 获得 了 统一 。 
从 而 ， 总 的 来 说 ， 
和 
这 样 的 问题 : 数学 会 不 会 
被 分 提成 许多 弧 立 的 分 支 ， 


关于 几何 


解 ， 它 们 的 关系 变 得 更 松懈 了? 
我 认为 ， 
它 的 生命 力 正 
联系 ， 尽 管 数 学 知识 千差万别 ， 


也 不 希望 有 这 样 的 情况 。 
分 割 的 有 机 整体 ， 


的 思想 ， 原 先 被 分 


就 如 希 尔 1 


学 所 研究 的 是 〈 各 种 ) 变换 群 
割 成 许多 几乎 互 不 相干 
射影 几何 等 ) 的 几何 党 


几何 、 


白 特 所 指出 的 : “今日 的 
范围 广阔 ! 我 们 面临 着 
也有 些 学 科 那 样 的 厄运 
的 代表 人 物 很 难 相互 理 
我 不 相信 有 这 样 的 情况 ， 
数学 科学 是 一 个 不 可 
是 在 子 各 个 部 分 之 间 的 
我 们 仍然 清楚 地 认识 到 : 


何等 3 
遭 到 其 
它们 


， 


在 作为 整体 的 数学 
概念 的 亲缘 关系 。 


中 , 使 


同时 ， 在 


着 相同 的 逻辑 工具 ， 存 在 着 
它 的 不 同 部 分 之 间 ， 也 有 大 


量 相似 之 处 。 我 们 还 注意 到 ,数学 理论 越 是 向 前 发 展 ， 


的 结构 就 变 得 越 加 调和 
所 隔离 的 分 支 也 会 显露 出 


随 着 数学 的 发 展 ， 它 的 有 机 的 特性 


楚 地 呈现 H 


bh 来 。”? 


最 后 ， 从 更 深 的 层次 看 ,我 们 


一 致 ， 并且， 这 门 科学 一 向 相 
原先 意 想 不 到 的 关系 。 因 此 ， 
不 会 背 失 ， 只 会 更 清 


在 此 显然 又 应 明确 肯 


Ti 项 尔 但 特 : “数学 问题 "， 载 《数学 史 详 文集 》， 第 82 页 ，|- 诲 ， 上 海 科 学 技 


术 出 版 社 ，1981 
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定 在 多 样 化 与 一 体 化 之 问 所 存在 的 辩证 关系 : 个 问 理论 
的 相互 渗透 与 比较 ， 导 致 了 更 为 深刻 的 认识 以 及 新 的 
更 高 层次 上 的 统一 ; 新 的 统一 性 概念 或 理论 的 建立 则 又 
为 创造 更 多 的 新 概念 和 新 理论 提供 了 直接 的 基础 。 

综 土 可 见 ， 多 样 化 与 一 体 化 的 辩证 统一 也 谍 被 看 成 
数学 发 展 的 一 个 基本 规律 。 
4. 证 明 与 反 驶 

首先 ， 我 们 应 当 明确 肯定 “证 明 ” 在 数学 发 展 中 的 
重要 地 位 ， 这 也 就 是 数学 与 一 般 自 然 科 学 相 比 其 特殊 性 
的 一 个 重要 表现 。 其 次 ， 作 为 问题 的 另 一 方面 ， 我 们 又 
应 看 到 ， 猜 想 与 反 驭 在 数学 的 历史 发 展 中 同样 占有 十 分 
重要 的 地 位 。 

事实 上 上 ， 数 学 的 无 限 发 展 正 是 在 “证 明 ” 与 “反驳 ” 
的 辩证 运动 中 得 以 实现 的 : 就 其 最 终 表 现 而 言 ， 数 学 建 
立 在 严格 的 论证 之 上 ; 但 数学 研究 又 并 不 总 是 那么 严格 
的 ,因为 只 有 依靠 直觉 依靠 大 胆 的 想象 与 猜测 ， 并 通 
过 多 次 的 反复 、 即 “猜想 ”与 “ 反 驶 ”， 我 们 才能 发 现 并 
最 终 获 得 可 靠 的 知识 。 另 外 ， 间 样 重要 的 是 ， 严 格 性 又 
并 非 一 个 绝对 的 概念 ， 而 是 具有 一 定 的 历史 性 和 相对 性 ， 
或 者 说 ， 即 是 体现 了 数学 共同 体 的 一 种 共同 信念 ， 从 而 ， 
随 着 数学 的 发 展 ， 严 格 性 的 概念 也 必然 地 有 一 个 演变 和 
深化 的 过 程 ， 而 作为 这 种 历史 发 展 性 的 一 个 直接 结果 
一 些 隐藏 的 假设 和 隐蔽 的 错误 会 不 断 得 到 揭示 和 纠正 
一 些 不 那么 严格 的 证 明 也 会 不 断 得 到 改进 ， 从 而 ， 总 的 
来 说 ， 证 明 与 反 驶 的 辩证 运动 就 必然 会 贯穿 于 数学 的 全 
部 发 展 历史 。 
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们 得 指 出 的 是 ， 蓉 名 数学 哲学 家 、 科 学 哲学 家 拉 卡 
托 斯 〈1，Lakatos) 在 其 名 善 《 证 明 与 反 驱 》 中 曾 通 过 方 
史 案例 的 具体 分 析 从 方法 论 的 角度 指明 了 证 明 与 反 颈 的 
辩证 关系 。 具 体 地 说 ， 拉 卡 托 斯 认为 :“ 非 形式 的 、 拟 经 
验 的 数学 的 增长 并 不 是 无 可 怀疑 地 建立 起 来 的 定理 单纯 
在 数量 上 的 增长 ， 而 是 依靠 思辩 和 批判 依靠 证 明和 反 
驭 的 逻辑 不 停 地 去 改进 猜想 -7 这 也 就 是 说 ， 我 们 应 当 
努力 发 现 反 例 以 驶 斥 所 已 给 出 的 关于 奉 朴 猜想 的 “ 注 
明 ”"， 进 而 ,借助 于 反例 我 们 又 可 发 现 原先 “证 明 ” 中 隐 
需 的 前 提 ， 从 而 ， 通 过 将 所 说 的 前 提 “ 明 朗 化 ”， 我 们 就 
可 获得 改进 了 的 猜想 。 按 照 戴 维 斯 和 埋 斯 的 解释 ， 对 拉 


卡 托 斯 所 提出 的 这 一 发 展 模式 可 以 具体 表示 如 下 :人 
4 猜测 i 
Er 
村 ” 检验 | ， 
- 一 证 明 
， 
| 了 
[一 一 - 一 反 驶 
| ， 
1 | 局 部 性 反例 的 结果 | 重 构 
全 局 性 反例 的 结果 <- 


交手 放 多 
?901 
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显然 ， 这 就 更 为 清楚 地 表明 了 在 证 明 与 反 驭 之 间 所 
存在 的 “真正 的 辩证 的 统一 性 ”。 


5, 


连续 性 与 间断 性 


显然 ， 上 述 关 于 证 明 与 反驳 辩证 关系 的 分 析 ， 邮 已 


从 较 小 范 


i 


析 


具体 地 说 ,为 了 对 上 述 


围 表明 了 数学 的 发 
的 辩证 统一 。 为 了 更 清楚 地 表明 这 样 ~- 点 ， 我 们 再 
学 中 是 否 存 在 有 革命 ”的 问题 昼 


展 下 是 


问题 作出 明确 的 解答 ， 


问 断 ” 


二 
结合 


此 作出 进一步 的 分 


我 们 


必须 首先 对 “革命 ”和 “数学 ”这 样 两 个 更 为 基本 的 概 
念 的 涵义 作出 溢 清 。 第 一 ， 


然 不 应 把 数学 简单 地 等 


楼 照 第 二 章 的 分 析 ， 


我 们 显 


数学 看 成 
多 种 “知识 成 分 ”与 “ 


其 次 ， 


的 不 连续 性 ， 
不 相 容 的 ， 然 而 ， 这 一 
大 程度 上 改变 了 整个 数学 〈 或 有 关 分 支 ) 的 面貌 。 


按照 以 上 的 解释 ， 由 数学 历史 的 实际 考察 胃 


个 


中 “命题 ” 


对 于 “ 《数学 中 


也 即 是 指 


发 


革命 ” 则 应 理解 成 发 
展 是 与 原来 的 传统 明明 地 
并 在 很 


“ 语 


展 


最 终 却 获得 了 成 功 ， 


加 


间 于 命题 或 公式 的 汇集 ， 而 应 把 
“方法 ”、“ 问 题 ”、 
数学 传统 ”组 成 的 - -个 复合 体 ; 
特 ) 革 
新 的 发 
展 


理 言 ”等 


的 明显 


可 看 出 ， 


数学 中 确实 存在 有 革命 。 例 如 ， 非 欧 几 何 的 建立 显然 就 
是 这 样 的 例 于 (可 参见 第 六 章 )， 因 为 非 欧 几何 本 身 即 是 


与 传统 的 数学 思想 完全 不 相 容 的 ， 或 者 说 , 
建立 就 以 与 传统 思想 的 
欧 几 何在 数学 
这 就 正如 克 莱 因 所 指出 的 :“ 非 
引起 数学 的 一 些 重要 新 分 支 ， 但 它 的 


面 斤 ， 
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决裂 作为 必要 


E 欧 几何 的 
前提; 男 外 ， 非 
中 地 位 的 确立 义 极 大 地 改变 了 整个 数学 的 
欧 几 何 …… 的 创造 
最 重要 影响 是 迫使 


第 三 前” 数学 文化 : 一 个 开放 的 系统 
数学 家 们 从 根本 上 改变 对 数学 的 性 质 的 理解 ， 以 及 对 它 
和 物质 世界 的 关系 的 理解 ……"T《〈 可 参见 第 六 豪 。) 
由 于 数学 革命 所 造成 的 主要 是 数学 观 的 巨大 变革 ， 
因此 ， 就 数学 的 “知识 成 分 ”与 “数学 传统 ”的 区 分 而 
言 , 我 们 就 可 以 说 ， 数 学 革命 主要 是 指 “ 数 学 传统 ”的 
命 ; 但 是 ， 作 为 问题 的 另 一 方面 ， 我 们 又 应 看 到 ,由 
于 在 数学 的 这 两 种 成 分 之 间 存 在 普 互 相 渗 透 的 辩 让 关系 ， 
因此 , “数学 传统 ”的 革命 就 必然 会 造成 数学 的 “知识 成 
分 ”在 一 定 程 度 上 的 变化 ， 即 如 意义 或 范围 的 变化 等 。 
例如 ， 非 欧 几 何 的 建立 显然 就 极 大 地 改变 了 传统 数学 的 
意义 。 从 而 ， 即 使 就 “知识 成 分 ”而 言 ， 数 学 的 发 展 也 
不 应 被 说 成 单纯 的 量 的 积累 ， 府 必然 包含 有 一 定 的 质 的 
变化 。( 显 然 ， 这 也 就 从 义 -- 角 度 表 明了 数学 中 不 存在 任 
何 绝对 的 东西 。) 
最 后 ， 在 肯定 数学 中 存在 有 革命 的 同时 《这 是 数学 
与 一 般 自 然 科学 同一 性 的 表现 )， 我 们 还 应 注意 到 数学 革 
命 上 共有 自己 特殊 的 表现 形式 。 这 就 是 指 ， 数 学 中 的 革命 
并 非 表现 为 先前 的 理论 为 男 一 相对 立 的 理论 所 完全 取代 ， 
也 即 对 前 者 的 彻底 废除 ; 与 此 相反 ， 妓 如 非 欧 岂 何 的 例 
于 所 清楚 地 表明 的 ,在 此 出 现 的 往往 是 两 种 理论 共存 的 
局 而 ,或 者 更 恰当 地 说 ， 这 时 先前 的 理论 常常 是 在 新 的 
形式 下 得 到 了 保存 。 从 而 ， 就 如 亚历山大 洛 夫 所 指出 的 ， 
数学 的 发 展 “ 不 是 用 破坏 和 取消 原 有 理论 的 方式 进行 的 ， 
而 是 用 深化 和 推广 漂 有 理论 的 方式 ， 用 以 前 的 发 展 作 准 


to 克 某 四 :， 《十 今 数学 思想 》， 第 三 册 ， 第 275 由 ， 上 滁 ， 上海 科学 技术 出 版 社 ， 
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备 而 提出 新 的 概括 理论 的 方式 进行 的 ”人 


显然 ， 这 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 在 数学 发 


性 与 间断 性 之 间 所 存在 的 辩证 关系 。 


3. 2 数学 文化 : 


就 数学 的 文化 研究 而 言 ， 


即 数学 能 否 被 看 成 是 一 


为 了 对 上 述 问题 作 


作出 的 。 


如 前 所 述 ， 数 学 史上 


个 完全 封闭 


数学 的 发 展 能 否 被 看 成 是 


一 个 开放 的 系统 


的 系统 ? 


其 内 在 


tH 明确 的 解答 ， 
前 而 所 已 提 及 的 “多 重 发 现 ” 
现 或 发 明 往 往 是 多 个 数学 家 相互 独 


的 确 表明 了 数学 发 展 有 


致 相同 ， 


其 自身 
史 的 实际 考察 我 们 又 可 看 出 

但 他 们 的 命运 却 又 往往 有 着 十 分 
例如 ， 尽 管 罗 巴 切 夫 斯 基 与 鲍 
何 , 但 他 们 的 工作 在 很 长 时 期 
而 只 是 由 于 高 斯 的 有 关 信 件 在 其 身后 得 到 了 披露 ， 非 


的 问题 ， 即 数学 中 好 


这 是 一 个 二 分 突出 的 问题 ， 
这 也 就 是 说 ， 
素 所 惟一 决定 的 ? 

我 们 仍 可 先 米 看 


大 发 


“多 重 发 现 ”屡见不鲜 


并 、 而 义 儿 乎 是 加 时 


的 规律 性 ; 但 是 , 


尽管 这 些 创建 


巨大 的 


者 的 贡 


差异 。 


几何 才 真 正 获得 了 数学 家 的 普遍 关注 。 


由 于 这 正 是 数学 发 展 史上 的 一 
日 此 而 提出 了 如 下 的 规律 ， 

4 一 个 新 的 数学 概念 的 创造 者 的 名 望 和 
方面 起 着 强 


怀 尔 德 也 
规律 
该 概念 的 可 接受 性 


， 科 学 出 版 社 ， 
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个 普遍 现象 ， 


已 成 功 地 创立 了 非 
内 未 能 得 到 应 有 的 重 


也 位 在 


制 的 作用 ， 尤 其 是 在 新 概 


0D 驻 必 二 《数学 一 一 它 的 内 容 、 方 法 和 意义 》， 第 一 卷 , 第 33 页 ， 北 
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念 突破 了 传统 时 是 这 样 ;， 对 于 新 的 术语 或 符号 的 创造 也 
就 我 们 日 前 的 论题 而 言 ， 这 显然 就 表明 了 ; 除 内 在 
的 因素 外 ， 社 会 和 文化 的 因素 不 数学 的 历史 发 展 中 也 发 
挥 了 十 分 重要 的 作用 ， 
为 了 喝 清 楚 地 说 明 问 题 ， 我 们 述 可 对 数学 忠 中 所 谓 
的 “超前 现象 ” 作 一 分 析 。 
如 众 所 知 ， 除 “多 重 发 现 ” 和 外 ， 在 数学 史 中 我 们 并 
可 经 常 看 到 这 样 的 现象 ， 即 某 个 或 某 些 天 才 人 物 作 出 了 
某 项 重要 的 数学 发 现 或 发 明 , 但 这 项 发 坝 或 发 明 的 重要 
性 在 当时 却 没 有 为 人 们 所 认识 ， 以 致 逐 渐 为 人 们 所 遗忘 
了 ， 而 只 是 在 若干 年 以 厂 ， 册 于 这 一 结果 又 重新 得 人 到 了 
发 现 或 发 明 并 得 到 了 普通 的 重视 ,原先 的 工作 也 才 最 终 
获得 了 正确 的 评价 。 例 如 ， 尽 管 德 沙 格 中 在 17 世纪 初 就 
已 初步 发 展 起 了 射影 几何 ， 但 只 是 到 了 19 址 纪 ， 这 一 理 
论 才 获得 了 普遍 的 重视 并 最 终 得 到 了 建立 - 
容易 看 出 ， 这 种 “超前 现象 ”在 很 大 程度 上 即 可 依 
据 数学 自身 的 发 展 程度 得 到 解释 : 由 于 有 大 的 发 现 或 发 
明 背 离 了 当时 数学 发 展 的 主流 ,特别 是 超越 了 当时 普遍 
的 认识 水 平 ， 因 此 ， 所 说 的 发 现 或 发 明 在 当时 就 个 可 能 
获得 普遍 的 重视 ; 们 是 ， 在 此 我 们 仍 应 看 到 外 部 因素 、 
村 别 是 创造 者 所 处 的 社会 - 文化 环境 所 发 挥 的 重要 作用 。 
例如 ， 通 过 数学 史 的 具体 考察 ， 怀 水 德 指 出 ， 缺 王 必要 
的 文化 交流 这 既 可 能 由 于 创造 者 远离 当时 的 文化 中 心 ， 
岂可 能 由 于 创造 者 使 用 了 难以 理解 的 语言 和 符号 )， 往 往 
也 是 造成 所 说 的 “超前 现象 ”的 一 个 重要 诛 轩 。 
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从 而 ， 从 总 体 上 说 ， 我 们 就 应 明确 肯定 社会 -文化 
环境 对 于 数学 历史 发 展 的 重要 作用 。 (应当 指明 ， 作 为 数 


学 史上 各 个 发 明 创 
学 发 展 的 内 在 规 竺 
而 二 也 应 注意 考察 相 头 数学 
果 忽 视 了 后 一 因素 ， 我 们 显 
合理 的 解释 ， 即 在 外 部 环境 
些 数学 家 何以 可 能 作出 “ 超 
正 是 在 这 样 的 意义 上 ， 笔 者 
看 成 是 由 所 说 的 规律 所 必然 
一 定 包 含有 偶然 的 成 分 。 这 


造 的 具体 


分 析 ， 我 们 不 仅 应 当 注 意 数 


lL 与 发 明 创造 的 外 部 环境 等 客观 因素 ， 


家 的 个 体 特殊 性 . 例如 ， 如 
然 就 无 法 对 下 列 的 事实 作出 
并 不 十 分 有 利 的 情况 下 ,一 
越 时 代 ” 的 发 明 战 发 现 。 也 
闵 为 ， 数 学 的 发 展 就 不 能 被 
地 决定 的 ， 勿 宁 说 ， 共 中 也 
就 是 说 ， 数 学 的 无 限 发展 正 


是 中 必然 性 和 偶然 性 所 共同 
些 实 二 也 就 清楚 地 表明 了 在 
中 的 一 般 规 律 之 间 所 存在 的 
个 世界 的 理论 ， 这 种 差 


决定 的 。 显 然 ， 以 上 的 分 析 
数学 发 展 的 规律 与 自然 科学 
重要 区 别 。 如 果 借 用 波 普尔 
异 就 可 表述 为 ， 尽管 数学 发 


0 
也 反映 了 “客观 事 


| 
的 规 笠 
于 其 所 涉 上 及 的 是 世界 3 而 并 


环境 ， 而且 也 必然 地 包 
后 ， 也 正 是 从 这 样 的 角度 
别 数学 家 在 数学 历史 发 展 中 
全 被 动 和 无 足 轻重 的 ， 


名 代 到 半 


不 自 党 俐 个 。) 


人 类 恩 维 活动 的 产物 ， 即 是 人 类 认识 活动 的 直接 结果 ， 
此 ， 数 学 的 发 展 就 不 仅 涉及 到 了 人 类 活动 的 社会 一 文 
全 


我 们 更 不 能 认为 在 其 背后 存在 有 
某 种 “神秘 的 力量 ” ， 而 数学 家 们 则 只 是 这 种 神秘 力量 


物 ” 的 必然 联系 ， 然 而 ， 
世界 1 中 的 对 象 ， 后 者 又 正 


有 个 体 的 特殊 性 或 偶然 性 
去 进行 分 析 ， 笔 者 以 为 ， 个 
所 发 挥 的 作用 不 应 被 看 成 完 


元 


o 


的 


也 正 是 从 这 样 的 角度 去 进行 分 析 ， 怀 尔 德 提出 了 如 
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9 文 


合适 的 
件 。 (显然 ， 
中 国 数学 


下 


第 三 章 


村 殊 


对 了 


规律 10 


经 达到 了 必 和 要 
由 


F 认 为 一 


疗 文化 与 不 同 领 域 
并 加 速 数 学 的 发 展 
的 文化 水 平 的 话 。 

股 的 文化 环境 既 可 


重要 的 促进 作 


也 可 能 产生 


的 制约 作 


A 


湛 ” 和 “文化 
的 一 般 规律 : 
规律 11 


子 文化 ， 


”这 样 两 种 动力 


由 文化 及 其 各 种 


， 怀 尔 德 不 仅 明确 


教学 文化 : 一 个 开放 的 系统 


22 ”数学 中 最 活跃 时 期 出 现 的 充 要 条 件 是 ， 存 
化 气候 ， 包 括 机 会 、 
现 , 尾 论 或 也 后 的 发 现 等 ) 和 材料 。 
t 会 -文化 环境 正 是 数学 健 
于 经 历 了 “文化 大 划 
作者 来 说 ， 这 是 -- 个 最 为 明 
怀 尔 德 在 此 并 曾 明 确 
数学 发 展 的 积极 意义 ， 

不 
臻 新 概念 的 产 4 


种 激 〈 如 新 领域 的 出 
这 就 是 说 ， 存 在 有 

康 发 展 的 一 个 重 览 条 

命 ” 这 惨痛 经 访 的 

确 的 事实 ,) 

也 肯定 了 “文化 传播 ” 


之 间 的 传播 经 常会 导 


股 没 接受 的 一方 已 


了 


以 对 数学 的 发 展 产生 
的 消极 作用 用 全 产 重 
出 提出 了 “文化 阻 
因素 ， 弄 提出 了 如 下 


了 文化 ,诸如 科学 的 


所 造成 的 环境 力量 ， 将 在 数学 子 文化 中 造成 明 


显 的 反映 。 这 种 反映 既 可 能 足 增加 新 的 数学 慨 念 的 创造 ， 


也 可 能 是 数学 创造 的 减少 ， 这 取决 
， 怀 尔 德 指出 ， 拒 绝 从 外 部 文化 中 吸 


例 | 
黎 的 数字 系统 ， 


即 如 在 1299 年 意 大 


环境 力 旱 的 


性 质 ， 
区 更 为 有 
利 佛 罗 伦 了 萨 仍 颁 布 法 


令 ， 要求 行 会 中 的 商人 继续 使 用 第 拙 的 罗 汝 数学 ， 而 不 


此 使 用 更 为 方便 的 日 
一 个 监 型 例子 。 另 多 


! 度 一 阿拉 伯 数 


， 民 族 主义 的 


字 ， 就 是 文化 阳江 的 
情绪 则 旧 接 导致 了 英 
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国 数学 家 在 很 长 时 期 内 坚持 采用 4 


上 顿 的 流 数 术 而 拒绝 采 


纳 菜 布 尼 兹 的 更 为 方便 的 符号 系统 ， 这 就 可 以 看 成 文化 


抵制 的 一 


成 分 采取 


个 实例 ,也 即 是 
了 更 为 强烈 、 更 为 自觉 的 


于 不 同 的 文化 传统 而 对 外 来 


抵制 态度 。 


事实 是 ， 如 果 更 为 自觉 地 从 社会 -文化 的 角度 去 进 
行 分 析 , 特别 是 清楚 地 认识 到 各 个 数学 家 总 是 作为 社会 


共同 体 的 


一 员 从 事 自 己 的 看 


究 活 动 的 ， 也 即 总 是 处 在 一 


定数 学 传统 的 影响 之 下 ， 我 们 就 可 更 为 深入 地 去 揭示 数 


学 发 展 的 
规律 


的 和 普遍 


- - 些 规律 性 。 这 也 就 如 怀 


尔 德 所 指出 的 ; 


9 在 任何 时 候 ， 都 有 … 种 为 数学 共同 体 的 成 员 
所 共同 享有 的 文化 直觉 ， 它 体现 了 关于 数学 概念 的 基本 


接受 的 见解 。 


规律 17 个 别 的 数学 家 必须 维持 与 数学 文化 主流 的 


接触 ， 而 
和 已 有 的 


综合 的 概念 


不 能 有 其 他 


的 选择 ;他 不 仅 受 数学 的 发 展 状况 


数学 工具 的 限制 ， 而 且 必 须 适 应 那些 即将 走向 


人 
So 


特殊 地 ， 在 怀 尔 德 看 来 ， 这 种 文化 的 考察 也 就 清楚 
地 表明 了 在 数学 的 研究 中 我 们 必须 明确 反对 各 种 绝对 化 


的 观念 。 


即 如 ， 


规律 18 数学 家 们 不 时 地 宣称 ， 他 们 的 课题 已 经 近 
乎 “彻底 解决 了 "， 所 有 的 基本 结果 已 经 得 到 ， 剩 下 的 只 


是 填补 缉 


节 问 题 。 


规律 19 文化 的 直觉 主张 ， 每 个 概念 、 每 个 理论 都 


有 一 开端 


规律 


20 ”数学 的 最 终 基础 是 数学 共同 体 的 文化 直觉 。 


规律 23 ”由 于 数学 的 文化 基础 ， 因 此 在 数学 中 不 存 
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在 什么 绝对 的 东 珀 ， 具 有 相对 的 东西 。 
显然 ， 上述 规律 与 第 一 章 的 论述 是 十 分 -~ 致 的 ， 从 
而 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 数学 活动 的 文化 性 质 
一 般 地 说 ， 就 如 第 二 章 中 所 已 明确 指出 的 ,我 们 在 
此 即 应 肯定 外 部 力量 对 于 数学 历史 发 展 的 决定 性 作用 。 
具体 地 说 ， 就 如 先前 的 讨论 所 已 表明 的 ， 数 学 在 
定 意义 上 可 以 看 成 一 个 自足 的 系统 ， 而 这 不 仅 是 指数 学 
可 以 单纯 凭借 内 在 的 力量 得 到 一 定 的 发 展 ， 市 且 是 指 
学 具有 自己 特殊 的 价值 标准 和 发 展 规律 ， 从 而 ， 相 对 于 
外 部 而 言 ， 数 学 的 发 展 就 具有 -- 定 的 独立 忻 〈 特 殊 地 
这 显然 也 就 是 数学 的 发 展 何以 可 能 共有 - 定 “ 超 前 性 ” 
的 一 个 主要 原因 ); 然而 ， 作 为 问题 的 男 一 方面 ， 我 们 又 
应 看 到 外 部 因素 对 于 数学 发 展 的 重大 作用 : 外 部 因素 不 
仅 为 数学 的 发 展 提供 了 重要 的 动力 ， 而 月 也 提供 了 必要 
的 调节 因素 和 检验 标准 《显然 ， 这 与 第 二 章 中 所 论 及 的 
“现实 真理 性 ”的 主导 地 位 是 真 接 相对 应 的 )。 

例如 。 如 果 已 有 的 数学 工作 未 能 有 效 地 满足 外 部 的 
需要 ， 就 将 促使 数学 家 积极 地 去 从事 新 的 研究 。 即 如 二 
次 世界 大 战 就 曾 直接 促进 了 系统 分 析 、 博 弈 论 、 运 筹 学 、 
信息 论 等 学 科 的 研究 和 电子 计算 机 的 研究 。 

值得 指出 的 是 ， 与 所 谓 的 “遗传 力量 ”相对 照 ， 怀 
尔 德 曾 把 这 种 外 部 的 力量 形象 地 称 之 为 “环境 力量 " 。 怀 
条 德 指出 ， 对 于 所 说 的 “环境 力量 ”我 们 又 可 作出 “ 物 
质 成 分 ”和 “文化 成 分 ”的 进一步 区 分 ， 其 中 ， 所 谓 的 
“物质 成 分 ” 即 是 指 人 类 物质 生活 的 直接 需要 ， 例 她 ,在 
数学 的 早期 发 展 中 我 们 就 可 清楚 地 看 到 这 种 物质 成 分 的 

115 
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重要 影响 ， 


即 如 几何 在 古 埃 及 的 早期 发 展 就 是 由 于 土地 


量 的 直接 需要 ; 另外 ， 怀 尔 德 所 谓 的 “文化 成 分 ” 则 
不 仅 包括 了 一 般 的 文化 环境 ， 也 是 指 其 他 文化 成 分 、 特 


别 是 一 般 自 然 科 学 对 于 数学 发 


展 的 影响 。 怀 尔 德 指出 ， 


在 物理 学 的 历史 发 展 中 , “物质 成 分 ”始终 有 着 最 为 重要 


的 影响 ; 然而 ,对 数学 来 说 却 


非 是 这 样 的 情况 ， 因 为 


除去 早期 的 发 展 以 外 ， 促 进 数学 发 展 的 主要 是 其 他 科学 、 
特别 是 物理 学 的 需要 ， 而 并 非 人 类 物质 生活 的 直接 需要 。 
综 上 所 述 ， 数 学 的 发 展 事实 上 就 应 被 看 成 外 部 力量 


和 内 在 力量 共同 作 


是 


也 中 应 当 


的 结果 。 这 也 就 如 怀 尔 德 所 指出 的 : 


规律 2 ”新 概念 的 进化 通常 是 由 于 遗传 的 力量 、 或 者 


由 于 借助 环境 力量 得 以 表现 的 一 般 文化 的 压力 造成 的 。 


当然 ,我 们 在 此 又 应 明确 肯定 数学 发 展 的 辩证 性 质 ， 
清楚 地 看 到 在 “环境 力量 ”与 “遗传 力量 ”之 


闻 所 存 丰 


起 源 了 


的 鼓舞 
着 ,通常 六 


FE 
的 :“ 在 每 个 数学 分 支 
F 经验， 是 
着 一 门 数学 分 支 的 进一步 发 


的 辩证 关系 。 例 如 ， 这 就 正如 希 尔 伯 特 所 指出 
h ， 那 些 最 初 、 最 老 的 问题 肯定 是 
外 部 现象 世界 所 提出 。…… 但 是 ， 随 
展 ， 人 类 的 智力 ， 受 着 成 功 
， 开 始 意识 到 自己 的 独立 性 。 它 自身 独立 地 发 展 
不 受 来 自 外 部 的 明显 影响 ， 而 只 是 借助 于 四 


辑 组 合 、 一 般 化 、 特 殊 化 ， 巧 妙 地 对 概念 进行 分 析 和 综 
合 ， 提出 新 的 富有 成 果 的 问题 。 
创造 力 进行 工作 时 ， 外 部 世界 又 重新 开始 起 作用 ,通过 


实际 现象 向 我 们 提 H 


ee 其 间 ， 当 纯 思 维 的 


8 新 的 问题 ， 开 各 新 的 数学 分 支 。9 


全 希 尔 伯 特 ;“ 数 学 问题 "， 载 《数学 史 译文 集 》， 第 61 页， 上 海 ， 上 海 科学 技 
术 出 版 社 ，1981。 
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所 造成 的 新 的 变化 ， 特 别 是 ， 
机 技术 的 迅速 发 展 和 广泛 应 用 对 数学 未 来 发 展 所 造成 


“计算 机 辅助 数学 研究 ”。 


全 三 章 数学 文化 ; 


县 体 地 说 ， 正 如 计算 机 为 各 行 各 业 提 供 了 新 台 
工具 ， 它 也 为 数学 研究 提供 了 新 的 研究 手 


那么 ， 


机 器 极 
而 大 处 理 的 


一 个 开放 的 系统 
指出 的 是 ， 如 果 说 以 于 关于 数学 发 展 规 
是 于 数学 中 的 研究 ， 
言 ， 我 们 显然 又 应 注意 分 析 社 会 的 进步 在 这 方 
我 们 即 应 清楚 地 看 到 计 


就 数学 的 未 


有 效 


股 ， 这 就 是 所 
对 此 著名 数学 家 阿 
) 曾经 指出 ; ,于 和 机 第 一 位 和 站 员 昌 的 途 
“ 吃 数字 '。 高 速 
计算 ,使 得 那些 本 来 央 太 复 
也 得 到 直接 的 数值 答案 ,” 当 然 ， 计 算 机 
并 不 只 限于 计算 。 俩 


东亚 


行 极为 


对 于 


出 : “计算 机 的 -大 优点 是 能 这 
数学 家 的 青睐 。 许多 复杂 的 学 问 
妈 示 为 探索 现象 提供 1 其 有 效 
q 色 定理 的 证 明 又 可 以 “机 器 
从 而 , “概括 起 来 ， 计 算 机 在 数学 家 

阶段 为 他 们 提供 了 极为 实用 的 帮助 。 宁 

， 计 算 机 的 使 用 直接 导致 了 数学 于 究 分 
习 日 于 计算 机 的 使 用 使 得 大 量 过 去 
无 法 实现 的 计算 成 为 可 能 ， 这 就 不 仅 使 一 些 传统 的 研究 
问题 得 以 复活 ， 而 且 还 直接 导致 了 一 些 新 的 研究 分 支 ， 
oh 阿 划 到 “数学 与 计算 机 革命 "， 载 ICMI 研究 热 书 之 一 ， “ 固 际 殿 望 : 巨 十 作 


代 的 数学 教育 $， 第 33 页 ， 上 上 海 ， 上 海 数 育 出 版 入 ，1950. 
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第 一 篇 “数学 的 文化 观念 
例如 “计算 数论 "、“ 计 算 几 何 学 ”等 。 另外， 也 有 -一 些 
问题 由 于 计算 机 的 使 用 变 得 特别 重要 。 例如， 由 于 计算 
a 
的 概念 (这 是 指 解 决 菜 问题 的 一 个 懈 定 方法 )， -概念 
现 又 蒜 人 了 符 员 的 六 订 ”有 关 同 研究 并 人 条 下 新风 内 容 
这 也 就 如 《计算 机 和 信息 科学 对 数学 和 数学 教育 的 影响 》 
一 书 中 所 指出 的 : “近年 来 ， 由 于 计算 机 的 5 引进， 算法 又 
响起 了 人 们 的 极 大 兴趣 。…… 对 许多 同类 问题 已 经 开发 
了 很 多 计算 机 算法 。 其 些 情况 下 ， 可 用 多 种 算法 解决 问 
一 问题 ， 诸 如 将 名 字 按 字典 顺序 排列 或 求 一 个 矩阵 的 北 
矩阵。 此 时 ， 人 们 选择 的 算法 ， 不 仅 要 解决 问题 ， 而 且 
还 要 是 符合 要 求 的 好 几 种 算法 中 “最 佳 ” 的 ~- 个。 有 此 
算法 虽 节 省 了 运行 时 间 ， 但 可 能 浪费 了 内 存 空间 ,或 者 
是 反 过 来 的 情况 ， 这 就 需要 找 出 与 个 或 多 个 参数 有 关 
的 最 优 的 或 至 少 是 有 效 的 算法 ， 由 此 开辟 了 复杂 度 理 论 
的 研究 。” 吕 
在 此 我 们 并 应 特别 提 及 对 于 离散 数学 的 剖 调 。 这 就 
正如 《 九 十 年 代 的 中 、 小 学 数学 》 一 书 中 所 指出 的 ，“ 计 
算 机 本 质 上 是 离散 的 机 器 ,而 且 描 述 计算 机 功能 所 需 的 
数学 以 及 发 展 计算 机 软件 所 用 到 的 数学 也 是 离散 的 。 其 
结果 ， 对 离散 数学 一 一 布尔 代数 、 差 分 方程 、 图 论 …… 
的 兴趣 在 近 些 年 来 已 经 有 了 巨大 的 增长 。” 

最 后 ， 就 如 第 二 章 中 所 已 提 及 的 ,计算 机 的 使 用 还 


革命 "，[CMI 研究 从 书 之 -: 《国际 展望 : 九 十 年 代 
海 教育 出 版 社 ，1990。 


导 丝 了 数学 观 的 重要 安 化 ， 对 
上 清楚 地 看 到 。 例 如 ， 计 算 忆 
F 么 是 数学 问题 的 “满意 解 ” 
有 前， 数学 家 和 努力 把 问题 的 解 处 
包括 熟知 的 代数 和 ,三角 展 于 等 其 体形 式 ; 今天 ， 


人 


ES 


学 


生 人 们 有 兴趣 的 


正如 前 面 所 已 提 及 的 ， 
漳 数 学 家 正在 旬 


方法 很 不 相同 的 
就 让 在 改变 数学 的 
学 "。 最 后 ， 出 于 计算 
大 加 强 了 先前 业已 存在 
地 扩展 了 数学 
“数学 化 的 时 代 ”)， 内 


| 


- 切 数值 的 计 


第 三 率 教学 文化 :一 全 开放 的 系统 


中 问题 的 令 人 满意 的 解 则 往往 是 指 找到 了 一 个 可 
F 算 机 算法 。 共 次 ， 计 算 机 
的 使 用 哆 引起 广 人 们 关于 数学 本 质 的 新 的 思 性 ， 例 


逮 六 叮 在 多 种 不 同 的 
的 使 用 正在 改变 人 们 关 
的 认识 : 


寺 
A 


应 


- 些 


芯 一 种 新 的 作 数学 的 方法 ， 苑 主要 道 
计算 机 实验 从 审 新 的 发 岗 . 由 于 这 种 研究 方法 是 与 传统 
， 央 此 ， 在 这 些 数学 家 看 求 ， 计 算 机 
省 质 : 数学 平 在 成 为 一 门 “ 马 


头 


4 
En 


如 ， 


次 
于 


在 计算 机 出 现 以 
理 成 某 种 优雅 的 代数 形式 ， 


数 
产 


新 
过 


的 


: 验 
机 技术 的 迅速 发 展 和 广泛 应 用 
9 “数学 化 ”做 向 ， 特 别 是 和 
的 应 用 范围 (以 全 信息 时 代 谨 可 被 说 


大 
大 
成 


， 这 也 就 促使 大 们 对 数学 的 价值 


有 了 新 的 认识 - 这 就 正如 美 因数 学 教师 全国 委员 会 
CNCTMD 在 《学校 数学 课程 和 评估 的 标准 》 这 一 - 指 早 性 文 


件 中 所 指出 的 : 


贸易 、 经 济 、 语 


是 在 社 


“计算 机 处 理 大 电信 息 的 功能 使 得 在 诸如 
、 生物 学 、 医 药 、 社 会 学 等 领域 中 实 
行 量化 并 对 信息 进行 逻辑 分 析 成 为 订 能 ， 特 兄 


全 
Ea 


科学 与 生命 科学 中 已 经 造成 也 大 的 变化 。 事 实 卜 ， 定 
量 分 析 的 技术 儿 乎 已 经 渗透 到 了 吞 帮 活动 的 所 有 领域 


NCTM: SCornedlom and Evalvateon Standards of School Mahermatesy ,199. 
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显然 ， 就 我 们 目前 的 论题 而 言 ， 计 算 机 对 于 数学 林 
来 发 展 的 影响 就 从 又 … 角 度 更 为 清楚 地 表明 了 外 部 环境 
(包括 社会 物质 技术 条 件 ) 对 于 数学 发 展 的 重要 影响 。 从 
而， 总 的 来 说 ， 在 承认 数学 发 展 相 对 独立 性 的 同时 ， 我 
们 又 不 应 把 数学 看 成 一 个 完全 自足 的 封闭 系统 ， 而 应 清 
楚 地 看 到 外 部 力量 对 于 数学 发 展 的 决定 性 作用 ， 也 即 应 
当 明确 肯定 数学 系统 在 总 体 上 的 开放 性 。 这 也 就 是 说 ， 
数学 应 当 被 看 成 是 整个 人 类 文化 的 一 个 于 系统 。 显 然 ， 
这 即 是 一 种 更 当 层 次 上 的 数学 文化 观念 。 
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第 四 章 ”十 希腊 与 文艺 复兴 时 期 的 数学 


第 二 篇 ”数学 文化 史 的 研究 


数学 文化 史 的 研究 ， 其 基本 立场 就 是 把 数 
学 看 成 整个 人 类 文化 的 一 个 有 机 组 成 成 分 ， 并 
从 这 样 的 角度 指明 数学 历史 发 展 的 社会 - 文化 
渊源 。 本 篇 并 非 数学 文化 史 的 系统 论述 ， 也 不 
是 若干 案例 的 详细 考察 ， 我 们 的 目的 是 通过 对 
十 希腊 数学 、 微 积分 理论 积 非 欧 几 何 这 三 个 世 
界 数学 史上 特别 重要 时 期 的 相继 考察 ， 清 楚 地 
省 明 在 整体 性 的 文化 环境 与 数学 之 词 所 存在 的 
密切 联系 。 特 别 是 ， 西 方 数学 的 发 展 即 是 与 西 
方 文化 中 数学 价值 观 的 历史 演变 直接 相 联系 
的 。 另 外 ， 作 为 一 种 对 照 ， 我 们 还 将 从 这 样 的 
角度 对 中 国 古 代数 学 的 历史 发 展 作出 简要 分 
析 ， 而 这 事实 上 就 包括 了 对 于 中 西 十 代数 学 的 
比较 与 评价 问题 在 更 高 展 次 上 的 思考 与 分 析 。 


第 中京 ”十 希腊 与 文艺 复兴 时 期 的 数学 


Ap 


第 四 章 ”上 古 希 腊 与 文艺 复兴 时 
期 的 数学 


上 古 希 腊 在 数学 历史 发 展 中 的 地 位 是 不 窑 置疑 的 ,本 
章 将 从 文化 的 角 订 对 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 数学 研究 和 欧 几 
里 得 的 《几何 原本 》 作 出 分 析 ， 好 是 共 体 指明 上述 发 展 
的 若干 文化 涡 源 及 其 对 于 占 希 腊 理 性 精神 历史 形成 的 掉 
要 影响 。 另 外 ， 作 为 时 间 和 空间 上 的 延 伟 ， 在 下 尘 部 分 
中 我 们 将 对 文艺 复兴 时 期 的 “ 些 重要 发 展 作 出 分 析 
后 誉 不 仪 清楚 地 表明 数学 确 应 被 看 成 整个 人 类 文化 的 一- 
个 有 机 组 成 成 分 ， 而 且 也 从 - :个 侧面 去 明了 数学 理性 精 
神 对 于 数学 及 相关 研究 的 重要 意义 。 


4.1 十 希腊 文化 中 的 数学 

当 人 类 和 逐渐 脱离 蒙昧 走向 文明 的 时 候 ， 不 同 的 民族 
都 会 利用 他 们 原始 文明 中 的 经 验 、 思 维 方式 给 这 个 奇妙 
变化 的 址 界 - -种 解释 : 这 个 世界 是 如 何 构成 的 ? 它 是 怎 
样 发 展 变化 的 ”不 同 的 民族 文化 对 这 种 世界 的 解释 去 现 
出 各 自 的 智慧 形态 ， 有 的 民族 《如 在 印度 ) 采用 了 一 种 
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第 ”篇 “数学 文化 中 的 研究 


从 神秘 走向 宗教 的 解释 由 界 的 方式 ， 有 的 民族 (如 在 中 
图 ) 则 形成 了 阴阳 学 说 、 金 木 水 火 土 “区 行 ”学 说 等 并 


以 此 米 解 释 世 界 。 上 与 此 不 同 
以 数字 、 也 即 以 数学 解释 节 
在 人 类 


9 文明 史 中 ， 以 


古 希 腊 民 族 则 采 


了 一 种 


Ft 界 的 独特 方式 。 
数字 表述 事物 


9 现象 应 当 说 


在 各 个 民族 的 原始 文化 中 都 有 记载 ， 因 为 在 人 类 的 原始 
思维 中 ， 数 与 它 所 代表 的 事物 往往 具有 某 种 致 必 ; 历 


外 ,这 更 可 以 被 看 成 原始 思维 的 
秘 色 彩 。 这 就 止 如 法 国 著名 
出 的 ， 人 类 在 原始 思维 阶段 ， 


的 数 义 常常 伴随 有 - 定 的 神 
人 类 学 家 列 维 一 布 贸 尔 所 指 
还 不 能 清楚 
种 数 是 -种 “ 数 一 总 和 ”: 


也 把 数 与 数 所 表 泉 的 
数 被 想象 为 实体 或 客体 的 一 种 
特殊 的 总 和 。 在 原始 思维 中 ， 每 


个 别 面 日 、 某 种 神秘 的 氛围 、 
象 中 以 它 的 名 称 与 想象 的 总 和 的 神 
思维 中 的 数 不 仅 是 一 个 算术 的 单 


的 实在 。? 


一 个 重要 


竺 点， 即 其 中 


事物 完全 区 别 上 开 来 ， 这 


个 数 都 有 属于 它 自己 的 
某 种 “ 力 场 "。 数 在 集体 表 
秘 属性 也 活着 。 原 始 
且 还 是 一 种 神秘 


位 ， 而 


例如 ， 在 大 多 数 北美 印第安 人 那里 “4” 含 有 神秘 的 


意义 ;在 古巴 比 


伦 “7” 有 神秘 的 作用 ; 中 国文 化 中 的 1、 


3、9 等 都 具有 神秘 意义 ， 例 如 “道生 一 、 一 生 二 、 二 生 


神秘 意义 的 保留 。 
从 历史 的 角 


-= 生 万 物 ” 就 表明 中 国 原始 思维 中 对 数字 “3” 有 种 


度 看 ， 这 种 原始 数学 的 神秘 性 在 其 自身 


的 发 展 中 无 非 有 以 下 三 种 可 能 性 。 第 一 ， 这 种 原始 数学 


中 列 维 一 布 站 尔 :《 原 娘 思 维 》、 第 201 - 202 页 ， 北京。 商务 印 书 馆 。1985。 
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第 四 意 。 古 带 脱 与 文艺 复兴 时 期 的 数学 
神秘 性 在 发 展 过 程 中 由 于 数学 自身 操作 
调 逐 渐 消 退 ， 即 使 个 别 数字 还 保留 某 些 神秘 性 ， 但 数学 
作为 一 个 整体 则 主旨 表现 为 种 操作 运 演 系统 。 第 “， 
数学 的 诛 始 神秘 性 融和 信守 教 ， 数 学 原始 神秘 的 作用 在 空 
教 中 发 展 。 第 三 ， 数 学 的 原始 神秘 性 以 其 是 对 的 神秘 解 
释 力 最 演变 发 展 为 一 种 对 整个 世界 的 解释 ， 进击 以 中 己 
的 独特 操作 运 演 形 式 成 为 -种 新 的 带 有 数量 意义 而 非 神 
秘 意 义 的 解释 世界 的 形式 。 古 希腊 的 数学 所 采取 的 正 基 
第 三 种 发 展 道路 。 

在 历史 上 上 ，、 布 希腊 文化 是 继 承 和 吸收 爱 欧 海 的 米 诺 
斯 文明 、 埃 及 文明 和 腓 尼 其 文明 而 形成 的 后继 文明 ， 它 
吸收 这 些 文化 中 的 某 些 数学 神秘 主义 的 文化 传统 ， 并 进 
而 把 它 发 展 成 为 一 种 以 数学 来 解释 地 界 的 独特 方式 。 在 
这 一 发 展 过程 中 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 起 到 了 一 个 继承 、 创 
新 和 发 展 的 文化 中 继 站 的 作用 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 创始 入 毕 达 色拉 斯 约 公 元 前 572 全 
出 生 于 爱 琴 海 的 萨摩 斯 禹 《Samos)， 他 在 当时 的 米利 部 
城 学 习 之 后 可 能 游 认 过 埃及 和 世 比 伦 ， 后 来 成 立 了 一 个 
带 有 宗教 、 哲 学 和 科学 性 质 的 组 织 ， 即 后 人 所 谓 的 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 。 
毕 达 哥 拉 斯 学 派对 数学 的 观念 带 有 浓厚 的 原始 文化 
的 数学 神秘 色彩 。 业 里 上 多 德 曾 说 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 把 
数 看 做 是 真实 物质 对 象 的 终极 组 成 部 分 - 呈 这 种 “万 物 缘 
数 ” 的 观点 就 构成 了 毕 达 村 拉 斯 掌 派 的 核心 观念 。 


小 “各 菜 央 ，: 古 邻 数学 不 想 》、 第 - 册 , 第 4 页 1 海上 海 科学 技术 出版 机、 
1979。 
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第 二 篇 ”数学 文化 时 的 研究 


据 传 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 关 于 谐 
观念 的 形成 起 到 了 十 分 重要 的 作 


音 的 研究 对 于 其 核心 
。 他 们 发 击 ， 弹 紧 音 


质 的 变化 来 源 于 藤 长 短 的 数量 变化 ， 而 遇 根 绷 得 同样 紧 
的 弦 如 果 它 们 芍 长 度 成 整数 比 ， 堵 么 就 会 发 出 谐音 。 既 
然 音乐 这 种 似乎 与 数 毫 无 联系 的 现象 最 终 者 可 以 用 数 得 


到 解释 ， 这 就 极 大 增强 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 用 数 来 解释 世 


界 的 信心 。 


由 上 述 的 信念 出 发 ， 毕 达 哥 拉 斯 掌 派 又 进击 提出 行 
星 的 运动 也 可 用 数 的 关系 来 表示 。 由 于 认 为 物体 在 空间 
运动 时 会 发 出 声音 ， 返 动 得 快 的 物体 比 运动 得 慢 的 物体 
所 发 出 的 声音 要 高 ， 因 此 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 认为 ,行星 
的 运动 最 终 也 可 通过 “天 际 芍 音乐 " 
的 关系 : 离 地 球 越 远 的 行星 运动 得 越 快 ， 各 个 行星 则 因 


”表示 为 数 与 数 之 间 


其 离开 地 球 距离 的 不 同 而 使 发 出 的 声音 配 成 和 谐 之 音 。 
也 下 是 基于 神秘 和 解释 世界 的 目的 ， 毕 达 嘛 拉 斯 学 
派对 50 以 下 的 各 个 数字 几乎 部 赋予 了 某 种 独特 的 意义 。 


例如 ， 他 们 认为 偶数 是 可 分 的 ， 因 而 是 可 消失 的 、 阴 性 
的 、 属 于 地 上 的 ; 奇数 是 不 可 分 的 、 


昌 性 的 、 属 于 天 上 


的 。 4 可 以 看 做 是 公平 的 数 ， 因 为 它 可 以 一 分 为 二 ; 5 可 


以 看 做 是 一 个 婚姻 数 ， 因 为 它 是 阴 


阳 的 结合 。 男 外 ， 击 


于 同样 的 目的 ， 他 们 还 对 - - 些 特殊 形式 的 数 进 行 了 研究 。 
例如 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 提出 ， 如 果 一 个 数 《 如 !、3、6、 
10 等 ) 作为 一 个 点 (组) 可 以 排 成 一 个 二 角形 ， 这 个 数 
就 是 二 角形 数 ， 类 似 地 ， 我 们 也 可 对 所 谓 的 “正方 形 


数 ” “五 边 形 数 ” 等 作出 定义 ， 如 1 


说 的 正方 形 数 。 再 例如 ， 毕 达 哥 拉 
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4、9、16 等 就 是 所 


学派 还 提出 了 “ 完 


第 四 章 
全 数 ” 和 “ 亲 和 数 ”等 概念 。 如 


十 项 腊 与 文艺 复兴 时 期 的 教学 
果 一 个 数 (如 6、28 等 ) 


等 于 它 的 所 有 不 同 十 自身 的 因数 的 和 ， 就 称 为 完全 数 ; 
不 然 的 话 ， 则 可 按照 共 日 身 与 其 因数 之 和 的 大 小 比较 分 


别称 为 一 数 《 也 译 
如 果 两 个 数 分 别 等 于 另 一 个 数 
称 为 亲 和 数 ， 如 284 和 220 就 是 


HH 


过 剩 数 ) 各 亏 数 不 足 数 )。 另 外 ， 


的 因数 之 和 ， 这 两 个 数 锐 
这 样 的 亲 种 数 。 


从 数学 的 角度 看 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 数 的 研究 与 我 
们 今 大 显然 是 不 一 样 的 ， 而 这 又 不 仅 是 指 毕 达 可 朱 斯 学 


何 寺 的 点 区 别 开 来 ， 恰 惟 相 反 ， 


因为 此 ,算术 〔 作 为 数 的 理论 ) 


派 所 说 的 数 仅 仅 是 整数 ,而且 也 是 指 他 们 没有 把 数 和 几 


他 们 从 几何 的 角度 把 ~… 


个 数 天 做 是 个 扩大 了 的 点 或 者 是 一 个 很 小 的 奈 。 也 下 


和 几何 学 就 成 为 了 毕 达 


哥 拉 斯 学 派 的 两 门 基础 学 科 ， 另外 ， 又 由 十 毕 达 哥 拉 斯 


学 派 把 音乐 和 天 文 欧 研究 也 “J 


了结 ”为 数 的 研究 ， 内 此 


这 两 门 学 科 就 问 算术 、 儿 何 发 生 了 必然 的 内 在 联系 ， 开 
与 算术 和 几何 学 一 起 成 为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 基本 研究 和 


教授 的 课程 。 


综观 毕 达 可 拉 斯 学 派 的 数学 研究 ， 人 们 可 以 清楚 地 
看 到 其 对 原始 数学 神秘 性 的 继承 和 发 展 ， 佣 是 ， 这 种 神 
秘 数 学 研究 却 又 把 人 们 对 进 界 的 认识 和 理解 引 向 了 一 条 


数学 化 的 道路 。 首 先 ， 就 数学 上 


身 的 研究 而 言 ， 纯 粹 的 


数论 研究 即 应 首先 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ， 上 次， 从 数 
学 的 文化 意义 上 来 说 ， 毕 达 野 拉 斯 学 派对 数 的 研究 则 是 


人 类 第 一 次 用 数学 来 研究 竹 界 、 
类 第 -次 企图 从 数 与 数 的 关系 - 
(可 参见 8，1 节 )。 


研究 白 然 的 本 质 ， 是 人 
:来 解释 世界 、 解 释 自 然 
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第 二 入 ”数学 文化 中 的 研究 


具体 屯 说 ， 尽 管 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 数学 全 究 在 今 
看 来 有 些 荒诞 ， 但 是 把 此 办 有 全 是 由 点 亿 名 是 中 数 构 成 
的 ， 把 数 看 成 是 既是 点 又 是 物质 的 微粒 ， 认 为 数 是 宇宙 
万 物 的 实质 和 形式 ， 认 为 数 是 一 切 现象 的 在 原 ， 这 种 
“万 物 缘 数 ”的 观念 无 疑 把 人 们 对 世界 的 认识 从 神秘 主义 
和 随意 性 的 混乱 中 解脱 出 来 ， 也 即使 人 们 看 到 了 一 种 峰 
藏 在 各 种 表面 看 来 党 不 相 下 的 事物 问 的 和 谐 关 系 ， 并 就 
可 以 用 数 把 它们 的 本 质 表 现 出 来 、 揭 示 出 来 。 显 然 、 从 
这 样 的 角度 去 分 析 ， 我们 也 就 可 以 清楚 地 看 到 毕 达 哥 拉 
斯 学 派 的 数学 研究 对 于 十 希腊 文化 的 后 期 发 展 有 着 宗教 
和 哲学 上 的 重要 意义 。 

就 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 于 后 人 的 影响 而 言 ， 我 们 还 应 
特别 所 及 柏拉图 (公元 前 427 一 公元 前 347) 的 重要 贡献 ， 
尽管 后 者 主要 是 一 个 特 学 家 而 并 非 数学 家 。 

具体 地 说 ， 作 为 “个 哲学 家 ， 柏 拉 图 突出 地 强调 了 
数学 对 于 哲学 和 了 解 宇宙 的 重要 作用 ， 以 至 被 认为 是 
“ 仅 次 于 毕 达 哥 拉 斯 本 人 的 最 杰出 的 毕 达 青 拉 斯 派 ", “是 
传播 这 种 主张 的 最 有 影响 的 … 个 人 ， 即 认为 只 有 通过 数 
学 才能 领悟 物理 世界 的 实质 和 精髓。”? 正如 第 一 章 中 所 
已 提 及 的 ， 按 照 柏 拉 图 的 观点 ， 就 对 于 世界 的 认识 而 言 ， 
我 们 应 当 首先 作出 关于 “理念 世界 ”与 “现实 世界 ”的 
明确 区 分 : 前 者 是 真实 的 、 完 美的 、 永 恒 的 、 不 变 的 ; 
后 者 则 是 不 真实 的 、 有 缺陷 的 、 暂 时 的 、 变 动 的 ， 并 只 
是 前 者 的 一 种 不 完美 的 抄 件 (拷贝 )。 由 于 数学 对 象 被 认 


on 克 菜 因 : 《古今 数学 思想 )， 第 一 册 ， 第 171 页 ， 上 海 . 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
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为 是 理念 其 界 中 的 一 种 
事实 上 就 为 我 们 超越 眼 
于 真实 世界 《理念 世界 
柏拉图 曾 形象 
然 来 到 阳光 之 下 会 被 阳 
好 了 充分 准备 才能 较 好 


也 比喻 道 ， 


第 四 章 ” 古 硕 腾 与 文艺 复兴 


存在 ， 因 此 ， 在 柏 拉 
前 的 沾 直 《现实 世界 ) 
) 的 知识 提供 了 一 条 
肯 - 样 ， 
自理 念 


光 刺 伤 眼 


地 接受 来 办 


数学 就 是 帮助 我 们 实 现 
的 主要 手段 ， 因 为 在 数 
对 象 ， 从 而 就 已 包含 广 

事实 上 ,与 毕 达 前 


小 界 之 按照 数学 来 设计 一 - 吕 是 
“ 神 永 近 按 几何 舰 律 办 事 。” 


度 对 地 界 的 本 诛 作出 进 


所 说 的 “ 
学 中 我 们 所 处 理 
本 经 验 向 理念 的 过 滤 。 
拉 斯 学 派 一 样 ， 对 相 
上 堂 无 疑问 的 。 
拉 


四 


忻 


一 步 


气 、 火 下 


物质 ， 侧 是 五 种 正 多 面 
者 是正 多 而 体 ; 土 的 8 
体 ， 气 的 原子 是 正八 军 
外 ,， 正 十 二 面体 所 对 永 


体 ， 内 


水 的 原子 是 下 一 


体 ， 
的 则 是 宇 密 。 这 样 ， 


里 ， 数 学 就 成 为 了 构造 
总 的 来 说 ， 柏 拉 图 
大 地 激励 了 他 的 同时 和 代 


世界 的 基石 。 


捷径 .。 
就 像 和 久居 在 洞穴 中 的 
大 次 


四 暗 到 光明 ” 
部 是 理想 


拉 
柏 ] 
图 并 曾 试 图 从 这 
的 具体 论述 ， 伯 拉 
构成 物质 批 界 的 真正 元 索 并 个 是 
为 这 些 元 素 的 每 
原子 是 立方 体 ， 火 的 诛 子 危 正 


在 柏 拉 


时 期 的 效 学 


并 获得 关 
对 


I 人 当 


上 只 


也 入 


由 光 ， 


中 


ai 


区 
到 | 


1 


H 水 等 具体 
一 个 原子 
了 而 


另 
那 


-而 体 ， 


对 于 数学 重要 意义 的 突出 强调 极 


人 和 后 人 积极 地 去 从 对 


究 。 
是 柏拉图 的 朋友 和 学 后 
响 以 外 ， 柏 拉 图 的 思想 


更 为 直接 和 深层 次 的 影响 。 对 此 


实 是 ， 公 元 前 4 二 


作 的 。 另 外 ， 
对 于 


学 著作 《 儿 何 原本 》 就 可 清楚 地 看 出 。 


F 纪 时 几乎 所 有 重要 的 数学 十 
除去 这 种 间接 的 影 
F 当 时 的 数学 研究 还 有 着 一 些 
古 希 腊 最 为 重要 的 数 


有 数学 的 研 
都 
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第 一 篇 数学 文化 史 的 研究 
如 众 所 知 ,《 几 何 原 本 》 

理 前 人 和 别人 的 成 果 并 加 以 

成 的 一 部 划时代 著作 。 《几何 


是 由 欧 几 里 得 通过 收集 、 整 
自己 的 独特 的 构造 设计 所 完 
原本 》 全 书 13 卷 ， 共 石 467 


个 合 题 。 作 为 全 书 的 开卷 ， 欧 几 里 得 首先 精心 选择 了 23 
个 定义 ; 其 次 ， 他 又 按 当时 亚 里 二 多 德 所 提出 的 公设 与 
公理 的 区 别 《 亚 里 士 多 德 认为 ， 公 理 是 一 切 科学 所 共有 
的 真理 ， 而 公设 则 只 是 各 门 科 学 所 特有 的 第 一 性 原理 )， 
分 别 列 出 了 五 个 公设 和 五 个 公理 《其 中 的 第 二 公设 一 一 


同一 平面 内 一 条 直线 和 另外 两 条 直线 相交 ， 若 在 某 一 侧 


的 两 个 内 角 的 和 小 于 两 直角 


， 则 这 两 条 直线 经 适当 延长 


后 在 这 一 侧 相 交 一 一 曾 引 起 了 广泛 的 争论 和 进一步 研究 ， 


从 而 直接 导致 了 非 欧 几 何 的 诞生 。 关 于 后 者 我 们 将 在 第 
六 章 中 作出 专门 讨论 ); 最 后 ， 欧 几 里 得 通过 逻辑 演绎 出 


所 说 的 公设 和 公理 (并 依据 相应 的 定义 ) 远 一 引出 了 所 


说 的 各 个 命题 。 


对 于 欧 几 里 得 的 上 述 贡献 人 们 普遍 给 予 了 高 度 评价 : 


在 而 希腊 的 历史 中 ， 在 毕 达 哥 拉 斯 之 后 可 以 找到 洗 
多 数学 家 和 哲学 家 ， 但是， 他 们 之 中 却 没有 哪 一 位 可 以 
与 欧 几 里 得 和 他 的 《几何 原本 》 对 后 氛 的 影响 相 媲美 。 
在 人 类 的 数学 历史 上 ， 各 个 民族 都 可 能 作出 过 一 定 
的 贡献 ， 但是， 它们 之 中 又 没有 哪 一 个 其 重要 性 能 趋 过 


十 希腊 人 经 由 几何 研究 而 发 
绎 模式 。 
应 当 明确 ,《 几 何 原本 》 


是 包括 了 几何 数论 和 初等 代数 的 一 些 内 容 。 事 实 上 ,，《 儿 


展 起 来 的 推理 证 明 的 逻辑 演 


并 不 是 单纯 地 讲授 几何 ， 而 


何 原本 》 的 英文 书 名 为 《Eiements》， 故 应 详 作 《原本 》， 
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而 《几何 原本 》 中 的 “几何 ”二 字 是 由 利 玛 罕 与 徐光启 
在 1607 年 将 其 翻译 成 中 文 时 所 涤 加 上 上 友 的 。 

其 体 地 说 ,《 几 何 原本 》 的 第 一 卷 到 第 四 卷 七 要 是 直 
边 形 和 加 的 基本 性 质 及 有 关 的 命题 。 

第 五 卷 是 比例 理论 ， 这 - : 卷 拒 比 例 关 系 的 理论 推广 
到 不 可 公 度 的 量 从 而 避免 了 无 理 数 。 

第 六 卷 是 利用 比例 理论 讨论 和 研究 相似 形 的 问题 。 
第 七 、 八 、 九 卷 是 数论 理论 ， 它 讨论 侠 究 了 有 关 整 
数 和 整数 之 比 性 质 的 有 关 命 题 。 
第 十 卷 是 不 可 公 度 量 的 分 类 。 
第 十 一、 十 二 、 十 三 卷 讲 授 的 是 立体 几何 的 有 关 命 
题 。 在 这 些 命 题 中 ， 网 几 里 得 运用 严格 的 不 含 明 确 极 
限 步 又 的 穷竭 法 。 第 -十 三 疮 的 最 后 一 个 命题 (命题 |- 八 ) 
所 征明 的 是 最 多 只 能 有 五 种 止 多 面体 ， 即 正四 而 体 、 止 
六 钾 体 、 正 从 面体 、 正 十 二 而 体 和 正二 面体 - 
从 上 述 的 内 容 可 以 看 出 ， 前 人 的 数学 研究 成 果 对 于 
欧 几 里 得 撰写 《几何 原本 》 的 确 有 着 十 分 重要 的 影响 。 

例如 ， 当 时 雅典 的 巧 状 学派 提出 了 儿 何 作 图 的 一 大 
问题 ， 化 圆 归 方 一 一 作 - :个 正方 形 使 其 面积 等 于 一 个 已 
知 圆 的 面积 倍 立方 体 一 一 作 -- 立 方 体 使 其 体积 等 于 已 
知 立 方 体 的 体积 的 丙 倍 ; 一 等 分 任意 角 。 这 些 问题 的 解 
决 要 求 只 许 用 直 尺 和 图 规 来 进行 。 欧 儿 里 得 把 这 种 出 实 
未 应 用 向 演绎 证 明 的 发 展 在 《几何 原本 》 中 用 公设 的 形 
式 明 全 地 规定 了 下 来 。 

河 例 如 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 关 十 无理 数 一 不 可 公 度 
线段 的 发 现 给 量 的 表示 造成 『 极 大 的 困 准 (可 参见 5，3 
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节 )， 而 欧 几 里 得 在 第 五 卷 中 则 通过 对 比例 理论 (数学 史 
学 者 认为 这 些 理论 的 材料 来 源 于 欧 多 克 斯 ) 的 精彩 论述 
使 比例 理论 中 的 量 嫩 可 应 用 于 可 公 度 量 也 可 用 于 不 可 公 
度量 ， 从 而 就 较 好 地 避免 了 出 于 无 理 数 的 发 现 所 造成 的 
“困境 ”。 

另外 ， 在 《几何 原本 》 之 前 ， 古 希腊 埃 利 亚 学 派 的 
芝 诺 曾 提出 四 个 著名 的 悖 论 ， 从 而 使 哲学 家 和 数学 家 企 
表述 和 解释 世界 时 不 得 林 深 入 思考 有 关 无 限 的 问题 ， 硬 
网 几 里 得 则 通过 采用 穷竭 法 《这 个 方法 亦 源 于 欧 多 克 斯 ) 
不 仅 对 相关 的 定理 进行 了 准确 严格 的 演绎 证 明 ， 而 且 也 
成 功 回 避 了 有 关 无 穷 或 无 限 所 可 能 引起 的 矛盾 〈 对 于 此 
诺 停 论 和 穷竭 法 可 参见 5，1 节 )。 

但 是 ,除去 上 述 这 种 纯 数 学 方面 的 因素 以 外 ,我们 
又 应 从 更 为 广泛 的 角度 去 进行 分 析 ， 也 即 应 当 清 楚 地 看 
到 促成 《几何 原本 》 的 各 种 社会 -文化 因素 。 

例如 ， 就 欧 几 里 得 对 于 演绎 证 明 的 强调 而 言 ， 我 们 
显然 应 当 特 别提 及 亚 里 士 多 德 的 重要 影响 。 一 般 地 说 ， 
这 事实 上 就 是 亚 轩 士 多 德 对 于 古 希 脂 文 化 数学 理性 追求 
的 一 个 重要 贡献 ， 即 是 通过 使 逻辑 规律 典范 化 和 系统 化 ， 
从 而 为 数学 的 演绎 形式 提供 了 必要 的 基础 ， 更 直接 孕育 
了 欧 几 里 得 的 巨著 《几何 原本 》。 
另外 ,我 们 在 此 还 应 当 特别 名 及 柏拉图 对 于 网 几 里 
得 的 重要 影响 。 事 实 上 ， 由 上 面 的 介绍 我 们 已 经 知道 ， 
《几何 原本 》 最 后 一 卷 的 最 后 一 个 命题 是 关于 五 种 正 多 而 
体 问题 的 总 结 性 论证 ， 从 而 也 就 是 对 于 柏拉图 宇宙 生成 
理论 的 极 好 呼应 ， 或 者 说 ， 欧 几 里 得 在 此 即 是 从 数学 上 
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为 柏拉图 的 哲学 理论 堤 供 了 一 个 坚实 的 理论 赴 础 ， 闻 是 
如 何 从 观念 定义、 公设 、 公 理 ) 出 发 运用 北 缉 形式 表 
现 数学 命题 ， 从 而 表现 出 世界 的 模式 。 也 正 是 基 十 这 样 
的 认识 . 著名 科学 斩 学 家 波 普 尔 指出 ,，《 儿 何 原本 》 并 不 
是 一 种 几何 学 的 运用 ， 而 是 -种 由 界 理论 的 赋 究 原则 ， 
它 “ 试 图 系统 地 解决 柏拉图 的 宁 宙 论 的 主要 问题 "。 波 营 
尔 并 曾 指 出 , “这 样 做 获得 了 很 大 成 就 ， 因 市 许多 问题 解 
决 之 后 就 不 复 存在 ， 而 且 儿 乎 都 被 仿 却 了 .1 

事实 上 ， 即 使 就 对 于 轩 辑 演绎 的 强调 而 音 ， 我 们 也 
可 看 到 柏拉图 乃至 毕 达 各 拉 斯 学 派 的 重要 影响 。 
首先 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 十 世 界 构 成 和 运转 变化 的 
研究 显然 已 经 表现 出 了 一 种 超越 其 体 事物 、 具 体 问题 之 
上 的 追求 真理 的 价 向 ， 进 而 ， 在 梢 接 图 那里 ， 毕 达 可 拉 
斯 学 派 关 于 用 数学 解释 世界 的 观点 又 得 到 了 进一步 的 发 
展 ， 数 学 并 已 脱离 具体 问题 的 把 作 运 演 曾 成 为 了 表现 址 
界 的 一 种 方式 ， 这 样 ， 逻 辑 推理 作为 “种 超越 具体 问题 、 
具体 数学 命题 的 论证 形式 白 然 也 受到 了 越 来 越 大 的 关注 。 
这 就 是 指 ， 如 果 说 数学 是 通过 超越 具体 问题 (抽象 化 ) 
获得 真理 的 方法 ， 那 么 ， 数 学 自身 的 逻辑 和 运 演 就 是 获得 
真理 的 过 程 。 

更 为 一 般 地 说 ， 这 事实 上 正 是 当时 的 一 种 普遍 倾向 ， 
即 古 希腊 的 数学 家 同时 也 是 哲学 家 ， 而 占 希 腊 的 数学 则 
就 是 一 种 脱离 具体 数量 意义 的 拆 学 ， 是 表现 真理 的 一 种 
形式 。 这 样 ， 作 为 “哲学 家 所 追求 的 真理 总 体 的 一 部 


中 波 普尔 :《 猿 想 与 反 驶 》， 第 123 页 ，| 海 ， 上海 详 文 出 版 社 ，1989~ 
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分 "， 数 学 也 就 被 “认为 必须 是 演绎 性 的 ”。? 显然 ,这 就 
从 一 个 角度 清楚 地 表明 了 欧 几 里 得 《几何 原本 》 的 特定 
社会 -文化 背景 ， 即 《几何 原本 》 在 很 大 程 虚 就 可 被 看 
成 柏拉图 哲学 、 亚 里 士 多 德 的 逻辑 学 和 当时 数学 理论 的 
一 个 完美 结合 。 

与 上 述 关于 《几何 原本 》 特 定 社 会 ~ 文化 渊源 的 分 
析 相 对 应 ， 我 们 也 只 有 从 这 种 更 为 广泛 的 角度 去 证 行 分 
析 ， 才 能 更 深刻 地 认识 《几何 原本 》 的 历史 意义 。 

具体 地 说 ， 申 上 面 的 介绍 我 们 已 可 清楚 地 看 出 欧 几 
里 得 这 一 工作 的 数学 意义 : 由 于 欧 几 里 得 系统 地 收集 、 
整理 、 筛 选 了 十 希腊 已 有 的 数学 成 果 ， 并 对 此 进行 精心 
的 安排 和 处 理 ， 不 仅 很 好 地 避 开 了 所 已 发 咎 的 各 种 困难 ， 
更 按照 当时 的 逻辑 方法 将 其 组 织 成 了 一 个 演绎 系统 ， 从 
而 ， 就 在 人 类 数学 史上 第 一 次 给 出 了 一 个 公理 化 了 的 数 
学 理论 体系 。 

也 正 因为 此 , 《几何 诛 本》 就 跨越 地 域 、 民 族 、 语 言 
和 时 间 的 一 切 障碍 而 传播 到 了 整个 世界 ， 公 理化 方法 作 
为 数学 的 一 种 理论 形式 更 为 人 们 所 普遍 接受 。 这 就 是 说 ， 
人 们 现 已 普遍 地 建立 了 这 样 的 认识 : 所 有 的 数学 理论 ， 
都 必须 按照 数学 的 定义 、 公 理 (公设) 和 三 段 论 式 的 逻 
辑 论证 来 组 织 ， 并 由 此 构成 数学 结构 的 大 厦 。 从 而 , 《 几 
何 原本 》 事 实 上 就 已 成 为 数学 发 展 中 高 高 树 起 的 一 面 旗 
帜 ， 西 方 数学 乃至 今日 全 部 的 数学 都 跟随 这 个 里 扬 的 旗 
惧 而 前 进 着 。 也 正 是 在 这 样 的 意义 上 ， 我 们 即 可 毫 不 全 


io 克 莱 因 : 《古今 数学 思想 》, 第 - 骨 , 第 52 页 ， 上 海 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
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线 地 说 , 《几何 原本 》 作 为 人 类 物 慧 的 光辉 结晶 ， 它 看 数 

尝 史 上 的 作用 是 没有 任何 一 本 闫 作 可 以 与 之 比拟 的 。 
进而 ， 当 我 们 超越 数学 的 狭小 范畴 ， 把 《几何 永 本 》 

放 在 右 希 脐 文化 的 系统 中 ， 并 从 文化 史 的 宏 砚 角度 去 进 


行 分 析 ， 我 们 就 可 看 到 《 儿 何 原 全 》 有 普 更 为 广泛 和 重 


要 的 意义 。 
具体 地 说 ， 由 上 奇 前 


讨论 我 们 已 经 知道 ， 在 占 希 腊 


文化 的 意义 上 , 《几何 原本 》 依 据 柏拉图 哲学 、 业 里 二 多 
德 的 逻辑 学 和 欧 几 里 得 的 精心 构思， 所 表现 出 的 已 不 仅 
是 一 种 数学 命题 的 真理 性 特征 ， 更 为 重要 的 是 它 借助 数 


学 表现 了 一 种 认识 人 世界 、 
由 此 给 人 们 提供 一 种 思 


表述 纪 界 的 独特 文化 意义 ， 并 
E 的 理性 方式 ， 从 几 个 简单 的 原 


理 出 发 ， 可 以 九 辑 演 绊 出 整个 百 论 体系 ， 进而 表现 这 个 
理 沦 所 揭示 的 真理 。 一 种 数学 方法 能 最 终 演化 成 为 一 种 


认识 世界 的 理性 思维 方 
的 最 高 的 文化 意义 。 
特殊 地 ， 从 方法 论 鲁 


， 这 不 能 不 说 是 数学 所 能 达到 


角度 说 , 《几何 原本 》 则 可 说 是 


为 真理 的 探求 提供 了 直接 的 范例 ， 或 者 说 ， 即 是 在 整个 
文化 系统 中 发 挥 了 一 种 “整流 ”和 “放大 ”作用 。 所 谓 
“整流 ”"， 即 是 指 -… 种 方法 和 思维 模式 .- 旦 取得 文化 系统 
中 典范 的 地 位 ， 就 会 促使 整个 文化 系统 中 备 个 方面 的 经 


验 、 知 识 都 按照 这 一 经 


模式 进行 整理 ;所 请 “放大 ” 


则 是 指 在 按照 经 典 模式 进行 整理 的 过 程 中 ， 人 们 又 必然 
会 进行 一 些 选 拌 、 建 构 以 及 再 创造 ， 并 按照 经 典 的 模式 
进行 理论 建构 ， 从 而 使 原 米 零乱 的 无 条 理 的 经 验 、 知 识 
形成 一 个 与 经 典 理论 模 本 相似 的 理论 体系 。 由 历史 的 考 
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察 可 以 看 出 ， 占 希腊 文化 在 网 几 里 得 之 后 ， 它 的 各 种 学 


科 都 按照 《几何 原本 》 体 系 进行 了 再 构造 ， 另 邹 ， 文 2 


a 
复兴 之 后 ， 古 希腊 文化 的 复活 更 使 《 儿 何 原 本 》 成 为 整 


个 西方 文化 中 的 一 个 理性 模式 ， 物理、 化 学 、 大 文 、 


医 


学 、 哲 学 、 逮 辑 等 无 一 个 是 按 《 几 何 原本 》 的 形式 进行 
了 理性 构造 (可 参见 9. 2 节 )。 例 如 ,牛顿 的 《自然 哲学 


的 数学 原理 》 显 然 就 可 看 成 其 中 的 典型 代表 。 


更 为 一 般 地 说 , 《几何 原本 》 的 成 功 更 极 大 地 增强 了 
古 希 腊 人 关于 自然 界 是 依据 数学 方式 设计 的 信念 ， 并 使 
整个 古 希 脂 文化 具有 了 一 种 深远 的 从 数学 探求 真理 的 精 
神 。 这 种 理性 的 信念 和 精神 作为 古 希 腊 文 化 的 精 钥 后 来 


为 整个 西方 文化 所 完全 吸收 和 继承 《可 和 参见 8，1 节 )。 


角度 对 二 希腊 数学 与 文化 的 关系 作 一 分 析 。 


化 的 一 个 大 发 展 时 期 。 在 华夏 文明 中 那 是 春秋 战国 时 


最 后 ,为 了 清楚 地 说 明 问 题 ， 我 们 再 从 更 为 一 般 的 


由 历史 的 考察 可 以 知道 ， 公 元 前 500 年 左右 是 人 类 文 


期 ， 


诸 子 百 家 中 的 各 种 学 说 如 颂 、 道 、 阴 阳 、 法 、 墨 、 纵 横 
家 等 都 先后 在 那个 时 代 得 以 发 展 ; 在 印度 文明 中 ， 对 世 
界 产 生 重 大 影响 的 佛教 正 处 于 孕育 和 发 展 之 中 ， 在 十 希 
腊 文 明 中 爱 奥 尼 亚 学 派 、 毕 达 哥 拉 斯 学 派 、 巧 辩 学 派 直 


到 最 有 影响 的 柏拉图 学 派 也 都 在 这 个 时 期 出 现 和 发 


展 。 


更 为 一 般 地 说 ， 如 果 按 照 世界 著名 历史 学 家 汤 因 比 的 划 


分 ， 古 代 哲 学 流派 中 有 一 半 在 这 一 时 期 中 发 生 和 发 展 。 


[3 


作为 一 种 横向 比较 ， 容 易 看 出 ， 以 儒家 为 代表 的 中 


呈 参 见 汤 因 比 :《 所 史 研 究 》,， 第 324 页 ， 上 海 ， 上 海 人 民 出 版 福 ，1980. 
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国文 化 主要 表现 了 对 社会 和 现存 世界 的 关心 ， 具 有 很 大 
的 “人 进 ” 特 征 。 印 度 文化 中 的 宗教 发 展 ， 则 更 多 关心 
灵魂 的 未 来 ， 从 而 就 是 一 种 “出 世 ” 的 特征 。 然 上 而， 与 


就 是 说 ， 古 希腊 文化 


中 国 和 印度 的 文化 都 不 
对 现存 生活 世界 本 质 、 


现 了 -种 对 既 超 越 现 存 
的 世界 的 规律 性 、 构 造 
斯 所 指出 : “希腊 人 的 文化 是 第 一 次 被 放 在 以 认识 为 首位 
的 基础 上 被 放 在 


同 ， 古 希腊 的 文化 却 表 现 了 一 乔 


既 非 “入 世 ” 也 非 “ 测 世 ”， 而 是 表 


在 运转 特征 的 执著 追求 。 这 也 


此 界 现 象 、 又 超越 神秘 灵魂 之 儿 


竹 的 追求 。 从 而 ,这 就 正如 伯 因 


1 


视 自由 探索 精神 为 村 高 无 上 的 基 而 
上 。 他 们 没有 什么 不 敢 去 探索 的 题目 ， 他 们 认为 没有 什 
么 应 排斥 在 理性 领域 之 外 的 任何 问题 。 思 想 凑 驾 于 信仰 


之 上 ， 逻辑 和 科学 凌驾 于 迷信 之 上 ， 达 到 了 一 个 前 所 未 
闻 的 程度 ”2 由 上 面 的 论述 我 们 已 经 知道 ， 也 正 是 这 种 


对 于 理性 的 普遍 追求 ， 为 古 希 腊 数 学 的 发 展 ， 特 别 是 毕 
达 凡 拉 斯 学 派 的 数学 研究 和 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》， 提 
供 了 特定 的 社会 -文化 背景 。 

进而 ， 古 希腊 文化 中 数学 理念 的 形成 ， 使 人 类 第 一 
次 从 数量 和 逻辑 运 演 的 角度 来 看 待 世界 ， 从 而 给 世界 以 
一 种 定量 的 、 精 确 的 、 逻 辑 的 描述 方式 ; 而 且 ， 后 一 方 
面 的 成 功 反 过 来 又 极 大 地 加 强 了 入 们 关于 自然 界 是 有 规 


律 的 、 这 些 规 律 是 可 以 为 入 们 所 认识 的 信念 ， 并 促使 入 


们 更 为 积极 地 去 从 
特殊 地 ， 后 者 事 


这 种 理性 的 研究 。 


实 


上 也 为 数学 的 进一步 发 展 提供 了 


一 伯 恩 斯 ;4 世界 文明 史 }， 第 一 卷 ， 第 259 各， 北京 ， 商 务 纯 书馆 ，1990。 


137 


第 二 篇 “数学 文化 出 的 研究 


一 个 十 分 有 利 


理性 的 解释 系统 ， 这 就 使 得 人 们 更 为 集中 于 数学 白 身 规 


律 的 研究 ， 也 
维 创造 的 天 地 ; 
数学 在 所 有 领 
为 一 种 文化 理 
了 整个 民族 中 
西方 数学 的 发 
有 宗教 和 哲学 


的 外 部 环境 。 首 先 ， 由 十 数学 被 看 成 一 和 


邵 为 数学 创造 了 -- 种 不 依赖 现实 世界 的 轧 
同时 ， 作 为 - -种 理性 解释 形式 ， 这 也 为 
域 的 应 用 开拓 了 夫 实 的 可 能 性 。 其 次 ,， 作 
性， 作为 一 种 解释 世界 的 形式 ， 数 学 吸引 
最 优秀 的 人 才 ， 从 而 就 为 占 希 腊 数 学 万 至 
展 创造 了 良好 的 人 才 基 础 ， 这 就 是 说 , 具 
意义 的 数学 在 人 才 吸 引 和 培养 方面 有 普 其 


他 学 科 不 可 比拟 的 优势 。 最 后 ， 作 为 一 种 文化 的 理性 ， 


作为 一 种 文化 
中 也 必然 会 表 
腊 文 化 得 以 保 


的 理性 精神 的 表现 形式 ,数学 在 文化 传播 
现 出 一 定 的 优越 性 。 这 就 是 说 ， 只 要 十 希 
留 ， 古 希腊 的 理性 精神 就 必然 会 得 以 保留 


和 发 展 ， 古 希腊 的 数学 也 必然 会 得 到 保留 和 发 展 ， 这 样 ， 
古 希 腊 就 可 说 是 用 整个 文化 传统 的 力量 来 传播 它 的 数学 。 
显然 ,《 几 何 原本 》 跨 地 域 、 跨 时 间 、 跨 语言 的 传播 就 已 


清楚 地 表明 了 
外 ， 由 古 希 腊 


楚 地 看 到 这 样 一 


4. 2 文艺 复兴 时 期 的 数学 


古 希 腊 数 学 传播 的 非 应 用 的 理性 力量 ; 另 


文化 在 文艺 复兴 中 的 表现 我 们 也 可 更 为 清 
点 。 


古 希 腊 数 学 作为 古 希腊 文化 的 一 种 理性 在 亚历山大 


里 亚 时 期 得 到 
等 按照 数学 的 


了 迅速 发 展 ， 不 仅 天 文学 、 医 学 、 地 理学 
模式 进行 构造 ， 而 且 数学 本 身 也 在 圆锥 曲 


线 理论 、 三 角 
足 进步 。 但 历 
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学 理论 、 代 数 方程 理论 等 方面 郁 取 得 了 长 
史 总 会 给 大 们 留 下 某 些 遗 煽 : 亚历山大 里 


第 四 章 古 希 腊 与 文艺 复兴 时 期 的 教学 


亚 时 期 占 希 腊 文 化 和 数学 的 大 发 展 
盛 极 必 训 的 规律 不 潼 降 临 到 了 古 希 


未 能 一 直 继 续 下 去 ， 
背 的 头 上 ， 古 多 蕊 帝 


国 的 兴起 正 是 古 希 腊 文 化 和 古 希 腊 数学 衰落 的 开始 。 


古 罗 马 民 族 在 人 类 历史 上 旦 一 


通 极为 发 过 ， 他 们 建造 了 许多 宏伟 


个 伟大 的 民族 ， 古 罗 
蕊 的 文化 也 创造 了 洗 许多 多 前 奇迹 。 


丰 罗 乌 的 建筑 、 交 
+ 观 的 富 磺 、 庙 宇 以 


及 公路 网 等 。 古 罗马 在 法 学 和 收治 体制 方面 也 为 历史 学 


家 所 赞扬 。 但 是 ,在 上 右 岁 马 的 文化 
耕 战 获胜 民族 所 特有 的 务实 精神 却 
中 的 数学 理性 精神 。 上 浪 忠 学 家 们 谎 ， 
的 进步 发 展 是 不 断 迎 接 挑 战 的 结果 
也 许 罗马 民族 接受 的 是 务实 耕 战 的 
历史 没有 能 培养 出 女 思 虑 想 的 形 而 
数学 直人 性 精 昼 。 


中 ， -种 农耕 民族 、 
汉代 不 了 占 希 腊 文 化 
人 类 不 同 民族 文化 
。 按 这 种 观点 分 析 ， 
挑战 ， 他 们 的 生活 和 


上 学 的 抽象 和 演绎 的 


对 于 古 希 腊 数 学 而 言 ， 阿 基 米 德 的 命运 也 许 就 是 它 
的 预 焰 。 数 学 史上 把 阿 基 米 德 、 遍 斯 各 牛顿 列 为 三 大 齐 


名 的 数学 家 。 在 亚 时 路 大 里 纹 时 期 ， 


阿 基 米 德 的 力学 以 


及 他 所 运用 的 几何 与 力学 相 结 合 的 方法 是 古 希 腊 数 学 对 
人 类 数学 的 伟大 贡献 之 一 。 但是， 古 罗马 的 人 侵 使 他 成 


为 战争 的 牺牲 操 。 


占 罗 马 对 古 希 腊 数 学 的 继承 只 限于 测量 、 划 定 城市 


边界 以 及 建造 方面 的 应 
与 占星 术 相 联系 一 一 他 们 


几何 学 家 与 数学 家 相 区 别 


实际 应 用 的 技艺 加 以 利 


; 而 且 ， 占 罗马 还 把 “数学 ” 
Ei 星 术 家 称 为 数 党 家， 而 把 
。 古 罗马 把 几何 看 做 是 可 用 于 


用 ， 而 把 “数学 家 ”一 一 占星 术 
法 律 加 以 禁止 。 著 名 数学 史学 家 克 菜 因 指 出 ， 数 学 的 
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第 - -篇 “数学 文化 史 的 研究 
“第 一 次 灾 束 是 罗马 人 的 来 临 ， 它 们 在 数学 史上 的 全 部 作 
月 是 一 种 破坏 因素 。 中 

从 文化 的 角度 进行 比较 ， 古 希腊 的 文化 应 当 说 近 远 
高 于 十 罗马 的 文化 ,但 像 历史 上 许多 不 同 民 族 文化 的 冲 
简 一 样 ， 文 化 形态 较 高 的 民族 往往 在 冲撞 中 被 文化 形态 
较 低 民族 的 武力 所 征服 。 古 罗马 征服 古 希腊 ， 成 吉 思 证 
征服 汉族 ， 满 族人 主 中 原 都 是 这 方面 的 案例 。 罗 素 认为 ， 
“ 当 罗 马 人 最 初 与 希 工 人 相 接 触 的 时 候 ， 他 们 就 察觉 到 折 
己 是 比较 野蛮 的 、 粗 鲁 的 。 和 希腊 人 在 许多 方面 要 无 比 地 
优越 于 他 们 : 在 手工 艺 方面 ; 在 农业 技术 方面 ; 在 一 个 
优秀 的 官吏 所 必须 具备 的 各 种 知识 方面 ; 在 谈话 方面 以 
及 享受 生活 的 艺术 方面 在 艺术 、 文 学 和 哲学 的 各 个 方 
面 。 罗 马 人 惟一 优越 的 东西 就 是 军事 技术 和 社会 团结 力 。 
ee 罗马 人 没有 创造 过 任何 的 艺术 形式 ,没有 形成 任何 
有 创见 的 哲学 体系 ， 也 没有 做 出 过 任何 科学 的 发 明 。 他 
们 修筑 过 很 好 的 道路 ， 有 过 系统 的 法 典 以 及 有 效率 的 军 
队 。 但 除 此 外 的 一 切 ， 他 们 都 惟 希腊 马 首 是 脆 ”.9 

十 罗马 的 统治 冶 使 项 腾 久 化 的 更 作业 六 和 和 守 碟 人 
得 不 到 发 展 。 对 此 有 的 学 者 曾 试图 用 “农耕 雹 文化 ”与 
“城邦 型 文化 ”的 差异 给 予 解释 2。 现在 看 来 这 方面 的 本 
究 还 应 当 重视 数学 在 一 个 民族 文化 中 从 原始 数学 走向 它 
形成 一 个 运 演 体系 的 历史 过 程 。 

在 古 罗马 的 统治 下 ， 古 希腊 的 数学 只 以 保留 以 往 的 


中 克 羔 因 : 《古今 数学 思想 》, 第 - 册 , 第 203 页 ， 上海， 上 海 科学 技术 出 版 社 、 


总 “罗素 :《 西 方 哲 学 史 》， 上 卷 ， 第 351 页 ， 北 京 ， 商 务 印 书信 ， 
a 


在 占 罗 马 的 后 期 也 发 后 了 和 危机。 基督 教 的 兴 
1 残酷 的 镇 


志 的 统治 者 


第 四 章 十 融 腊 与 文艺 复兴 时 期 的 数学 
著作 和 少数 学 者 的 状态 存活 着 ， 但 即使 是 这 种 存活 状态 


， 使 十 罗 
压 ， 最 终 个 得 不 转向 认可 并 把 它 


奉 为 十 岁 马 的 国教 。 蔡 督 教 作为 最 初 的 神秘 性 宗教 ， 再 


加 之 它 刚刚 由 民间 走向 


国 


教 的 宗教 情感 ， 使 基督 教 在 教 


义 上 、 在 行为 上 都 排斥 表现 理性 的 占 希 腊 数 学 ， 特 别 是 
作为 古 希 腊 文 化 理性 精神 精通 的 数学 理念 更 被 认为 与 基 


督 教 神 意志 至 上 的 精 记 
392 年 下 令 拆 毁 希 腊 神 


首 当 共 冲 的 受害 者 就 是 


庙 ， 禁 止 人 
不 信奉 基督 教 的 “和 异 教 徒 ” 之 间 了 


直接 相 违 背 。 罗 马 统治 者 尹 
民 信奉 异 教 。 基 督 教 与 
下 断 发 生 流血 冲突 ， 而 
的 继承 人 和 古 希 腊 的 


占 希 腊 文 f 


数学 家 。 亚 历 山 大 里 
是 人 类 历史 上 第 一 位 杰 


最 著名 的 数学 家 海 


出 的 女 数 学 家 ， 在 


大 街 上 被 基督 教徒 残酷 杀害 。 这 样 ， 占 希 


米 德 开始 的 命运 在 海 
数学 与 十 希腊 文化 
埋 人 地 下 ， 等 待 着 吾 


理 


莉 新 出 了 


性 只 能 作为 一 粒 文 
上 的 一 大 。 


古 希 腊 数 学 在 亚 
就 离开 它 的 本 土 进 入 了 
半岛 的 民族 ， 在 完成 从 
部 意大利 的 伟大 各 
一 种 新 的 阿拉 伯 文 明 。 

阿 
但 是 通过 胜利 的 征战 ， 


访 山 大 是 


立 伯 的 数学 研究 水 习 


有 E 亚 被 阿拉 伯 


阿拉 伯 
印度 到 


ij 


FE 稿 。 阿 拉 伯 人 注重 实 
研究 古 希 


F 低 于 十 希腊 的 数学 研究 水 平 
拉 伯 人 获得 了 古 硕 腊 的 学 者 和 
用 ， 他 们 在 应 用 的 意义 上 关注 和 
措 的 数学 。 虽 然 他 们 没有 在 数学 上 作出 什么 重 
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E 公 


元 


自 虎 娅 ， 她 也 
历 山大 里 亚 
蕴 数 学 从 阿 基 
自 西 姬 这 里 就 画 上 了 句号 。 古 希腊 
的 种 子 深 深 


人 征服 之 后 ， 
上 界 。 这 个 游牧 的 阿拉 伯 
西班牙 、 从 北部 非洲 到 南 
FE 战 之 后 ， 在 人 类 历史 上 逐渐 创造 出 了 


3 


第 二 简 ”数学 文化 史 的 研究 
贡献 ， 但 是 他 们 在 公元 6 世纪 到 公元 13 世纪 之 间 的 七 

从 百年 时 间 里 保存 了 古 和 希腊 数学 ， 容 忍 了 数学 的 研究 和 
发 展 ， 从 而 为 古 希 腊 数学 转向 欧洲 提供 了 必要 的 桥梁 。 
在 人 类 历史 上 ， 西 方 的 文明 在 某 种 意义 上 可 以 看 做 
是 基督 教 的 文明 。 因 此 当 人 们 研究 文艺 复兴 时 期 数学 的 
发 展 时 ， 就 不 能 不 讨论 十 希腊 数学 与 基督 教之 问 的 关系 。 

首先 ， 基督 教 神学 作为 占 罗 马 帝 国 的 国教 曾 对 异 教 
徒 的 古 希腊 学 者 和 古 希 腊 的 文化 产生 了 强烈 的 冲 机 ,但 
是 基督 教 神学 具有 的 原始 神秘 性 却 与 毕 达 哥 拉 斯 的 昼 秘 
主义 思想 以 及 柏拉图 的 用 数学 解释 世界 的 唯心 主义 观念 
有 着 内 在 的 联系 。 基 督 教 源 于 希 伯 来 文化 ,和 希 伯 来 文化 
中 的 原始 数学 神秘 主义 十 分 浓重 ， 具 有 “字数 术 ” (因为 
腓 尼 基 文字 用 字母 表示 数字 ， 这 样 每 … 个 由 字母 组 成 的 
字 就 有 了 与 数 的 对 应 关系 ) 的 神秘 特征 的 基督 教 神学 有 
利用 数学 神秘 性 的 内 在 要 求 。 
其 次 ， 基 督 教 作为 一 种 宗教 ， 除 去 信仰 之 外 ， 还 有 
一 个 解释 、 表 述 以 及 论证 自身 的 文化 需求 。 在 这 个 过 程 
中 ， 它 必须 吸收 现 有 的 高 于 自身 的 文化 。 因 此 ， 在 基督 
教 的 有 关 著 述 中 ， 古 希腊 的 哲学 就 成 为 他 们 可 用 的 工具 。 
基督 教 最 伟大 的 神学 家 之 一 奥古斯丁 就 是 一 位 柏拉图 主 
义 者 ， 他 运用 新 旧 约 全 书 中 与 柏拉图 对 话 相 网 合 的 部 分 
来 发 挥 自己 的 宗教 观点 。 这 也 就 是 说 ， 奥 古 斯 丁 从 柏 拉 
要 那里 找到 了 对 基督 教育 利 的 形而上学 的 教义 ,2 

第 三 ,基督 教 为 使 日 耳 曼 等 其 他 民族 改 信 基督 教 建 


人 罗素:《 西 方 哲学 史 》， 上 卷 ， 第 432 页 ， 北 京 ， 商 务 印 书馆 ，1986。 


第 四 章 “十 希腊 与 文艺 复兴 时 期 的 教学 


立 了 许多 学 校 ， 这 些 学 校 教 人 们 学习 圣 书 和 经 文 ; 另外 ， 
为 培养 教会 的 神职 人 员 ， 教 会 又 逐步 办 起 了 比较 高 级 的 
学 校 ， 这 些 学 校 里 数学 的 内 容 很 少 介 就 其 范围 而 言 基本 


上 是 当年 再 项 
( 数 的 一 个 应 


殿 的 四 大 学 科 ; 算术 ( 纯 数 的 科学 }， 音 乐 
用 )， 几 何 (关于 长 度 、 商 积 、 
题 )， 天 文 (关于 运动 中 量 的 后 


体积 等 问 


题 )。 这 些 数 党 内 容 的 米 


源 当 然 只 能 是 翻译 和 利用 证 希腊 的 数学 知识 ， 从 而 ， 这 


也 就 大 大 推动 和 


EE 


学 。 
最 后 ， 最 为 重要 的 一 点 足 ， 古 希腊 的 数学 不 是 作为 


应 用 于 天 文学 的 一 种 方法 、 不 是 作为 历法 的 计算 、 也 不 


促进 了 欧洲 从 拉丁 文中 获得 古 希 腊 的 数 


是 作为 占卜 的 方术 而 存在 的 ， 占 希腊 数学 是 一 种 思维 的 


形式 ， 是 一 种 认识 、 表 现 和 解释 进 界 万 


物 的 理性 方式 


对 于 古 希 腊 数 学 在 这 个 层面 上 的 奋 解 和 运用 ， 基 督 教 神 
学 花费 了 不 少 的 时 间 ， 最 终 才 在 基督 教 神学 最 杰出 的 人 


物 托马斯 * 阿 鑫 忆 
占 斯 了 教义 中 的 
理论 结合 了 起 来 
学 与 基督 教 的 理 | 
j 奈 那 的 著作 《 
面 的 全 新 解释 ， 

原本 》 式 的 结构 


阿 


的 
入 


并 


生命 活力 。 理 1 


的 学 说 要 用 数学 的 理性 来 论证 。 这 一 切 使 


， 他 运用 逻辑 的 方法 把 亚 电 


g 手 中 得 到 了 完成 。 阿 诗 那 取代 原来 的 奥 


柏拉图 主义 而 把 基督 教 与 下 里 士 多 德 的 


士 多 德 的 哲 
性 精神 融 为 一 个 新 的 基督 教 的 哲学 体系 。 
神学 大 全 》 为 基督 教 神学 给 出 了 一 个 全 


逻辑 推 沉 的 三 段 论 式 和 欧 几 里 得 《几何 


体系 使 僵 死 、 沉 头 的 基督 教 


人 此 界 有 了 了 新 


性 在 这 里 开始 成 为 表述 上 帝 行为 的 工具 ， 


上 和 之 走出 了 


神秘 的 围 旧 ， 走 向 一 个 由 数学 理性 建 起 的 台 前 。 
经 院 哲 学 中 ,世界 是 由 上 帝 设 计 的 。 现 


在 基督 教 的 
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在 ， 当 人 们 认识 到 理性 可 以 理解 和 论证 上 帝 的 行为 和 意 
时 ， 作 为 理性 的 数学 就 自然 而 然 地 成 为 运用 理性 表现 
上 帝 设计 宇宙 、 表 现行 为 和 意图 的 方式 。 这 样 ， 人 们 对 
上 帝 的 信 你 与 对 自然 的 探索 就 变 成 了 一 个 共同 的 目的 ， 
即 追求 神 的 一 种 数学 的 理性 设计 。 

在 文艺 复兴 之 前 ， 人 们 终于 看 见 了 上 帝 与 数学 的 对 
话 ， 症 帝 按 数学 的 方式 设计 了 世界 ， 从 而 ， 对 理 恬 的 追 
求 、 对 数学 的 研究 也 就 是 在 接近 上 帝 。 这 样 ， 信 体 和 和 理 
性 在 古 希 腊 文化 复活 的 数学 中 就 走 到 了 一 起 。 这 一 切 不 
仅 为 文艺 复兴 创造 了 条 件 ， 同 时 也 为 基督 教学 者 从 宗教 
的 信仰 走向 理性 的 反 上 叛 指明 了 路 标 。 

具体 地 说 ， 基 督 教 各 教会 的 学 校 在 教学 中 对 数学 的 
应 用 ， 经 距 折 学 家 对 来 自古 希腊 手稿 的 翻译 ， 十 字 军 远 
征 带 来 的 与 肴 士 地 丁 堡 的 学 术 交 流 ， 使 欧洲 有 更 多 的 机 
会 了 解 古 希腊 的 文化 和 数学 。 再 加 之 在 12 世纪 欧洲 转 道 
阿拉 伯 开 始 学 习 和 运用 中 国 的 造纸 术 ， 这些 都 极 大 地 推 
动 了 十 希腊 文化 在 欧洲 的 复活 。 可 以 说 ， 古 希腊 文化 作 
为 一 粒 种 子 ， 终 于 开始 有 机 会 在 文艺 复兴 的 沃土 中 得 以 
生根 发 薄 。 
文艺 复兴 是 古 希 腊 文 化 的 一 种 复兴 ， 是 一 个 人 文 主 
义 的 批判 运动 。 浊 长 的 中 世纪 给 人 们 带 来 的 种 种 伪 死 的 
宗教 柳 锁 ， 现 在 开始 在 古 希 腊 理性 的 意义 下 重新 接受 人 
们 的 审视 ， 中 世纪 所 形成 的 教会 权威 ， 对 世俗 生活 的 种 
种 限制 ， 圣 经 是 一 切 知识 最 终 来 源 和 最 后 裁决 的 主张 
也 都 受到 了 古 希 腊 文化 理性 至 上 精神 的 有 力 冲击 。 “文艺 
”复兴 通过 复活 希腊 时 代 的 知识 ， 创 造 出 一 种 精神 气氛 
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第 四 刘 


十 希腊 与 文艺 复兴 时 期 的 数学 


在 这 种 气 握 里 可 以 再 典 有 可 能 媲美 希 脐 人 的 成 就 ， 击 且 


个 人 之 才 也 能 在 自从 3 


况 ] 


学 


以 
期 里 ， 
们 ] 双 


加 
学 


下 莲 描 生长 .~ 


在 几何 学 、 
了 发 展 。“ 对 于 文艺 复兴 时 
到 重视 尚 有 另 一 


j 中 世纪 的 文化 和 文明 产生 1 


们 


惟一 


它 给 入 们 在 沼泽 
把 寻求 真理 的 努力 相向 数学 .和 


作用 : 
它 的 兴趣 而 发 展 
过 自身 来 强化 对 1 
学 与 业 里 
时 已 经 
然 现象 背后 的 数学 规律 ， 而 每 


人 


1979， 


为 


被 大 家 公认 的 真理 体系 。 


具体 地 说 ,文艺 复兴 时 期 让 


历 册 大 时 


代数 学 


知识 的 建立 寻找 新 的 、 
提供 了 这 样 -个 基础 。 在 各 种 哲学 纷纷 瓦解 ， 神 学 | 
信念 受 人 怀疑 以 及 伦理 道德 变 


也 上 提供 了 一 个 稳妥 的 立足 点 ; 人 人 


代 以 来 就 绝迹 的 白 出 状 


随 着 古 希 别 文 化 在 文艺 复兴 中 的 复活 ， 古 希 腾 的 数 
也 开始 引起 人 们 广泛 的 兴趣 和 注意 
文艺 复兴 时 期 并 
得 急 


， 册 希腊 的 数学 在 
一 一 外 学 关 等 几 个 方面 


类 的 估计 只 分 子 ， 数 学 之 所 


个 理由 : 在 文艺 复兴 这 样 的 个 时 
随 着 新 的 影响 、 知 识 和 和 


革命 运动 席卷 欧洲 ， 使 人 
不 疑 利 不 信任 ， 知 识 分 子 
坚固 的 基础 ， 而 数学 则 
“的 
此 无 常 的 情况 下 ， 数 学 是 
数学 基础 是 确定 万 疑 的 ， 
1X 


9 数学 应 当 说 有 着 双重 的 


一 方面 它 作为 数学 规律 
自己 的 方法 利 
世界 的 理解 和 和 
士 多 德 学 说 的 结合 ， 
巴 数 学 规律 放 在 其 中 了 ， 


他 本 《西方 
© 克 菜 因 ;《 古 


哲学 史 》， 下 卷 ， 第 17 中， 
古今 数学 思想 》， 第 一 册 ， 


一 条 隐藏 


的 内 在 特征 ， 随 着 人 们 对 


理论 ; 另 一 方面 数学 又 通 
解释 形式 。 通 过 基督 教 神 
人 们 相信 


上 帝 在 构造 世界 
E 务 就 是 发 现 自 
F 现象 之 后 的 自 


人 们 的 1 


北京 ， 商 务 印 书馆， 


1986， 
锁 251 页 ，|. 海 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
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数学 文化 史 的 硝 究 


然 规律 的 发 志 又 部 各 以 被 看 成 上 沉 存 在 及 其 吞 慧 的 明证 .。 


可 以 说 ， 这 种 数学 理性 精神 


学 活动 的 特 狄 背景 。 对 此 例如 


之 争 就 可 清楚 地 看 出 : 
早 在 古 希 腊 的 毕 达 哥 拉 


是 完美 无 缺 的 ， 是 和 谐 次 好 的 
看 来 ， 天 上 的 星体 也 必定 采 


不 然 的 话 ， 就 降低 了 此 “各 
基于 这 样 的 观念 ， 上 古 希 腊 


构成 了 文艺 复兴 时 期 全 部 科 
由 “日 心 说 ”与 “地 心 说 ” 


斯 学 派 那里 ， 由 于 


圆 被 认为 
表现 ， 内 此 ， 在 这 -… 学 派 
让 国 周 和 运动 的 形式 ， 央 为 ， 
高 万 ”的 完美 性 。 也 下 是 


说 逐渐 形成 了 以 地 球 为 中 心 


以 太阳 、 月 党 及 其 他 必 体 的 
害 体系 。 由 于 这 一 以 昌 球 为 
解释 某 些 行星 的 运动 急 迹 和 
此 ， 在 公元 2 
修改 和 细节 的 补充 ， 他 运 上 
为 了 个 可 以 计 
托 勒 密 在 他 的 《至 大 论 
了 详细 的 论述 。 
释 实际 观察 中 
当 一 
周 运 动 的 时 候 ， 这 个 行星 就 
圆 瞻 上 和 运动， 而 这 个 本 轮 的 
圆周 
动 ， 本 轮 虽 又 在 均 轮 之 上 上 作 
双重 运动 的 引入 ， 托 勒 密 就 
同时 又 吉 对 具体 观察 中 的 各 
某 些 不 规则 性 〈 如 道行 ) 和 
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他 保留 了 时 


全 


世纪 克 罗 狄 斯 
当时 的 数学 知识 使 之 真正 成 
算 的 数学 体系 。 


时 现 的 问题 ，1 
个 行星 的 运动 被 实际 观察 表明 它 不 符合 绕 好 球 作 圆 


上 运转 。 均 


圆 形 轨迹 为 边际 的 球体 式 宁 
中 心 的 周 心 图 的 宝 寅 体系 在 
亮 量变 化 时 遇 到 了 困难 ， 央 
E 勒 密 又 对 这 个 体系 进行 了 


》 中 对 自己 的 宇宙 体系 进行 
先 的 天 球 团 ， 但 是 ， 为 了 解 
也 又 增加 了 许多 要 化 的 圆圈 : 


被 看 做 是 在 一 个 称 为 本 轮 的 
圆心 则 同时 在 绕 地 球 的 一 个 
轮 绕 地 球 作 美好 的 圆周 运 
图 周 运 动 ， 这样， 通过 这 种 
既 保 住 了 天 体 的 “完美 性 ”， 
种 现象 、 特 别 是 行星 运动 的 
距离 变化 的 现象 作出 解释 。 


第 四 齐 ”十 硕 虐 与 文艺 复兴 时 期 的 数学 
另外 ， 为 子 对 其 他 噶 体 运动 的 - - 些 不 规则 性 作出 解释 ， 
托 勤 密 又 把 地 球 放 在 近 离 太阳 的 地 方 ， 并 且 使 用 了 偶 心 
圆 和 对 心 圆 ， 后 者 被 用 来 解释 行星 速度 所 下 了 现 的 变化 
在 这 种 情况 下 ， 龙 相等 的 时 间 周 期 里 就 可 观察 到 相 
等 的 角度 (顶点 不 在 回 周 |.) 变化 ， 所 有 这 些 方法 结合 
起 来 就 形成 了 一个 成 熟 的 宇宙 体系 。 由 于 托 勒 密 的 这 … 
体系 在 相当 准确 的 程度 上 解释 并 预测 了 大 体 的 运动 . 因 
此 ， 它 就 一 直 保 持 到 了 哥 白 尼 的 “ 口 心 说 ”提出 的 时 候 : 

天 文学 中 的 巨人 ， 在 文艺 复兴 时 期 有 极为 重大 影响 
的 “日 心 阅 ” 创 始 大 保 白 尼 于 1473 年 出 后 于 波兰 的 托 伦 
城 ，18 岁 时 进 人 克拉 科 夫 大 学 学 > 2 ，1496 年 
森 扬 尼 到 波 托 尼 亚 学 习 教 堂 法 ， 在 那里 他 也 学 习 了 毕 达 
哥 拉 斯 等 -- 些 古 希 腊 学 派 的 学 说 ， 他 还 研究 了 医学 和 天 
文学 。1503 年 哥 白 尼 在 费 拉 拉 取 得 教堂 法 规 博 1 学位。 
其 后 哥 白 尼 转 向 医学 ， 在 波 蔡 时 他 把 行医 作为 日 常事 务 
的 -一 部 分 。1506 年 ， 哥 白 尼 回 家 乡 永 久 定居 ， 在 那 全 他 
参加 了 艾 姆 兰 邦 的 某 些 治理 工作 ， 电 就 是 在 这 时 ， 硅 白 
尼 在 工作 之 余 进 行 了 天 文学 的 深入 研究 和 观测 ， 并 最 终 
提出 了 对 文艺 复兴 乃至 对 人 类 文明 进程 部 有 重大 影响 的 
“日 心 说 ”。 

“ 哥 白 尼 体 系 的 基本 概念 全 部 包括 在 《天体 运 行 论 》 
的 第 一 着 中。 从 这 里 所 指出 的 行星 顺序 中 ,我 们 也 可 以 
一 眼 就 看 到 托 勤 密 的 强 有 有力 的 影响 。 革 白 尼 的 确 不 是 因 
为 自己 做 出 天 文 观 测 而 出 名 的 ， 他 所 做 出 的 大 文 观 察 数 
日 极 少 ， 而 及 其 准确 性 比 不 上 他 的 其 些 前 非 - 哥 白 尼 也 
没有 使 昌 天 文学 大 为 简化 。 他 仍然 接受 了 托 勒 密 的 本 轮 
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和 均 轮 ， 而 且 他 发 现 ， 就 像 以 前 的 天 文学 家 不 能 完全 精 
确 地 把 地 球 当 作 (宇宙 的 ) 中 心 一 样 ， 他 也 无 法 把 太阳 


完全 放 在 中 心 的 位 置 。 了 


可 以 这 样 说 ， 哥 白 尼 改 造 了 托 蔓 密 的 体系 


放置 在 靠近 宇宙 的 数学 中 心 点 的 位 置 ， 它 的 周 


: 太阳 被 
围 环绕 着 


行星 。 地 球 则 被 看 做 行星 中 的 一 个 ， 它 的 均 轮 上 跟随 着 


月 亮 。 对 哥 白 尼 来 说 ， 这 个 体系 在 数学 上 要 比 


托 勒 密 的 


体系 更 为 简单 、 和 谐 (日 心 说 用 34 个 圆 代替 了 地 心 说 的 
77 个 圆 去 解释 月 球 和 6 个 已 知行 星 的 运动 )， 另 外 ,这 个 


体系 也 给 尊重 的 太阳 一 个 显著 的 位 置 。 


哥 白 尼 在 建立 了 “日 心 说 ”之 后 的 30 年 才 公开 发 表 
了 自己 的 学 说 。 哥 白 尼 是 虔诚 的 教徒 ， 在 《天 体 运行 论 》 


中 写 给 教会 的 献 酬 里 ， 他 说 他 不 情愿 发 表 是 
人 反对 ， 因 为 天 文学 是 一 种 数学 家 的 专业 ， 不 
所 能 理解 的 。 

由 于 从 实际 观测 的 结果 比较 ， 当 时 的 “日 
不 比 “ 地 心 说 ”的 修正 理论 好 多 少 ， 因此,“ 日 
开始 时 就 没有 能 得 到 人 们 的 普遍 欢迎 ; 另外 ， 
的 出 现 还 有 一 个 更 为 重要 的 原因 ， 即 是 由 于 日 
了 基督 教 神学 赋予 人 类 和 地 球 宇宙 中 心 位 置 的 
此 ,从 历史 的 角度 看 ， 我 们 就 可 以 说 ， 如 果 没 
的 工作 ,“ 日 心 说 ”的 命运 还 要 历经 磨难 。 

开 普 勒 (1571 一 1630) 是 一 个 命运 坎坷 的 


pl 


为 怕 外 行 
是 一 般 人 


心 说 ”并 
心 说 ”在 
后 一 现象 
心 说 违背 
观念 。 因 
有 开 误 前 


天 文学 天 


才 ，, 也 是 一 位 对 神秘 主义 十 分 人 迷 并 很 有 影响 


外 埃 伦 : 杜 布 斯 《文艺 复兴 时 期 的 人 与 自然 3 第 10 页 ， 闹 州 ， 
社 ，1988。 
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的 占星 术 


浙江 人 民 出 版 


诚 的 新 教 徙 ,但 却 有 些 异 息 天 开 地 倾向 太阳 
动机 当然 使 他 对 太阴 


哲学 也 使 


具体 地 说 ，J 


在 《神秘 
证 明 上 帝 在 创 
毕 达 吉 
体 , 他 


造 字 


ll 


关系 方 


日 心 说 ”的 
就 ， 这 一 成 就 同时 
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大 师 。 受 毕 达 训 拉 斯 哲学 的 影响 、 开 普 壮 虽然 是 一 个 虚 


PP 心 说 有 所 编 爱 ， 
也 追随 柏拉图 
必定 寄托 在 五 种 正 多 面体 |: 


这 些 
他 的 毕 达 哥 拉 


的 《 蒂 迈 欧 篇 )， 设 想 汪 内 的 意义 


[ 背 勒 条 有 
求 上 帝 按 事先 设计 好 的 数学 方案 所 构造 
4 守 省 构造 学 》-- 
害 并 月 j 


柏拉图 


- 书 的 序 


立 斯 和 柏拉图 于 代 
按照 这 些 形体 安排 了 天 体 的 数 日 
它们 运动 间 的 关系 。” 虽 然 开 普 勒 用 
自然 界 的 秘密 没有 成 功 ,但 是 他 在 了 


寺中 写 
辕 节 字 窗 的 次 序 时 ， 否 到 了 从 
忆 就 为 人 


的 五 种 正 多 面体 去 地 
1 宇宙 关系 。 他 
道 :“ 我 企 疼 大 


熟知 的 五 种 正 多 而 
它们 的 比例 和 


五 种 庄 多 面体 大 探索 


多 宁 宙 和 谐 的 数学 


i 获得 了 巨大 的 成 功 ， 他 所 提出 的 行星 运动 -大 
定律 成 为 伟大 的 访 史 丰 人 三 。 
成 功 ， 是 文艺 复兴 时 期 数学 


的 巨大 成 


也 表明 了 数学 作为 - -种 信仰 、 作 为 


种 解释 世界 的 形式 足以 和 基 营 教 神 竺 机 抗衡 . 
其 体 地 说 ， 正 如 前 而 所 已 所 上 及 的 ， 哥 上 白 尼 和 开 苯 吉 


基石 ， 
反 , 在 


事实 上 都 是 虔诚 的 神学 人 
学 中 人 是 宇 密 的 中 心 和 
他 们 的 本 意 并 
也 们 的 神学 信人 


时 


了 


， 


安排 宇宙 万 物 的 ， 从 而 ， 
在 字 审 中心， 并 以 数 


学 


言 第， 尽管 他 们 移动 了 基督 教 神 
此 界 万 物 都 绕 
不 是 要 反叛 基 营 教 神学 ，| 
上 这 是 按 数学 米 构 造 世 
他 们 所 要 作 


也 球 运行 这 样 -个 


9 就 只 是 把 太 


的 简洁 理论 来 表现 二 之 的 
事实 上 , 古 希 腊 毕 达 菜 拉 斯 学 派 的 哲学 中 就 兽 有 过 


宇宙 
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中 心 是 一 团 火 ， 其 他 行星 包括 地 球 、 太 阳 都 绕 它 运转 的 
构想 。 因 此 十 以 认为 ， 对 古 硕 腊 文化 的 崇敬 以 及 坚信 上 
帝 按 数学 设计 宇宙 的 信仰 ， 使 如 白 尼 和 开 普 勒 地 于 用 数 
学 的 理性 、 数 党 的 方法 、 数 学 的 构造 表达 自己 有 过 ,点 
神学 教条 的 天 文学 。 
文艺 复兴 对 数学 信仰 的 增强 ， 也 是 “日 心 说 ” 介 
自己 抵抗 反对 意见 的 重要 文化 力量 。 既 然 基 督 教 神学 
相信 上 帝 是 按照 数学 来 设计 宇宙 万 物 的 ， 那么， 多 内 
洁 优美 的 数学 理论 来 解释 宇宙 万 物 无 疑 就 有 潜在 的 巨 天 
说 服 力 。 虚 诚 的 基督 教 信徒 ,按照 上 帝 的 意志 找到 了 上 
帝 事 先 安排 在 万 物 之 中 的 和 谐 、 优 美的 数学 规律 ， 即 使 
它 稍微 地 违背 了 一 点 教义 ， 也 应 当 受 到 人 们 的 灶 美 。 
哥 罕 尼 、 开 普 勒 正 是 以 这 样 的 一 种 数学 的 理性 、 数 
学 的 信仰 来 反驳 那些 反对 意见 ， 捍 上 自己 的 理论 构想 的 。 
正如 哥 白 尼 说 他 的 “日 心 说 ”是 一 个 数学 理论 一 样 ， 
开始 支持 证 白 尼 学 说 的 也 都 是 一 些 相信 宇宙 万 物 是 按照 
数学 方式 设计 的 数学 家 。 换 名 话说 ， 只 有 坚定 的 数学 信 
仰 和 数学 理性 精神 ， 才 会 在 观测 事实 并 不 支持 ， 日 心 说 ” 
的 情况 下 ,敢于 脱离 神学 的 教义 和 观测 事实 上 的 现象 ， 
坚决 地 相信 “日 心 说 "。 
一 般 地 说 ,文艺 复兴 时 期 的 数 党 成果 就 其 本 身 而 言 
应 当 说 并 不 十 分 辉煌 ， 但 是 就 数学 与 其 他 学 科 的 结合 ， 
尤其 是 数学 作为 古 希 腊 文 化 中 理性 精神 的 一 种 复归 ， 其 
作用 和 和 影响 却 是 十 分 巨大 的 。 就 后 者 而 言 ， 数 学 与 绘画 
的 关系 即 可 被 看 成 一 个 类 有 代表 性 的 典型 。 
早 在 古 希 腾 文 化 中 ， 由 于 毕 达 哥 拉 斯 、 柏 拉 图 哲学 
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所 据 借 的 数学 理性 精神 ， 就 使 十 希腊 的 艺术 发 展 受 到 了 
数学 的 深刻 影响 ， 而 作为 形象 表现 形式 的 艺术 一 经 注入 
数学 的 精神 则 蝎 展现 出 了 了 独特 的 屿 力 - 

例如 ， 数 学 所 表现 的 美好 、 和 谐 使 碳 希 腊 的 汉 术 无 
论 是 轩 刻 偿 是 绘画 部 表现 出 “种 形态 勾 称 ， 举止 刁 静 、 
和 谐 安 详 的 特点 。 在 绘 面 沁 术 上， 数学 的 百 作 更 曝 求 册 
家 们 按照 数 最 关系 结构 来 表现 事物 的 特征 - 例如 ， 十 希 
腊 绘 画 特 别提 仆 按 照 毕 达 哥 拉 斯 提出 的 “黄金 律 ”来 去 
现 事 物 和 人 物 的 关系 ,， 因为， 按照 毕 达 如 拉 斯 的 观点 ， 
所 说 的 “ 黄 今 分 制 ”(“ 神 鞋 分 割 ”) 可 以 给 人 以 一 种 特别 
的 美感 . 由 具体 的 考察 串 以 看 出 ， 这 一 特定 的 审美 标准 
在 占 希 腊 人 那里 得 到 了 十 分 广泛 的 应 用 ， 如 绘 喇 中 人 体 
的 比例 、 绘 画 材 料 的 氏 与 宽 的 比例 ， 甚 全 身体 中 各 个 细 
小 部 分 ， 都 利用 了 “黄金 分 割 ” 这 一 审美 的 数学 归 求 。 

从 文艺 复兴 运动 的 历史 进行 考察 ,绘画 与 文艺 复兴 
的 发 展 有 着 十 分 重 娄 的 联系 。 如 意大利 的 著名 画家 达 . 共 
奇 就 是 文艺 复兴 时 期 的 一 个 重要 代表 人 物 ， 耐 数学 的 方 
法 、 数 学 的 理性 则 又 可 以 被 看 成 推动 达 ' 芬 奇 和 走向 艺术 和 和 
事业 顶峰 的 重要 动力 ， 

一 般 地 说 ， 文 艺 复 兴 时 期 的 晒 家 其 共同 特征 即 是 努 
力 脱 离 中 世纪 宗教 绘画 的 锋 隘 主题 ， 而 把 绘 辐 的 体裁 转 
向 人 问 ; 进而 ， 这 种 由 宗教 的 大 国 向 人 间 的 转变 也 使 咖 
家 们 开始 深入 地 研究 如 何 才 能 在 画布 上 - 自 实 地 再 现 人 此 
间 的 各 种 场景 。 

古 硕 腊 文 化 的 复兴 ， 对 古 希 腊 著 作 的 学 习 ， 使 碳 希 
腊 的 数学 理性 精神 深 深 地 进入 了 文艺 复兴 时 期 各 个 艺术 
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家 的 心灵 。 数 学 被 看 成 现实 世界 的 本 质 ， 几 何 学 则 是 现 
实 世界 的 表现 形式 ， 从 而 ， 为 了 在 画布 上 真实 地 表现 人 
世间 ， 夯 家 们 也 必须 遵守 数学 的 形式 和 表现 方法 。 这 样 ， 
数学 作为 一 种 理性 的 精神 就 并 始 进入 到 了 艺术 家 的 形象 
思维 之 中 。 例 如 ， 达 ' 芬 奇 把 毕 达 哥 拉 斯 的 “神圣 分 割 ” 
定名 为 “黄金 分 割 *"， 他 还 强调 如 何 按 “黄金 分 割 ” 米 绘 
制 和 欣赏 人 体 美 。 
应 当 指 明 ， 数 学 进入 绘画 领域 的 男 一 原因 还 在 十 当 
时 的 大 部 分 画家 同时 从 事 工 程 、 建 筑 等 方面 的 工作， 这 
样 的 经 历 也 就 使 他 们 比 其 他 人 更 具有 数学 的 知识 。 例 如 ， 
达 ' 芬 奇 就 广泛 地 研究 过 力学 、 地 理学 、 气 象 学 、 解 剖 学 
等 方面 的 知识 ， 特 别 是 ， 作 为 在 画布 上 再 现 扯 界 的 见 何 
方法 ， 达 * 芬 奇 和 许多 绘画 大 师 部 详细 地 研究 了 透视 学 。 
具体 地 说 ， 数 学 透视 法 的 提出 和 发 展 ， 妈 应 归功 于 
文艺 复兴 时 期 的 绘画 大 师 们 。 他 们 而 临 着 如 何 谁 确 地 把 
三 维 空间 的 现实 世界 表现 在 一 维 平面 的 画布 上 ， 这 既是 
一 个 与 绘画 直接 有 关 的 问题 ， 又 是 一 个 真实 的 数学 问题 。 
在 文艺 复兴 时 期 ， 第 … 个 认真 地 把 数学 运用 于 绘画 
方面 的 艺术 家 是 布 鲁 内 利 希 (Brunelleschi 1377 一 1446) ， 
他 读 了 欧 几 里 得 等 许多 古 希腊 数学 家 的 数学 著作 ， 还 全 
究 光 学， 并 利用 几何 学 和 光学 去 研究 透视 法 。 其 后 ， 阿 
尔 贝蒂 写 于 1435 年 的 《绘画 论 》 (1511 年 公开 出 版 )， 浊 
出 了 有 关 透 视 法 的 数学 原则 ， 这 本 书 成 为 后 来 绘画 艺术 
家 运用 透视 法 的 基础 理论 。 最 后 ,文艺 复兴 时 期 把 透视 
法 的 数学 原理 较为 完整 地 表示 出 来 的 是 画家 弗朗西斯 卡 
(Francesca 1410 一 1492)， 他 的 《透视 绘画 论 》 推 进 了 阿 
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尔 贝 带 提 出 的 有 关 透 视 学 的 理论 。 上 弗朗西斯 卡 认为 透视 
法 是 绘画 艺术 的 科学 基础 ， 人 们 应 当 通 过 数学 来 修改 和 
推广 由 经 验 效 得 的 知识 。 他 也 被 认为 是 那个 时 期 最 好 的 


几何 学 家 。 
当时 用 于 透视 法 的 焦点 透视 法 ， 事实 上 


是 几何 知识 


和 光学 知识 的 一 种 结合 。 运 用 这 一 方法 ， 艺 椒 家 们 准确 
地 解决 了 景物 在 画面 中 的 大 小 比例 关系 ; 远 处 的 物体 在 


画面 中 较 小 ， 近 处 的 物体 在 画面 上 则 较 大 ， 


这 一 切 邦 可 


以 用 焦点 透视 系统 中 给 出 的 数学 方法 作出 科学 的 处 理 ; 
另外 ， 相 应 的 基本 原理 义 都 建立 在 数学 的 严格 演绎 论证 


之 上 。 从 而 ,在 绘 面 的 焦点 透视 系统 中 绘画 


与 数学 就 得 


到 了 完美 的 结合 ， 面 后 者 则 又 可 以 看 成 文艺 复兴 时 期 对 
古 希 腊 文 化 中 数学 理性 热切 追求 的 “个 直接 结果 。 


就 文艺 复兴 时 期 数学 与 艺术 的 结合 而 言 ， 


达 ' 芬 奇 的 


绘画 可 以 说 最 具有 代表 性 。 这 位 文艺 复兴 时 期 的 巨人 
不 仅 是 一 位 画家 ， 而 且 也 是 一 个 哲学 家 工程师、 雕塑 
家 、 建 筑 师 和 物理 学 家 ， 他 深入 而 广泛 地 学 习 了 十 希 腾 
的 文化 ， 并 对 许多 自然 学 科 作 过 认真 细致 和 深入 的 研究 ， 
在 艺术 上 更 留 下 了 许多 不 梧 之 作 。 然 而 ， 就 达 ' 芬 奇 的 评 


价 而 言 ， 我 们 却 不 能 把 他 的 科学 工作 和 艺术 


作 完 全 制 


裂 开 来 ， 而 应 把 两 者 看 成 一 个 有 凯 的 整体 。 


竺 别 是 ， 就 


如 马丁 .约翰 示 所 指出 的 ， 我 们 应 “把 达 ' 芬 奇 的 艺术 看 


做 是 一 种 内 在 的 、 科 学 思想 的 自我 表现 形式 。 


"TY 


具体 地 说 ,通过 对 古 希 腊 文化 的 研究 以 及 在 自然 科 


0， 马 三 "约翰 带 :《 艺 术 与 科学 思维 }， 第 164 奥 ， 北京， 工人 出 版 社 ，1988。 
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学 方 曾 的 探索 ， 达 . 芬 奇 很 好 地 接受 了 上 希腊 的 文化 遗 
产 ， 特 别 是 ， 他 不 像 文艺 复兴 时 期 其 他 的 一 些 学 者 仅 限 
于 利用 了 十 希腊 的 一 些 上 成果， 而 是 深入 到 了 古 希 腊 文 化 
的 精 乒 之 中 ， 并 通过 从 中 吸取 和 营养 而 使 自己 的 绘画 艺术 
成 为 散发 出 古 希腊 文化 理性 的 一 座 卡 健 。 
达 . 芬 奇 对 数学 在 绘画 中 的 应 用 ， 尤 其 是 有 关 透 视 法 
和 比例 的 研究 有 独到 的 见解 ， 他 对 人 体 结 构 比 例 的 研究 
蝎 为 艺术 创造 提供 了 一 种 数学 定量 化 的 规范 ， 例如， 达 ， 
劳 奇 的 绘画 杰作 《 蒙 娜 而 莎 》 所 表现 出 的 “永恒 的 微笑 ” 
即 是 达 . 芬 奇 的 透视 法 和 比例 研究 的 “个 结 圭 。《 紫 娜 丽 
莎 》 的 右手 被 誉 为 绘画 史上 最 美的 一 只 手 : 绘画 中 所 运 
用 的 精确 的 比例 和 透视 方法 ， 使 这 只 手 更 有 体积 感 ， 更 
有 重量 ,尤其 是 更 窗 于 生命 万 ， 1 
相 比 也 堂 不 逊色， 再 例如 ， 达 .和 芬 奇 的 另 一 幅 杰 作 《 节 后 
的 上 晚餐》 则 充分 表现 了 作者 运 上 全 二 所 亿 来 I 艺术 
视点 效果 。 耶 稣 与 十 二 个 门徒 共 进 晚餐 ， 达 :分 奇 的 构图 
旦 使 他 们 全 部 面向 观众 、 一 字 排 开 ， 玲 在 止 由 的 耶稣 头 
部 正好 受到 中 间 亮 光 的 衬托 ， 精 心 构思 的 光线 效果 使 中 
心 位 置 的 耶 钱 成 为 整个 画面 的 中 心 ， 北 钙 的 十 二 个 门徒 
每 二 人 一 组 对 称 地 分 布 在 耶稣 的 两 人 出。 这 幅 作 上 癌 晤 在 米 
兰 圣 玛 责 亚 教堂 餐厅 的 正面 墙壁 上 ， 画 面 屋 顶 和 墙壁 的 
透视 线 与 餐厅 建筑 的 实际 透视 相 衔 接 ， 使 人 感觉 到 耶稣 
正平 静 地 说 出 那 句 惊 人 的 话 : “你 们 之 中 有 一 个 人 出 卖 了 
我 ”以 耶稣 头 部 后 军 的 一 点 为 焦点 ， 长 长 的 画面 构成 了 
一 -个 完整 的 焦点 透视 系统 。 透 视 学 的 方法 在 这 里 得 到 了 
准确 的 运用 ， 通 面 把 人 物 的 情感 、 形 态 、 心 理 准 确 地 融 
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中 地 表 现 了 嘟 稣 身上 的 美和 善 与 叛徒 身上 于 和 恶 的 半 


对 比 


为 了 更 清和 不 地 说 明 问 题 ， 我 们 在 1 
由 具体 的 考察 可 以 发 现 ， 中 国 的 


作 一 简单 的 比较 ， 


绘画 没有 占 希 腊 那 种 遵从 数学 理性 、 数 学 方法 的 文 
求 - 例如 ,中 国 呈 中 的 人 物 、 花 岛 、I 


分 割 法 ”的 影响 ; 


第 四 章 “十 希腊 与 文艺 复兴 时 期 的 数学 
为 一 体 ， 不仅 表现 了 每 个 门徒 的 神态 差异 ,而 号 上 分集 


另 多 


， 更 为 重要 的 是 . 中 国 


过 对 焦点 透视 的 数学 方法 的 追求 。 生 此 相反 ， 中 国 厢 是 


散 点 


相仿 ， 匹 论 远近 只 以 
透视 的 画面 仍 是 众多 人 物 神 态 各 异 ， 棚 

一 般 地 说 ， 中 国画 追求 意 在 笔 先 ， 
充分 表现 画家 自己 的 3 


学 方法 的 束缚 。 俩 
作 兽 常 舞 剑 尽 醋 ， 
洽 ( 约 734 一 805) 
再 泼墨 作画 。“ 必 
举 - 或 笑 或 吟 ， 肌 
有 形状， 为 山 为 石 ， 


视 : 视点 可 以 上 下 、 左 石 移动 。 
柱 《 清 明 上 河和 钢 》 画 卷 ， 你 可 以 看 到 画面 上 的 人 物 
FE 者 的 主观 视觉 为 主 ， 然而， 散 点 


然后 挥毫 而 就 ; 中 


启 


出 云霞 ， 染 成 风月 
和 皆 亩 奇异 也 。 


作为 绘画 ， 作 为 艺术 ,中西 绘画 应 当 说 各 有 


于 ， 宛 若 和 


E 观 审美 意愿 ， 而 
如 ， 中 国 唐 代 著 名 画 


时 


突 、 

还 可 对 中 西 绘画 
#4 统 

化 追 

1 水 部 不 受 “ 黄 爹 
下 中 也 缺 
例如 ， 长 长 的 一 
比例 


棚 如 年。 


笔 哆 出 自 胸 脐 ， 
根本 不 受 任何 数 
家 吴 道 子 ， 每 着 
泌 墨 闸 创 始 人 工 


每 着 作画 则 必 先 喝 得 栈 而 大 醉 ， 然 后 
L 欲 画图 障 ， 先 饮 ， 配 醉 之 后 ， 即 以 该 
壁 手 抹 。 或 挥 或 打 ， 或 淡 或 浓 ， 
为 云 为 水 ,应 手 随 意 ， 俱 若 造 化 ， 图 
趾 巧 ， 府 观 不 匈 其 器 污 之 迹 ， 


随 其 


独特 


的 审美 意义 ;但 是 当 我 们 把 中 西 绘画 的 方法 进行 比较 时 ， 
就 可 更 为 清楚 地 看 到 数学 理性 、 数 学 方法 在 西方 绘 曙 中 
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所 占据 的 重要 地 位 。 另 外 ， 当 我 们 从 文化 深层 的 意义 去 
体味 凸 洋 绘画 法 的 数学 内 涵 时 ， 也 就 可 以 更 好 地 去 理解 
西方 绘画 从 精确 表现 事物 走向 抽象 表现 事物 的 灾 化 ， 因 
为 ,精确 性 和 抽象 性 正 是 数学 的 基本 特征 之 一 ， 从 而 ， 
西方 绘画 从 精确 的 焦点 透视 法 绘画 走向 抽象 派 画 法 的 过 
程 也 就 更 为 深刻 地 表明 了 数学 及 其 理性 对 于 西方 文化 和 
西方 艺术 的 重要 影响 。 
最 后 ， 应 当 指 明 ， 文 艺 复兴 时 期 的 数学 主要 地 即 是 
通过 与 其 他 学 科 的 相互 渗透 得 到 发 展 的 刘 实 ， 显 然 也 从 
又 一 角度 清楚 地 表明 了 这 样 一 点 ， 即 数学 确实 应 被 看 成 
整个 人 类 文化 的 一 个 有 机 组 成 成 分 。 


第 五 章 西方 文化 中 的 微 积 分 


第 五 章 ”西方 文化 中 的 和 激 积分 


微 积 分 学 的 建立 标志 着 数学 由 初等 (常量 ) 数学 时 


期 问 变 量 数学 时 期 的 重要 转变 ， 在 这 一 过 程 中 ， 无 穷 小 
量 及 共 运 算 占 据 了 特别 重 归 的 地 位 ,本章 将 从 文化 的 角 
度 对 这 一 发 展 过 程 作 出 回顾 和 分 析 ; 另外 ， 在 第 三 节 中 ， 
我 们 将 从 问 样 的 角度 对 所 谓 的 “ 数 党 危机 ”的 内 洱 作 出 


具体 论述 。 


5. 1 微 积 分 的 萌芽 与 其 早 其 
在 数学 史上 ， 微 积分 学 的 创立 是 自 
本 》 建 立 以 来 最 伟大 的 成 就 ， 它 是 数学 


发 人 
古 希 腊 《 几 何不 
史上 的 一 座高 峰 。 


虽然 微 积分 是 数学 针对 17 世纪 的 科学 问题 给 出 的 切实 可 


的 数学 方法 ,但 是 微 积分 中 所 涉及 到 的 “无 穷 (小) 


概念 以 及 相关 的 某 些 思维 方法 ， 却 导 在 古 希 腊 的 时 候 就 


例如 ,在 古 希腊 毕 达 哥 拉 斯 学 六 


之 后 ， 原 子 论 学 派 又 提出 了 万 物 曾 由 原子 构成 的 观念 ， 
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第 二 篇 “数学 文化 中 的 研究 
而 这 就 二 接 涉 及 到 了 连续 和 离散 、 无 限 可 分 与 不 可 分 等 
问题 。 


上 


， 有 关 时 间 、 空 间 和 数量 意义 上 的 无 限 可 分 与 
不 可 分 的 问题 ， 是 人 类 认识 相关 的 数量 问题 时 必然 会 遇 
到 的 一 些 问 题 。 例 如 ， 在 中 国 历 史 十 ， 上 庄子 与 惠 议 论 太 
无 限时 就 有 “一 尺 之 极 ， 日 取 上 其 半 ， 万 世 不 况 ” 的 论述 。 
另外 ,上古 希腊 关于 无 限 可 分 与 不 可 分 的 有 关 由 准则 可 
出 忆 颗 业 学 派 芝 诺 的 四 个 悖 论 集中 地 在 出 。 

芝 诺 停 论 是 这 样 的 ; 信 

第 一 个 悼 论 ， 丙 分 法 悼 论 。 这 一 悖 论 咎 定 了 运动 的 
存在 ， 其 理由 是 :“ 在 你 穿 过 - 段 距 离 之 前 ， 必 先 穿 过 这 
个 距离 的 一 半 ”。 因 此 ， 如 果 认 为 空间 是 无 限 可 分 的 , 在 
任何 一 定 的 空间 中 就 都 有 匹 穷 多 个 点 ， 而 你 不 能 在 有 限 
的 时 间 内 越过 无 穷 多 个 点 。 
第 二 全 悼 论 ， 阿 基 里 斯 悖 论 。 动 得 最 快 的 东西 ( 古 
希腊 的 神 行 太保 阿 基 电 斯 ) 永远 追 不 上 动 得 最 乙 的 东西 
( 乌 多 )。 因为 “他 首先 必须 到 达 乌 印 的 出 发 点 ， 这 时 候 
乌龟 会 向 前 走 了 一 段 路 。 于 是 阿 基 里 斯 又 必须 赶 上 这 一 
段 路 ， 而 乌 包 义 会 向 前 走 了 - - 段 路 。 他 总 是 愈 妃 愈 近 ， 
但 始终 追 丰 上 它 。” 与 前 一 个 悖 论 一 样 ， 这 个 悖 论 也 假设 
了 “空间 是 无 限 可 分 的 ”。 
第 三 个 悖 论 ， 飞 矢 不 动 迟 论 。“ 飞 着 的 箭 是 静止 的 ， 
因为 ， 如 果 每 一 件 东西 在 占据 一 个 与 它 自身 相等 的 空间 
时 是 静止 的 ， 而 飞 着 的 东西 在 任何 一 定 的 瞬间 总 是 占据 


Dn 内 家 太 乱 学 要 外 国 芹 尝 史 教 研究 编译 : 攻 目 希腊 罗马 哲学 }。 第 57 一 38 页， 
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第 五 章 西方 文化 中 的 给 积 分 
着 一 个 与 它 冲 身 相 等 的 空间 . 那么 它 就 不 能 动 了 .… 
悖 论 假 疫 了 “时 间 是 由 极 微小 的 不 可 分 的 瞬 pe 
第 由 个 惊 论 ， 游行 队伍 性 论 eT 
一 售 的 时 间 ”。“ 假 定 有 三 列 物体 ， 其 中 的 一 做 [A1， 
人 
目的 (图 2)， 在 它们 前 走 过 同 样 的 一 段 距离 的 时 间 中 
B 越过 列 物 体 的 数 日 ， 要 比 它 越过 A 列 中 物体 的 数 日 
多 一 信 (图 3)。 因 此 ， 它 用 来 越过 人 列 的 时 间 芍 比 它 有 有 
来 越过 A 列 的 时 间 长 - 倍 : 但 是 B 和 CC 用 来 上 起 到 A 的 位 
图 的 时 间 却 是 相等 的 。 所 以 一 售 的 有 时间 等 于 一 半 的 有 
间 。 


图 2 图 3 


对 丁 芝 湛 所 提出 的 惊 论 ， 贞 希腊 有 许多 人 曾 试 图 给 
和 而 这 事实 上 岂 就 是 关 寺 元 限 的 思考 ,了 探索， 见 
， 除 艺 诺 迟 论 外 ， 亚 虫 士 多 德 的 无 限 观 对 占 希 草 人 也 
六 生 过 十 分 广 泛 的 影响 具体 地 说 ， 亚 里 上 上 多 德 认为 ， 
元 限 只 能 是 “潜在 的 "， 而 不 可 能 是 “实在 的 ”、 即 真实 
的 。 亚 里 十 多 德 之 所 以 承认 潜 无 限 的 可 能 性 ， 主 要 是 办 
为 “如果 说 根本 没有 无 限 ， 总 然 许 多 涪 不 通 的 结论 就 会 
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因而 产生 ”。 


分 成 更 小 的 量 ， 


二 
会 告终 ， 


永远 不 
数 。 但是， 


一 个 过 程 ， 即 一 个 永远 处 了 


个 


里 士 多 德 又 强调 指 ! 


F 产 生 或 灭 广 之 


如 ,时 间 就 会 有 开始 和 终结 ， 量 也 就 不 能 
数 也 个 会 是 元 限 的 ; 但 分 割 的 过 程 显然 
我 们 也 可 通过 加 上 1 而 得 到 无 限 多 个 整 


1， 他 所 说 的 无 限 只 是 
pb 的 过 程 ， 而 


不 是 -个 已 产生 的 实体 。 这 也 就 是 说 ,无 限 只 能 是 潜在 


的 ， 而 不 可 能 是 真实 的 。 亚 里 土 多 德 明确 写 道 :“ 只 有 潜 
能 上 的 无 限 。…… 不 会 有 现实 的 无 限 。”0 
一 般 而 言 ， 古 希腊 人 对 于 无 限 并 不 能 说 其 有 上 分 清 


楚 的 认识 ， 对 芝 诺 悖 论 更 无 法 作 : 


令 人 满意 的 解答 ， 而 


后 者 则 就 集中 地 表明 了 当时 对 无 限 的 认识 缺 三 严密 的 逻 


辑 基础 。 显 
中 对 无 限 必 


“穷竭 法 "。 
所 请 “ 


然 ， 从 这 样 的 角 
有 实 上 采取 了 一 种 完全 和 
解 了 。 具 体 地 说 ， 为 了 解决 与 无 限 有 关 的 问题 ， 古 希 
人 采用 了 一 种 特殊 的 方法 ， 这 就 是 第 四 章 中 所 已 提 上 及 


度 去 分 析 ， 古 希腊 人 在 数学 


上 E 斥 的 态度 也 就 可 以 理 


i 十 
目 


的 


了 总"， 就 


的 面 各 时， 人们 可 以 村 
E 多 边 形 的 边 数 越 多 ， 它 也 就 越 接 近 圆 ， 


内 接 了 


就 “穷竭 ”- 
这 个 名 词 ， 这 只 是 17 


原始 的 涵义 而 言 ， 是 指 在 求 取 


继 地 作出 


了 圆 的 面积 。 当 时 和希 


| 


起 的 一 个 名 称 。 穷 竭 法 的 创立 应 ! 


学 者 并 认为 这 可 能 是 古 希 腊 柏 拉 图 学 派对 


一 种 回答 。 
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世纪 的 人 们 根据 这 一 方法 的 


的 各 个 内 接 正 多 边 形 ， 


而 其 面积 


漠 人 并 未 使 上 


唱功 于 欧 多 克 斯 ， 


F 艺 诺 1 


第 五 章 ”西方 文化 中 的 微 积分 


《 儿 休 原本》 中 利 


而 积 之 比 等 于 其 直 答 平 


穷 况 法 证 明了 如 下 的 命题 : 蝴 贺 
方 之 比 。 


具体 地 说 ， 欧 几 里 得 首先 证 A 


明了 圆 可 以 被 正 多 边 
音 "， 这 就 是 说 ， 在 图 
出 -一 个 正 多 边 形 ， 使 殿 


积 之 差 比 任何 给 定 的 量 还 小 。 如 


、 S 
形 所 “ 穷 
jJ 可 以 作 8 
与 圆 的 面 


图 4，AB 为 一 内 接 正 多 边 形 的 

边 ， 设 M 为 弧 AB 的 中 点 。 因 为 

一 角形 AMB 的 面积 为 四 边 形 

ARSB 的 一 半 ， 因 此 就 大 于 弓形 四 4 

AMB 的 一 半 ， 由 此 ， 当 内 接 下 多边形 的 边 数 增加 一 信 


时 ， 其 所 增加 的 面积 就 要 超过 图 与 原 正 多 边 形 面积 之 差 


的 - - 半 ; 这 样 ， 只 需 不 


断 地 双 倍 圆 内 接 正 多 边 形 的 边 数 ， 


就 串 以 使 其 与 圆 的 面积 


差 小 于 任何 给 定 的 而 积 。 


假定 代 痊 等 式 有 : 


其 次 ,对 于 原 命题 串 用 反 证 法 证 明和 如 下 : 


SI:S2>d3:q3 (SI;、Sz 分 别 代表 


两 个 圆 的 面积 ，d1、d2 则 为 其 直径 )。 
在 第 一 个 圆 中 ， 作 -- 企 内 接 正 多 边 形 ， 令 其 面积 P) 


与 Si 之 差 如 此 小 ,使 得 


Pi:S,>di:d3, 


令 已 为 相似 于 Pi 的 在 第 二 个 赔 中 的 内 接 正 多 边 形 


的 面积 ， 于 是 根据 相似 
Pi:P2= di:q3。 


正 多 边 形 的 定理 有 : 


此 ，Pi: 9 > Pl: Pz， 也 即 P > S2， 了 矛盾 ， 因 为 


正 多 过 形 的 面积 不 可 能 超过 其 外 接 圆 的 面积 。 
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同样 地 ， 我 们 也 可 证 明 不 可 能 有 ， 

SS2< et 人- 

这 样 原 定理 就 得 到 了 证 明 

显然 ， 尽 管 由 希腊 人 在 此 避免 了 对 无 限 的 任何 涉及 ， 
但 孝 完全 合乎 逮 辑 地 证 明了 现在 用 极限 方法 证 明 的 结论 ， 
这 就 是 穷 竟 法 的 根本 和 意义 所 在 - 

在 十 希腊 的 王 访 山大 里 亚 时 期 ， 著 名 的 数学 家 和 阿 基 
米 德 把 目 希 腊 的 几何 党 发 展 到 了 顶峰 。 阿 基 洲 德 与 占 希 
腊 其 他 数学 家 不 同 的 是 ， 他 同时 也 具有 科学 实验 的 近代 
科学 的 特征 ， 他 并 把 这 种 实验 方法 与 儿 何 的 研究 成 功 地 
结合 了 起 来 。 例 如 ， 阿 基 米 德 利用 力学 方法 发 现 了 不 少 
面积 计算 公式 ， 然后， 作为 - -种 严格 的 论证 . 他 再 用 穷 
竭 法 对 它们 进行 了 证 明 。 
对 于 上 述 的 研究 方法 ， 阿 基 米 德 在 一 篇 称 为 《方法 》 
的 论文 中 曾 作 了 较为 详细 的 说 明 ，。 阿 基 米 德 的 这 一 手稿 
是 1906 年 在 君 士 坦 丁 您 发 现 的 ， 原 稿 抄写 在 一 张 羊皮 纸 
上 ， 后 来 因为 抄写 宗教 经 文 曾 被 洗 去 ， 好 在 床 文 并 林 被 
完全 洗 尽 ， 人 们 才能 由 此 而 得 以 了 解 阿 基 米 德 独特 的 “ 
些 思想 方法 ， 而 后 者 事实 上 就 可 被 看 成 在 牛顿 - 莱 布 尼 兹 
创建 微 积分 之 前 在 这 一 方向 所 和 迈 出 的 一 大 步 - 

阿 基 米 德 方法 的 基本 思想 是 :为 了 找 所 求 的 面积 或 
体积 ， 可 以 把 它 分 成 许多 这 的 平行 的 条 或 薄 的 平行 的 尽 
并 二 把 这 些 片 挂 在 杠杆 的 ~… 端 ， 利 用 杠杆 的 力 的 平移 原 
理 ， 让: 它 平衡 于 容积 和 重心 实际 已 经 知道 的 某 一 图 形 ， 
这 样 我 们 就 可 由 后 者 求 得 前 者 的 面积 或 体积 。 另 外 ， 在 
获得 了 所 说 的 结果 之 后 ， 则 又 可 以 用 穷 况 法 对 此 给 出 严 
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格 的 证 明 。 

容易 看 出 ， 阿 基 米 德 把 个 量 看 成 是 由 大 号 朴 微 小 
的 部 分 所 组 成 的 ， 这 -思想 与 现代 基于 极 腿 思想 的 求 积 
分 方法 是 | 分 相似 的 从而， 上 余 管 在 最 终 的 证 明 中 ， 阿 
基 米 德 既 没 有 引出 无 穷 级 数 的 概念 ， 也 没有 运用 极限 的 
方法 ， 而 只 是 采用 上述 的 穷 疝 法 ， 们 他 的 上 述 恩 想 龙 
颖 应 当 说 体现 了 正确 的 前 进 方 加。 事实 上 ， 和 有 
立 者 也 全 是 按照 阿 基 米 德 所 采取 的 广 法 步 一 步 地 完成 
了 这 一 数学 方 史 发 展 中 的 伟大 进程 . 

就 微 积分 理论 的 日 期 蝴 革 访 我 们 还 应 提 太 欧洲 
中 此 纪 的 经 院 暂 学 。 对 此 著名 数 学 史学 家 波 耶 兽 指 下: 
“中 拢 纪 的 页 献 主 要 是 从 上 发 ， 米 思辨 地 讨论 
无 限 、 无 限 小 和 连续 以 及 关 村 可 变 忻 的 新 观点 : 
这 些 著作 对 微 积分 方法 和 概念 的 发 展 起 了 并 非 不 重要 的 
作用 。 因为 ， 即 如 大 们 所 熟知 的 ， 讽 限 〈 小 )、 连 续 、 
运动 、 可 变性 等 概念 由 是 微 积分 理论 中 最 为 重 此 的 一 些 

然而 ,尽管 存在 有 这 些 早 期 的 工作 ， 微 积分 理论 却 
只 是 到 了 17 上 纪 才 报 终 得 到 了 人 建立。 这 一 事实 即 就 有 力 
地 证 明了 这 样 -- 点 : 只 有 社会 实践 的 党 要 才 是 决定 数学 
发 展 最 为 重要 的 力量 ， 

其 体 地 说 ，17 丝 纪 促成 微 积分 理论 建立 的 实践 问题 
主要 有 以 下 的 四 类 : 

第 - -类 是 研究 物体 运动 时 出 现 的 问题 ， 即 已 知 物体 


下 条: 波 耶 :《 微 积分 要 念 史 3、 第 100 上 站、 上河 ， 上海 人 民 出 版 社 、1977 
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移动 的 距离 表示 为 时 间 的 浙 数 公式 , 求 物体 在 任意 时 刻 
的 速度 和 加 速度 ; 反之 , 已 知 物体 的 加 速度 表示 为 时 间 
的 函数 公式 ， 求 物体 的 速度 和 距离 。 

第 二 类 是 光学 研究 中 出 现 的 问题 ， 此 类 问题 在 研究 
物体 运行 轨迹 时 也 会 遇 到 ， 即 如 何 求 取 曲 线 的 切线 ， 总 
然 ， 这 已 经 不 再 是 一 个 纯粹 的 数学 (几何) 问题 。 
第 三 类 是 在 战争 中 火炮 应 用 方面 的 问题 。 例 如 
于 炮弹 的 射程 依赖 于 炮 简 与 地 面 的 倾斜 角度 发射 角 )， 
因此 ,一 个 具体 而 又 实际 的 问题 就 是 要 求 得 具有 最 远 和 
程 的 发 射 角 一 一 从 数学 的 角度 看 ， 这 就 是 要 求 取 隆 数 的 
最 大 值 《与 最 小 值 )。 
第 四 类 问题 包括 求 曲线 长 、 曲 线 转 成 的 向 积 、 曲 面 
围 成 的 体积 、 物 体 的 重心 等 。 尽 管 其 中 不 少 是 从 古 希 腊 
就 开始 的 纯 数学 问题 ,但 在 17 世纪 又 具有 了 应 用 的 特征 。 
田 外 ,尽管 穷竭 法 可 以 被 用 来 解决 较为 简单 的 一 些 问题 ， 
但 由 于 其 缺乏 一 般 性 ， 因 此 就 需要 一 种 带 有 一 般 性 特有 
的 方法 来 解答 此 类 问题 。 

就 徽 积 分 的 创建 而 言 ， 许多 数学 家 都 作 过 一 定 的 页 
献 ， 而 所 有 这 些 工 作 的 一 个 共同 特征 就 是 运用 了 所 谓 的 
“无 穷 小 方法 ”。 

例如 ， 开 普 勤 就 是 较 早 地 运用 无 穷 小 方法 的 一 位 数 
学 家 和 天 文学 家 。 在 总 结 其 著名 的 行星 运动 二 大 定律 时 ， 
开 普 勒 就 曾 采用 类 似 “ 无 穷 小 ”划分 弧 长 的 方法 ; 另外， 
在 《测定 酒 桶 体积 的 新 方法 》 一 书 中 ， 开 普 勒 又 论述 了 
如 何 和 运用 无 穷 小 方法 去 求 得 旋转 体 (酒精 ) 的 体积 〈 有 
些 结果 是 近似 的 ) 。 

164 


| 


第 五 章 ”西方 均 化 中 的 微 积分 
具体 地 说 ， 开 普 勒 的 方法 是 把 给 定 的 立体 划分 成 无 
穷 多 个 尤 穷 小 的 部 分 、 即 立体 的 “不 可 分 量 "， 其 人 小 和 
形状 都 便于 求解 给 定 的 问题 - 例如 ， 他 把 球 看 成 是 由 无 
穷 多 个 无 穷 小 的 棱锥 所 组 成 的 ， 它 们 的 顶点 如 在 球 心 ， 
底面 在 球 的 表 所 上 ， 商 等 于 球 的 半径 r+。 这 样 把 这 些 校 锥 
的 体积 加 起 来 由 棱锥 的 体积 公式 就 可 立即 得 出 : 
V(rA (r(x) = 【543)rr3， 
其 中 A = 4xr? 是 球 的 表面 面积 
用 无 穷 多 个 万 穷 小 元 素 之 种 来 确定 曲 边 商 积 和 体积 ， 
是 开 普 勒 的 无 穷 小 方法 的 精华 所 在 、 开 普 勤 认为 他 所 获 
得 的 钻 果 可 以 得 到 严格 迹 明 ， 所 以 他 随心 所 窝 地 运用 他 
的 无 穷 小 方法 来 计算 各 种 各 样 的 旋转 体 的 体积 和 某 些 出 
边 图 形 的 面积 。 当 然 ， 闭 个 时 候 离 给 出 严格 的 证 明达 有 
一 段 目 离 。 不 过 这 种 自信 支持 和 鼓动 了 开 普 半 ， 
另 -位 比较 系统 运用 无 穷 小 方法 的 是 佑 利 略 的 学 生 、 
著名 数学 家 卡 乒 列 和 (1598 ~- 1647)。 受 开 普 勒 和 伽 利 栈 
的 影响 ， 卡 瓦 列 利 把 不 可 分 量 方面 的 - -此 思想 发 展 成 为 
一 种 几何 方法 ， 并 是 版 了 两 部 有 影响 的 著作 《不 可 分 量 
的 几何 学 》 和 《六 道 几 何 练习 题 》。 
卡 扎 列 利 的 方法 与 开 普 勒 的 方法 和 有些 苦 异 。 第 …， 
开 普 勒 把 几何 图 形 分 成 盛 穷 多 个 盛 穷 小 图 形 . 然后 再 用 
某 种 特定 的 方法 把 这 些 图 形 加 起 来 ， 从 西 求 得 原 儿 何 图 
形 的 面积 或 体积 ， 与 此 不 同 ， 卡 瓦 列 利 则 是 先 在 两 个 给 
定 玫 何 图 丧 的 不 可 分 微 苑 之 间 建 立 起 -一 对 应 的 关系 ， 
如 果 这 瞩 个 图 形 与 对 应 不 可 分 量具 有 茶 种 (不 变 的 ) 比 
例 ， 那 么 他 就 可 以 断定 这 两 个 图 形 的 面积 或 体积 也 具有 
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间 样 的 比例 ， 这 样 ， 当 其 中 一 个 图 形 的 面积 或 体积 事先 
已 经 知道 时 ， 另 一 个 图 形 的 面积 或 体积 也 就 知道 了 。 
(在 此 我 们 并 可 特别 提 上 太 以 下 的 “ 卡 瓦 列 利 原 埋 ”: 
如 果 两 个 立体 高 度 相 等 ， 任何 师 个 分 别 与 两 底 平行 
并 且 与 两 底 距 离 相 等 的 平面 与 两 个 尺 体 相交 所 得 的 截面 
面积 之 比 恒 等 于 给 定 的 比 , 那么 ， 这 两 个 立体 的 体积 之 
比 也 等 于 给 定 的 比 。 
容易 看 出 ， 上 述 的 思想 也 可 被 看 成 这 一 原理 的 直接 
基础 。) 
第 二 ， 开 营 勒 认为 几何 图 形 是 由 闻 一 维 数 的 不 可 
量 (无 穷 小 的 面积 或 体积 ) 组 成 的 ， 这 可 以 从 对 几何 图 
形 连 续 分 割 直至 最 终 得 到 不 串 分 单元 的 过 程 想 象 出 来 ; 
与 此 不 同 ， 卡 珑 列 利 一 般 认为 几何 图 形 是 由 无 穷 多 个 较 
低 维 数 的 不 可 分 量 组 成 的 ， 例 如 ， 他 把 面积 看 做 是 由 平 
行 的 、 等 距离 的 线段 组 成 的 ， 把 体积 看 成 是 由 平行 的 、 
等 距离 的 平面 截面 组 成 的 。 与 中 世纪 的 某 些 理论 家 相反 ， 
卡 瓦 列 利 并 不 关心 不 可 分 量 的 精确 性质 ， 而 只 是 集中 于 
如 何 运用 不 可 分 量 去 求 得 所 需 的 结果 。 
与 开 普 勒 一 样 ， 卡 无 列 利 也 未 能 对 自己 所 得 出 的 结 
果 作出 严格 的 证 明 ， 他 有 时 候 宣称 他 的 方法 是 一 种 避免 
使 用 穷 竟 法 的 有 实用 价值 的 方法 。 也 许 正 是 这 种 实用 性 ， 
使 其 在 遭受 批评 的 问 时 也 被 当时 的 数学 家 们 广泛 地 加 以 
利用 。 
在 微 积分 的 创立 过 程 中 ， 有 关 求 极 大 值 和 极 小 值 、 
求 切线 的 问题 也 得 到 了 许多 数学 家 的 关注 。 例 如 ， 著 多 
数学 家 费 尔 玛 (1601 一 1665) 就 是 通过 考虑 昭 数 在 极 值 
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附近 的 特 忻 来 解决 极 大 、 极 小 值 问题 的 第 一 人 


=- 费 尔 玛 


有 关切 线 问 题 的 计算 是 在 他 的 于 稿 《 求 最 人 值 和 最 小 值 
的 方法 》 中 发 现 的 。 费 钞 翅 所 应 用 的 方法 从 不 质 上 看 呈 


是 今天 的 方法 ， 其 中 缺乏 的 只 是 相应 的 极限 理论 


费 尔 雪 当 时 用 以 求 切线 的 方法 是 这 样 的 :如 图 5， 设 


PT 是 曲线 上 一 点 P 处 的 切线 ，TR 的 长 叫做 次 切线 。 屁 
然 ， 我 们 只 需求 得 PQ 的 长 度 就 可 知道 下 的 位 置 ， 进 市 


就 能 作出 TP， 

假设 QQ 是 TQ 的 增 量 ， 
长 度 为 E, 出 丁 ATQP c 
全 PRT1, 所 以 

TQ:PQR=E:TR, 

由 于 TIR 与 PIR 相差 - 
个 无 穷 小 ( 费 尔 玛 当时 认为 两 
者 差不多 长 ) ,因此 就 可 替换 ， 

TQ:PQ -=E:(PQ- 
QP); 

由 此 即 可 得 出 

TQ = (E. PQ)MPIQ - QP)。 


最 后 ,用 去 除 这 … 分 式 的 分 子 和 分 甘 , 下 去 掉 严 项 


(实际 上 是 让 它 等 于 0) ,我 们 就 得 到 了 TQ 。 
费 尔 翅 当 时 没有 明确 要 求 己 是 “很 小 的 ”， 


也 完全 没 


有 提 到 当 上 ->0 时 肥 极 限 ， 但 是 费 尔 玛 用 他 的 切线 方法 解 


决 了 许多 难题 。 从 而 可 以 说 ， 这 个 当时 表述 得 


清 候 的 切线 方法 之 所 以 能 得 到 承认 ， 主 要 就 
实用 性 。 


不 十 分 
1 十 它 的 
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综 上 可 见 ， 就 微 积 分 理论 的 创立 而 言 ， 似 乎 一 切 痢 
准备 好 了 ， 但 似乎 : 切 义 都 没有 头绪 ， 历 史 正 等 待 着 一 
位 伟人 来 完成 微 积分 创立 的 最 后 也 是 最 伟大 的 一 步 历程 


5. 2 牛顿 和 莱 布 尼 兹 的 贡献 及 其 影响 

在 微 积 分 学 的 历 呆 发展 过 程 中 ， 古 希腊 关于 “无 穷 
小 ”的 论述 及 其 所 发 展 起 来 的 穷 竟 法， 可 以 看 做 微 积 分 
的 萌芽 ， 而 文艺 复兴 、 产 业 革 命 时 期 在 力学 、 天 文学 、 
物理 学 、 光 学 等 许多 领域 提出 的 具体 问题 则 实际 促成 了 
微 积分 的 形成 ;与 此 同时 ， 数 学 自身 的 发 展 也 为 牛 融 和 
莱 布 尼 兹 最 后 登 上 微 积分 的 顶峰 作 好 了 准备 ， 作 积分 学 
方面 ， 卡 瓦 列 利 、 费 尔 玛 和 沃 利 斯 等 人 为 求 联 曲 边 形 重 
积 、 曲 面体 体积 等 问题 提供 了 与 近代 积分 方法 相似 的 
容 ; 在 微分 学 方面 。 费 尔 珊 、 巴 罗 等 人 已 经 从 求 曲 线 蚤 
切线 、 求 函数 的 最 大 值 中 ， 提 供 了 有 关 变 化 率 计算 的 数 
学 方法 。 

当时 ,对 于 微 积分 学 而 言 ， 它 在 各 种 特殊 情况 的 应 
用 已 经 形成 一 些 锥 形 ， 但 还 没有 形成 一 个 统一 的 理论 体 
系 。 数 学 需要 一 种 理论 的 构造 ， 数 学 应 当 有 一 种 理性 的 
论述 ， 这 是 自古 希腊 以 来 的 数学 和 上 旺 方 文化 的 要 求 。 变 
5 率 概念 的 确立 ， 各 种 特殊 方法 的 一 般 化 ， 解 决 微分 与 
积分 运算 之 间 的 互 道 关系 ， 把 几何 的 方法 表述 成 解析 的 
方法 ， 这 些 问 题 都 等 待 着 牛顿 和 莱 布 尼 兹 的 最 后 努力 。 

牛顿 (1642 ~ 1727) 生 于 英格兰 的 一 个 农村 家 庭 
在 初等 教育 的 学 习 中 牛顿 并 没有 显示 出 超人 的 才华 。18 
岁 时 ， 牛 顿 进 人 剑桥 大 学 三 一 学 院 学 习 。 大 学 毕业 之 后 ， 
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牛顿 成 为 巴 罗 的 助手 ， 但 还 没 来 得 久 展 开工 作 ， 席 眷 英 
国 的 一 场 瘟 疫 使 剑桥 大 学 被 迫 停 课 ， 牛顿 不 得 不 同 到 家 
里 。 在 那 种 乡间 生活 中 ,， 牛 辆 进行 了 光学 . 
律 和 微 积分 的 研究 ，1665 年 至 1667 年 之 问 的 研究 .工作 芮 
定 了 牛顿 在 科学 史上 于 上 古 流芳 的 襄 蜂 地 位 。 


万 有 引力 定 


1667 年 牛顿 回 到 剑桥 大 学 获得 硕士 学 位 ， 并 且 被 选 


为 三 一 学 院 研 究 员 。 两 年 之 后 ， 巴 罗 辞 去 教授 席位 ， 牛 
顿 接替 其 位 置 并 从 此 开始 了 他 的 大 学 教授 
牛顿 的 大 作 《 自 然 哲学 的 数学 原理 》 出 版 ， 这 一 著作 给 
他 带 来 巨大 的 声望 。 直 到 爱 因 斯 坦 创 立 相对 论 之 前 ， 牛 
顿 创立 的 物理 学 理论 体系 一 直 是 科学 界 的 主 泉 。 比 较 而 
言 ， 牛 顿 在 自然 科学 中 的 成 就 要 比 数学 成 就 大 得 多 ， 但 


E 活 。1687 全 


即使 就 后 者 而 言 ， 在 数学 史上 与 牛顿 可 以 相提并论 的 数 


学 家 也 密 察 无几。 


在 微 积分 的 创立 中 ， 牛 顿 创立 了 流 数 的 概念 。 他 在 


1666 年 写 的 第 一 篇 微 积分 论文 《 流 数 短 论 》 中 第 一 次 明 
确 提出 了 他 的 流 数 概念 。 作 为 牛顿 创立 微 积分 的 重要 标 


志 是 他 的 第 二 篇 写 于 1669 年 的 论文 《 运 
的 分 析 学 》。 


无 穷 多 项 力 程 


首先 ， 在 《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 》 中 ， 牛 顿 


把 变量 的 无 穷 小 增 量 叫做 “ 瞬 "， 并 给 出 了 特定 的 表示 符 
号 - 其 次 ,牛顿 改变 了 在 他 之 前 巴 罗 等 人 先 略 去 无 穷 小 


的 高 次 宕 、 然后 机 除 以 天 究 训 扣 人 


以 无 穷 小 量 然后 再 


而 代 之 为 先 除 
这 也 是 现代 


运用 和 处 理 无 穷 小 的 方法 。 第 一 ， 牛 顿 在 运算 中 运用 了 
二 项 式 的 展开 ， 从 而 使 他 的 方法 适用 于 更 为 广泛 的 两 数 。 
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第 上 四， 在 前 人 


无 穷 多 个 微小 面积 各 方 


和 时 
于 后 不 


的 地 


方 . 牛顿 运用 了 面积 的 “ 瞬 ” 时 增 量 ， 然 后 运用 
一 一 现代 所 谓 的 不 定 积分 的 方法 求 出 面积 ， 这 种 发明 


寺 程 
时 


变化 率 的 一 般 方 法 ， 在 求 和 ( 求 积分 ) 时 候 吕 以 肥 过 来 


应 用 的 方法 ， 可 以 看 做 徽 积分 学 实际 上 已 经 确立 。 在 这 
篇 论文 中 和 牛顿 还 给 出 了 不 定 积分 的 运算 性 质 、 无 穷 级 数 、 


逐 项 积分 等 若 了 


给 出 了 他 的 微 积分 学 
并 系统 地 引进 了 自己 独特 的 记 法 和 概念 ; 在 基体 方法 上 ， 
项 给 出 求 曲线 的 切线 〈 导 数 的 应 用 )、 求 函数 的 最 大 值 


成 果 。 


牛顿 的 第 二 篇 微 积分 代表 作 《 流 数 法 和 无 穷 级 数 》 


为 微 积分 思想 方法 给 出 了 更 广泛 、 更 明确 
流 数 法 的 完整 表述 ， 


求 曲 线 的 曲率 和 求 则 线 的 拐点 等 一 系列 方法 ， 


F 用 更 清楚 的 形式 论述 了 今天 称 之 为 微 积分 的 基本 定理 ， 
在 这 篇 论著 中 , 牛顿 认为 变量 是 由 点 . 线 和 面 的 连续 


此 把 变量 叫做 流 , 变 量 的 变化 率 叫 做 流 数 ， 


对 于 流 z 和 y 
等 ,牛顿 认为 如 


的 流 数 牛 顿 记 为 = 和 y,z 的 流 数 记 为 x .等 
果 瞬 。 是 “无穷小 的 时 间 间 隔 ”, 耶 么 x。 和 


y" 就 是 了 与 y 
例如 ,如 果 
和 牛顿 就 建立 


的 无 穷 小 增 量 ,或 者 称 为 x 和 y 的 瞬 。 
流量 y = x”, 为 了 求 得 y 与 工 之 间 的 联系 ， 


y+ 


项 ,就 得 到 


y= Rr" le 


展开 之 后 再 减 去 > = 己 , 用 。 除 摧 边 , 略 去 所 有 含 。 的 


牛顿 在 他 后 来 的 著作 中 开始 改变 无 穷 小 量 的 提 法 ， 
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因为 这 种 无 穷 小 使 人 们 不 得 不 在 运算 中 略 去 那些 含有 瞬 
的 项 。 为 此 牛顿 引入 了 “有 最初 比 ” 和 “最 终 比 ”的 概念 . 
在 《 白 然 藻 学 的 数学 原理 》 这 一 蕊 苦 中 ， 牛 顿 解释 道 : 
“消失 量 的 最 终 比 严 格 地 说 并 不 是 最 终 虹 的 比 ， 而 是 这 些 
量 无 限 减少 时 它们 之 比 所 趋 近 的 极限 ， 并 且 芭 然 它们 能 
比 任何 给 给 定 的 无 论 什么 差 值 部 接近 于 它 ， 但 在 这 些 量 开 
限 减 小 之 前 ， 既 不 能 超过 也 不 能 达到 它 

综合 上 述 ， 牛 频 在 微 积 分 创立 过 程 中 对 于 流 数 的 概 
念 、 微 积分 一 般 方 法 的 形成 、 微 分 与 积分 之 间 的 标 逆 运 
算 都 给 出 了 明确 的 论述 ; 但 是 在 有 关 盛 穷 小 的 论述 中 ， 
尽管 牛顿 已 提出 了 应 把 变化 率 看 上 成 增 基 之 比 的 极限 ,但 
那些 有 关 无 穷 小 的 论述 并 不 十 分 清晰 。 这 样 ， 自 十 希 腊 
ne 调 是 贸 给 了 后 来 的 
数学 家 ， 同 时 也 留 给 了 基督 教 神学 的 那些 认为 上帝 与 数 
学 同 在 的 信徒 们 。 

在 微 积 分 的 创立 中 , 与 牛顿 比 记 的 是 菜 布 尼 效 
(1646 一 1716)， 莱 布 尼 兹 是 位 哲学 家 、 法 学 家 、 上 沪 史 
学 家 、 语 言 学 家 ,同时 在 近 辑 学 、 力 学 、 光 学 和 流体 力 
学 等 方面 也 作出 了 重要 的 贡献 ， 以 至 被 称 为 “一 个 二 点 
绝伦 的 大 智者 "i 
菜 布 尼 兹 中 年 并 不 懂 数 学 ， 然 而 白 1672 年 开始 接触 
数学 后 ， 他 就 对 微 积 分 的 问题 分 感 兴趣 并 开始 了 这 方 
面 的 研究 。 莱 布 尼 兹 从 1684 年 开始 发 表 有 关 微 积分 的 论 
文 ， 但 他 在 这 方面 的 成 果 却 是 在 1673 年 到 1676 年 之 问 获 


二 下 永 : 被 耶 ; 和 油 典 分 概念 
定时 桶 : 《西方 斩 学 网 》， 下 


3 第 210 由， 上 海 ， 人世 让 1977 


史 》， 第、 
卷 ,第 106 页 ， 北 京 .商务 印 书生， 
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得 的 。 

也 许 是 由 于 哲学 家 广泛 
数学 形式 、 数 学 符号 的 设计 
拉 长 用 以 表示 卡 瓦 列 利 的 “ 
有 了 像 我 们 今天 这 样 的 符号 


3 


莱 布 尼 兹 在 他 的 第 一 篇 微 积 分 论文 中 ， 
比例 


任意 的 有 限 区 间 ， 并且. 
dy : dx =y: 次 切 


距 


定义 dy 。 现 在 微 积 分 中 使 用 


兹 推导 出 来 的 。 
就 微 积分 的 创立 而 言 


深刻 的 思考 ， 菜 布 尼 兹 对 于 
i 分 敏感 。 他 第 -- 次 把 字母 S 
人 不 可 分 微 元 ”之 和 ， 后 来 就 


ydy 。 另 外 ，1684 年 
就 引进 了 dx 作为 


dx 、 


的 许多 基本 法 则 都 是 莱 布 尼 


除 微 积分 基本 原理 之 外 ， 莱 


布 


@ 复 合 函数 的 微分 法 则 ，; 
@ 线 微分 法 则 ds = Vd 
人 中 对 


己 兹 还 在 如 下 几 个 方面 作 二 
中 函数 和 、 差 、 积 、 商 的 


数 函数 和 指数 函数 的 


上 了 和 贡献 :9 
微分 法 则 ; 


微分 法 则 ; 


t 


名 在 积分 号 下 对 参 变量 求 微 分 的 方法 ; 


(By 


V= 7| yars 


线 绕 = 轴 旋转 所 成 的 旋转 体 的 体积 公式 


@ 求 切线 、 最 大 值 、 最 小 值 和 拐点 的 方法 。 


对 微 积分 的 发 展 ， 莱 布 
贡献 绝 不 在 牛顿 之 下 ， 可 谓 
作为 一 种 应 用 于 一 般 函 数 的 


尼 北 虽然 涉足 较 晚 ， 但 他 的 
旗 鼓 相当 。 他 们 都 把 微 积 分 
普通 方法 ， 他 们 都 给 出 微 积 


io 惠 晓 朋 ;《 世 界 著名 数学 史家 评传 》， 第 144 页 ， 南 京 ， 江 苏 教育 出 版 社 ， 
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分 中 有 关 无 穷 小 变化 的 明确 表述 并 设计 了 特定 的 符号 和 
记号 ,他们 又 都 把 计算 面积 、 体 积 等 求 和 问题 归结 介 反 
微分 ， 这 不 仪 是 求 积分 运算 的 简便 方法 ， 更 重要 的 是 建 
立 起 微分 与 积分 的 互 逆 关 系 。 

另外 ,， 菜 布 尼 兹 间 然 较 晚 进入 数学 领域 ， 但 对 牛顿 
曾经 全 究 过 的 各 个 领域 ， 如 微 积 分 、 变 分 法 、 微 分 方程 、 
微分 几何 、 函 数 概念 、 无 穷 级 数 等 ， 也 都 加 以 研究 ， 而 
且 成 果 与 牛顿 相 比 并 不 逊色 。 但 就 数理 逻辑 的 发 展 而 言 ， 
菜 布 尼 兹 的 贡献 则 远 远 超出 了 牛顿 〈 可 参见 8，2 节 )。 

菜 布 尼 兹 的 晚年 ， 与 牛顿 卷 人 了 微 积分 发 明 权 之 争 。 
事实 是 。 就 微 积分 的 创立 而 言 ， 牛 顿 与 菜 布 尼 兹 部 是 独 
立 创立 者 ， 只 是 牛顿 发 现 的 比较 早 ， 而 菜 布 尼 兹 公布 的 
比较 里。 现代 的 数学 史学 者 一 般 把 牛顿 和 莱 布 尼 兹 对 微 
积分 的 贡献 归结 为 如 下 儿 点 : 

把 原来 散 见 于 各 种 特殊 问题 的 方法 发 展 成 一 种 可 
用 于 许多 类 函数 的 普通 方法 。 使 微 积 分 构成 了 一 门 独立 
的 学 科 ， 可 用 以 处 理 广 泛 的 问题 ， 而 不 表 是 古 希 腊 几 何 
学 中 某 种 处 理 问 题 的 特殊 方法 。 
@@ 在 代数 的 意义 上 ， 建 立 起 微 积分 的 记号 和 运 演 方 
法 ， 并 在 实际 应 用 中 可 被 用 以 处 理 许 多 不 同 的 儿 何 问题 
和 物理 问题 。 

图 在 微分 与 积分 之 冯 建 立 起 一 种 开道 运算 的 关系 ， 
从 而 使 当时 由 科学 旋 面 所 提出 的 的 四 类 问题 ， 即 迷 率 、 
切线 、 最 大 值 和 最 小 值 、 求 和 等 ， 都 归结 成 微分 和 反 微 
分 


图 对 微 积 分 的 基本 概念 进行 了 思考 和 论述 。 昌 然 无 
173 


第 二 篇 “数学 文化 中 的 研究 


穷 小 量 、 函 数 等 概念 在 当时 都 不 够 明确 ， 但 是 牛顿 和 莱 
布 尼 北 在 这 方面 的 先行 思考 为 后 来 的 进一步 探索 ， 包 括 
批判 性 思考 提供 了 必要 的 基础 。 
尽管 牛顿 和 菜 布 尼 兹 的 工作 有 很 多 共同 点 ， 但 也 存 
在 有 一 些 重要 的 不 同 之 处 。 
具体 地 说 ， 除 去 瞄 者 采用 了 不 同 的 符 导 体系 这 一 明 
显 的 不 同 之 处 以 外 ,牛顿 和 菜 布 尼 丝 的 差异 更 表现 十 他 
们 的 研究 立场 和 研究 风格 。 
首先 ， 在 微 积分 的 创立 过 程 中 ， 牛 顿 更 多 地 思考 的 
是 物理 方面 的 问题 ， 他 以 速度 、 流 、 瞬 等 具有 明显 物理 
背景 的 概念 作为 展开 微 积 分 理论 的 基础 ， 并 从 考虑 变化 
率 出 发 来 解决 面积 和 体积 的 求 和 问题 。 与 牛顿 不 同 ， 沫 
布 尼 兹 则 多 以 哲学 家 的 底 芍 、 从 最 终 物质 微粒 《〈 莱 布 尼 
北 称 为 单子 ) 这 一 角度 来 思考 面积 和 体积 的 求 和 问题 。 
特殊 地 ,牛顿 心目 中 的 光 穷 小 量 ， 是 一 种 可 以 变化 
揭 无 穷 缩 小 的 量 。 这 种 无 穷 小 量 在 表示 变化 时 《 即 在 物 
理 的 意义 上 ) 是 存在 的 ， 但 是 在 实际 计算 的 最 启 结果 中 
《 即 在 数学 的 意义 上 )， 它 的 存在 是 无 意义 的 ， 因 此 可 以 
弃 含 。 从 而 ， 总 的 来 说 ， 牛 顿 就 是 以 运动 为 直观 背景 从 
事 微 积分 学 的 研究 ， 特 别 是 ， 在 所 谓 的 “无 穷 小 方法 ” 
遇 到 困难 时 ， 他 更 倾向 于 依靠 运动 直观 来 回避 困难 。 这 
就 正如 著名 微 积 分 史学 家 波 耶 所 指出 的 “科学 家 牛顿 ， 
在 速度 观念 中 找到 了 在 他 看 来 很 满意 的 基础 。 了 
与 牛顿 关于 无 穷 小 量 的 观念 不 同 ， 莱 布 尼 兹 认为 无 


174 


第 五 章 西方 文化 中 的 微 积分 

穷 小 明 是 否 存在 的 问题 ， 与 利用 微 积分 运算 法 则 对 盛 穷 
小 量 进 行 计算 是 否 导 致 下 多 的 结果 ， 足 两 个 世相 独立 的 
问题 。 因 此 ， 对 无 穷 小 最 就 可 把 它 看 做 “- - 些 假想 的 对 
象 ， 以 便 用 来 普遍 进行 简写 和 陈述 ,” 莱 布 尼 兹 写 道 : 
“ 当 我 们 读 到 无 穷 大 量 或 无 穷 小 最 《 即 我 们 所 知 的 最 小 的 
量 ) 时 ， 只 要 把 无 穷 大 量 理解 为 要 多 人 就 有 多 大 这 伴 的 
无 限制 灾 大 的 量 ， 把 无 穷 小 量 理 解 为 要 多 小 就 有 多 小 这 
样 无 限 地 变 小 的 量 ， 圭 而 任何 可 以 指定 的 误 闫 总 能 小 于 
预先 确定 的 量 ， 这 就 宠 金 可 以 了 。 又 由 十 … 般 看 来 ， 当 
指定 任何 小 的 误差 时 ， 总 能 证 明 尤 穷 小 量 会 更 小 些 ， 内 
此 误差 只 能 是 过 …… 如 果 有 人 想 把 这 些 〈 无 穷 大 和 盛 穷 
小 ) 基 理 解 为 终 慨 书 物 或 真实 无 限 ， 这 也 可 以 办 到 ， 而 
下 志 不 必 陷 人 关于 广 廷 ,或 一 般 地 关于 无 限 连续 统 以 及 
关于 无 穷 小 的 实质 性 争论 ， 即 使 他 认为 这 些 事物 完全 是 
不 可 能 的 ; 为 此 只 须 简 单 地 把 无 穷 大 明和 无 穿 小 量 用 作 
便于 计算 的 圭 具 ， 就 像 代数 学 家 为 了 便利 侧 使 用 虚 根 开 
翌 ， 因为 无 穷 大 量 和 九 穷 小 量 包 含 方 使 的 计算 了 
件 各 种 情况 下 它 都 能 用 已 叙述 的 方法 严格 地 、 清 楚 地 加 
以 验证 。" 开 

出 此 可 见 ， 与 牛顿 的 经 验 主义 倾向 不 同 ， 莱 布 尼 北 
的 征 积 分 研究 表现 出 了 明显 的 硝 学 侦 向 。 这 也 就 如 波 著 
所 指出 的 ;“ 和 牛 瑟 试图 用 科学 经 验 主义 可 接受 的 观念 来 加 
避 极 限 观 念 ， 而 菜 布 尼 兹 则 受 形而上学 的 观念 主义 的 启 
示 ，, 依靠 最 终 形式 的 观念 .这 就 是 浇 ， 企 莱 布 尼 兹 看 


德 华 ， < 做 积分 发 展 史 》， 第 358 负 ， 北 京北 京 由 版 机 ，1987,、 
: 《 微 各 分 概念 史 》， 第 231 页 ， 上 上 海 ， 上 海 人 民 出 版 社 ，1977， 
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来 ， 只 要 清楚 地 给 出 了 适当 的 运算 法 则 ， 并 且 把 它们 应 
用 得 十 分 恰当 ， 那 就 -… 定 会 得 到 某 种 合理 的 、 正 确 的 结 
果 ， 而 根本 无 需 顾 及 所 使 用 符号 的 含义 有 多 大 的 疑问 。 
也 正 因为 此 ， 在 微 积 分 的 研究 中 牛顿 和 莱 布 尼 兹 表 
现 出 了 完全 不 同 的 风格 。 这 就 即 如 克 莱 因 所 指出 的 :“ 他 
们 的 工作 方式 也 不 相同 。 牛 顿 是 经 验 的 、 具 体 的 和 谨慎 
的 ， 而 菜 布 尼 兹 是 富 于 想象 的 、 喜 欢 推广 的 而 且 是 大 胆 
的 。 莱 布 尼 兹 更 关心 的 是 用 运算 公式 创造 出 广泛 意义 下 
的 微 积分 ,例如 函数 的 积 或 商 的 微分 法 则 ， 关 于 d” (uw) 
(4 和 w 都 是 z 的 函数 ) 的 法 则 ， 以 及 积分 表 。 正 是 他 ， 
建立 了 微 积分 的 规范 ， 即 法 则 和 公式 的 系统 ， 至 于 牛顿 ， 
即使 他 能 容易 地 推广 他 的 具体 结果 ， 他 也 没有 费心 去 提 
出 法 则 。”? 
于 牛顿 和 莱 布 尼 兹 的 影响 ， 在 他 们 之 后 很 长 的 一 
段 时 间 内 ， 在 微 积分 学 (更 为 一 般 地 说 ， 就 是 分 析 学 ) 
的 研究 中 形成 了 两 个 不 同 的 学 派 ， 即 几 牛 顿 所 开创 的 英 
国学 派 和 由 药 布 尼 兹 所 开创 的 大 陆 学 派 。 
具体 地 说 ， 在 牛顿 以 后 ， 英 国 的 数学 家 们 进一步 发 
展 了 牛顿 的 经 验 主义 倾向 : “英国 数学 家 们 紧 紧 抓 住 速度 
概念 不 放 ， 可 能 是 由 于 需要 一 个 直观 上 易于 接受 的 背 
景 。"@ 他 们 区 固 地 反对 形式 的 研究 方法 并 -- 味 坚持 几何 
的 论证 ,其 至 在 很 长 的 时 间 内 拒绝 使 用 莱 布 尼 兹 的 更 为 
方便 的 符号 体系 。 与 此 相反 ， 在 欧洲 大 陆 ， 莱 布 尼 兹 的 


9“ 训 间 四 ， 估 人数 学 思想 ?第 “ 朋 ， 第 9 页， 上海、 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
名 卡尔: 波 耶 ;《 币 积分 概念 史 》， 第 249 页 ， 上 海 ， 上 海 人 民 出 版 社 ，1977。 
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“形式 化 ”做 向 则 得 到 了 进一步 的 发 展 : “在 欧 拉 和 拉 格 
肯 口 的 大 力 墙 养 下 ， -种 非常 成 功 的 代数 形式 主义 正在 
迅速 地 发 展 起 米 。”* 他们 逐渐 用 更 为 有 效 的 分 析 方 法 取 
代 了 原来 的 几何 论证 。 例 如 ， 对 于 分 析 方 法 的 重要 性 ， 
拉 格 朗 日 在 日 己 的 《分 析 力学 》 中 这 样 写 道 : “我们 已 经 
有 了 力学 方面 的 各 种 专著 ， 但 是 木 书 的 计划 是 完全 新 的 。 
我 致 思 于 将 这 门 科学 力学 )、 以 及 解决 与 它 有 大 的 问题 
的 技巧 化 归 为 一 般 性 的 公式 ， 这 些 公式 的 简单 推 叶 就 给 
出 解决 每 一 个 问题 所 必须 的 全 部 方程 …… 在 这 项 工作 中 
找 不 到 图 形 。 我 在 其 pel 既 不 要 求 作 图 ， 
也 不 要 求 儿 何 的 或 力 学 的 推理 ， 而 只 是 一 些 六 照 一 致 而 
正规 的 程度 的 代数 〈 分 析 ) 运算.” 天 的 二 拉 普 拉 斯 也 
兽 写 道 :“ 当 一 个 人 沉 酒 在 分 析 运 算 中 时 ， 他 就 被 这 个 方 
法 的 普遍 性 和 它 的 不 可 估量 的 优越 性 引导 状 ， 这 个 优越 
性 体 现 在 它 把 力学 推理 转变 成 几何 竹 征 达 不 色 的 一 些 结 
时。 分 析 是 如 此 地 多 产 ， 只 需 把 一 些 特殊 的 真理 详 成 这 

普遍 的 语言 ， 就 会 看 到 从 它们 本 身 的 表达 中 又 出 现 众 
和 新 的 出 平 须 和 的 直 理 。 i 因此 ， 这 个 世纪 的 几何 学 
家 被 它 的 优越 性 慑 服 之 后 ， 马 上 敏 力 于 扩大 它 的 领域 ， 
并 把 它 的 边界 往 后 推 。，? 

英国 学 派 和 大 陆 学 派 在 数学 史上 曾 表现 出 长 期 的 对 

， 但 最终 则 以 大 陆 学 派 的 胜利 而 告 结束 。 事 实 是 ， 由 
了 闫 问 地 放 排 经 验 的 直接 联系 ， 并 以 几何 作为 主要 的 


波 章 : 《 合 您 史 )， 第 322 页 ， 上 海 ，1 海 大 民 出 版 社 、 
:机 今 数学 思想 》， 第 ,有 册 . 第 373 员 ， 上 海 ， i 入 入 ， 
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论 让 工具 ,英国 在 牛顿 以 后 近 一 百年 的 时 间 内 几乎 完全 
被 排斥 在 数学 发 展 的 主流 之 外 - 这 就 正如 克 业 因 所 指出 
的 ， 在 牛顿 “ 死 后 差不多 一 百年 中 ,英国 人 继续 以 见 何 
为 主要 工具 。 而 大 陆 的 数学 家 继续 荧 布 尼 禾 的 分 析 法 ， 
使 它 发 展 并 得 到 改善 。 这 些 事情 的 影响 非常 巨大 ， 它 不 
仪 使 英国 的 数学 家 落 在 后 面 ， 而 及 使 数学 损失 了 一 些 服 
有 才能 的 人 应 可 作出 的 贡献 .” 又 “英国 的 数学 家 ，…… 
因为 他 们 遵循 牛顿 的 几何 方法 而 受到 损害 。 英 国人 专心 
致 志 于 研究 牛顿 ，…… 甚至 在 他 们 的 分 析 汪 你 中， 他 科 
用 牛顿 表示 流 数 和 流量 的 记号 ， 而 拒绝 阅读 任何 用 莱 布 
尼 兹 的 记号 与 的 东西 。…… 大 约 在 1815 年 前 后 英国 数学 
已 态 春 一 息 了 .7 
当然 ， 历 史 的 进步 不 可 避免 “在 19 所 纪 的 前 四 分 之 
一 的 时 期 内 ， 英 国 数学 家 开始 对 在 大 陆 上 迅猛 发 展 的 向 
积分 及 其 扩展 的 工作 感 兴趣 。…… 到 1830 年 前 后 ， 英国 
人 已 经 能 够 参加 到 大 陆 上 的 人 的 工作 中 去 了 。”2 就 本 书 
的 论题 而 言 ， 这 一 事实 显然 更 为 清楚 地 表明 了 数学 传统 
对 于 各 个 数学 家 具体 工作 的 重要 影响 。 另 外 ， 岂 具有 从 
这 样 的 角度 去 分 析 ， 我 们 才能 更 好 地 理解 微 积分 球 论 的 
建立 对 于 数学 历史 发 展 的 重要 意义 。 这 就 是 措 ， 微 积分 
的 建立 事实 上 意味 着 数学 结束 了 先前 作为 “静态 数学 ” 
的 时 期 (“初等 数学 时 期 ") 而 进 和 人 了 一 个 新 的 发 展 阶段 
变量 数学 时 期 。 对 于 这 一 发 展 我 们 可 其 体 分 析 如 下 : 


or 克 羔 办 :古今 数学 思想 ), 第 一 二 ,第 383 页 ， 上 海 ， 上 海 科学 技术 出 战 社 ， 
1979- 
写 同人 
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第 一 ， 微 积分 的 诞 竺 结束 了 从 十 希腊 以 来 几何 学 统 


治 数学 发 展 的 历史 。 从 第 


的 优越 性 及 其 解决 当时 的 科 
作为 发 展 主 流 的 几何 学 现在 
问题 时 的 一 种 解释 和 
向 代数 思想 的 一 种 向 导 。 当 
当时 的 数学 家 们 还 没 
对 以 牛顿 为 首 的 英国 
者 就 使 得 英国 的 微 积分 研究 
从 而 大 大 落后 于 欧洲 


只 是 无 穷 小 计算 通 到 
说 明 的 形式 ， 或 者 成 为 坐标 几何 二 


有 完全 尖 识 到 所 说 的 变化 ，4 
学 派 来 说 就 更 是 这 样 的 情况 ， 而 所 


大 陆 的 相 


-次 数学 危机 《这 是 由 毕 达 引 
立 斯 关 十 “不 可 公 度 线段 ”的 发 现 所 引发 的 ， 可 参见 5， 


3 节 ) 开始 ,柏拉图 用 几何 赂 形 构造 址 痊 就 促成 了 一 种 数 
学 在 本 质 上 是 以 几何 学 为 主导 的 发 展 趋势 ， < 几何 原本 》 
的 问世 更 使 这 一 趋势 得 到了 强化 。 然 而 ， 无 穷 小 运算 

微 积分 的 出 现 和 确立 ,已 经 清楚 地 表明 了 代数 运 演 


学 问题 的 有 效 性 和 广泛 性 ， 
严 帝 性 


然 ， 又 如 上 面 所 已 提 及 的 ， 
往 别 是 ， 


氏 时 间 停 贸 在 几何 天 
应 研究 ， 


乡 式 中 ， 


第 二 ， 微 积分 的 确立 改变 了 数学 概念 的 来 源 。 从 加 


希腊 于 始 ， 数 学 的 对 象 都 是 
有 些 虽然 不 是 观念 的 直接 提升 
特殊 地 ， 也 就 是 这 利 
可 世 遇 到 了 
思维 创造 的 特征 而 并 韭 直接 . 
然 变化 率 可 以 直接 建立 在 物 玫 


自 观 化 的 数学 概念 ， 二 使 无 
困难 。 但 是 ， 微 积分 中 的 概念 却 下 多 


记 册 了 


来 自 直 观 、 形 象 化 的 概念 ， 
+ 但 也 有 着 直观 的 经 验 模 型 . 
理 数 的 
地 带 有 
FF 直观 经 验 。 例 如 ， 虽 
学 的 经 验 之 |， 但 无 穷 小 、 


FT 了 了 


无 穷 大 、 微 分 、 积 分 等 概念 
数学 的 概念 也 可 来 


的 争论 ,但 无 论 是 积极 还 是 前 


思维 的 构造 、 
直观 。 应 当 说 ， 尺 管 人 们 对 兆 穷 4 


4 逐渐 应 用 却 已 清楚 地 表明 
而 末 必 一 定 要 依赖 于 
\ 量 的 意义 进行 了 长 期 
省 极 ， 他 们 都 逐渐 接受 了 微 
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积分 提供 的 思维 意义 上 的 概念 和 计算 方法 。 

第 三 ， 微 积分 的 创立 以 及 微 积分 代数 化 的 发 展 方向 
不 仅 改 变 了 以 往 以 几何 为 主流 的 数学 发 展 方向 ， 更 为 重 
要 的 是 无 穷 小 的 出 现 及 其 运算 形式 破坏 了 古 硕 腊 几 何 昌 
辑 运 演 的 严谨 性 和 完美 性 。 事 实 ]:， 穷 章法 之 所 以 被 而 
希腊 的 数学 家 所 偏爱 ， 主 要 的 原因 就 在 于 它 保持 了 数学 
完美 的 论证 运 辑 性 ， 并 把 带 有 站 办 形式 的 匹 穷 小 赶 油 了 
逻辑 演绎 的 过 程 。 可 是 现在 ， 微 积分 中 的 无 穷 小 运算 
既 不 能 说 在 概念 上 十 分 清楚 ， 在 运算 中 则 又 采取 了 “前 
用 后 舍 ” 的 不 合 传统 经 典 数学 的 作法 ， 这 就 使 人 们 不 得 
不 重新 考虑 这 样 的 问题 ， 即 究竟 什么 是 数学 的 基础 和 数 
学 的 理论 依据 。 对 于 数学 的 这 一 变化 当时 的 数学 家 们 已 
是 模糊 地 意识 到 了 ， 但 要 真正 作出 回答 却 是 100 年 之 后 的 
事情 了 。 


5，3 无穷 小 运算 与 第 二 次 数学 危机 

对 于 无 穷 小 量 所 带 来 的 数学 本 身 非 逻辑 非 严 密 性 的 
问题 ， 那 些 曾 具 体 从 事 微 积分 研究 的 数学 家 们 早 就 有 过 
这 样 或 那样 的 思考 ， 在 他 们 之 间 并 展开 过 热烈 的 讨论 和 
争论 。 从 数学 的 角度 看 ， 如 何 较 好 地 解决 这 一 问题 或 许 
可 以 被 看 成 一 个 纯 技 术 性 的 问题 ; 但 是 ， 从 文化 的 角度 
看 ,我 们 又 只 有 从 更 为 广泛 的 角度 去 进行 考察 ,特别 是 
密切 联系 当时 在 欧洲 人 生活 中 占有 重要 地 位 的 基督 教 文 
化 ， 才 能 更 好 地 理解 围绕 无 穷 小 运算 所 展 并 的 激烈 争论 
及 其 内 涵 。 

当然 ,我 们 在 此 也 可 清楚 地 看 到 已 有 的 数学 传统 的 
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影响 。 具 体 地 说 ， 正 如 前 更 所 已 指出 的 , 经 过 文艺 复兴 
所 疾 渐 形成 的 西方 数学 观念 主要 渊源 于 古 希 腊 文 化 ， 而 
逻辑 的 严密 性 则 更 被 置 于 侍 高 无 的 地 位 ; 但 是 ， 微 积 
分 学 中 对 于 无 穷 小 量 的 “自由 ”成 用 在 当 村 却 完 爹 建 
在 实用 方面 的 有 效 性 之 和， 从 而 ， 这 就 必然 会 使 得 深 受 
传统 影响 的 数学 家 们 感到 极 大 的 困惑 和 不 安 ， 例 如 ， 正 
是 从 这 样 的 立场 出 发 ， 一 些 数学 家 【荷兰 物理 学 家 和 儿 
何 学 家 组 汶 提 (B，Nieuwentijdt 1654 一 1718) 可 以 看 成 
这 方面 的 一 个 主要 代表 】 很 早 就 对 这 种 改变 了 以 往 数 学 
清晰 准确 逻辑 方式 的 无 穷 小 运算 提出 了 尖锐 的 批评 。 

除去 这 种 主要 源 自 数学 内 部 的 考虑 以 外 ， 围 绕 无 穷 
小 运算 所 展开 的 争论 还 有 着 更 为 广泛 的 意义 ,特别 是 ， 
我 们 华 此 并 可 看 到 科学 与 上 帝 的 次 较量 

具体 地 说 ， 数 学 在 欧洲 自 托 玛 斯 - 阿 奎 那 以 来 在 很 长 
时 期 内 - 直 被 在 成 基督 教 神学 的 “个 部 分 ， 而 且 ， 更 为 
重要 的 是 ， 与 毕 达 哥 拉 斯 - 析 拉 网 的 传统 不 同 ， 这 种 基 
督 教 神学 中 的 数学 是 确定 的 ， 即 不 带 有 那 种 证 秘 色彩 的 
不 确定 性 。 尽 管 这 种 基督 教 神学 曾 接受 了 地 心 说 的 冲击 ， 
但 是 ， 由 于 开 普 勤 的 行星 运动 二 大 定律 仍 可 被 视 为 清楚 
地 表明 了 上 帝 用 以 构造 世界 的 数学 规律 的 优 关 与 和 谐 ， 
因此 ， 这 就 没有 对 上 述 关于 上 帝 是 以 确定 的 数学 形式 构 
造 世 界 的 基督 教 神学 观念 造成 任何 实质 性 的 改变 。 与 此 
相对 照 ， 当 盛 穷 小 运算 作为 解决 某 些 特殊 问题 的 数学 方 
法 得 到 发 展 时 ， 它 还 只 是 数学 家 运算 和 推理 的 一 种 技巧 ; 
然而 ， 当 其 经 过 牛顿 和 莱 布 尼 蔡 的 努力 成 为 了 一 种 新 的 
数学 理论 和 方法 ， 这 就 不 再 只 是 一 种 技巧 了 ， 上 所 固有 
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的 模糊 性 和 不 确定 性 也 就 必然 会 超出 数学 界 的 范 朵 而 引 
发 关于 十 帝 运用 数学 表现 世界 、 安 排 秩 序 的 形式 的 场 
争论 。 这 就 是 指 ， 如 果 上 帝 是 用 数学 的 方式 、 方 法 来 设 
计 世 界 的 ， 孝 就 不 可 能 、 也 不 应 当 有 任何 不 确定 的 东西 ; 
但 如 果 无 穷 小 也 可 被 视 为 表现 供 界 的 一 种 形式 ， 那么 
我 们 又 应 如 何 去 理 解 上 帝 的 全 智和 侈 能 呢 ? 

这 样 ， 一 场 源 自 数学 内 部 的 关于 理论 和 方法 的 争论 
最 终 就 演化 成 了 基督 教 哲 学 对 微 积 分 无 穷 小 运算 的 一 个 
批判 运动 。 高 扬 这 种 批判 大 谋 的 代表 人 物 就 是 著名 的 神 
学 家 、 哲 学 家 贝克 莱 (Berkcley 1685~1753)。 

具体 地 说 ， 员 克 莱 认 为 数学 中 的 元 穷 小 运算 违背 了 
基督 教 的 教义 ， 而 数学 的 这 种 错误 是 宗教 哲学 所 不 能 容 
忍 的 ， 因 此 ， 作 为 一 个 主教 他 就 有 义务 维护 教义 的 苯 疗 ， 
指明 无 穷 小 运算 的 错误 ， 并 最 终 消 除 错误 的 无 穷 小 概念 
及 其 运算 方法 对 宗教 所 造成 的 不 良 影响 。 

贝克 莱 作 为 一 个 博学 的 神学 家 ， 他 的 数学 修养 使 他 
准确 地 抓 住 了 当时 的 微 积分 理论 概念 不 清晰 、 运 算 缺 乏 
严密 逻辑 基础 的 浆 病 。 员 克 业 在 1734 年 发 表 了 他 的 论著 
《分 析 学 者 一 一 致 一 个 不 信教 的 数学 家 》。 在 这 一 论著 中 ， 
贝克 莱 首 先 指出 ， 微 积分 的 运算 没有 严格 地 按照 逻辑 演 
绎 的 方式 进行 ， 其 所 使 用 的 是 归纳 的 方法 而 且 明 显 缺 乏 
逻辑 的 依据 。 例 如 ， 和 针对 牛顿 在 无 穷 小 运算 中 所 使 用 的 
方法 ， 贝 克 莱 指 出 : 先 给 x 一 个 增 量 ， 然 后 又 让 它 是 零 ， 
这 实际 上 已 在 逻辑 上 违反 了 背 反 律 ， 由 这 样 所 得 的 流 数 
事实 上 是 《00)。 贝 克 业 还 指出 导数 作为 y 与 x 消失 了 
的 增 量 之 比 ， 即 dy 与 dz 之 比 ,“ 既 不 是 有 限量 也 不 是 无 
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穷 小 最， 但 又 不 是 无 "， 从 调 就 只 不 过 是 “消失 了 的 明 的 
鬼 漓 "， 即 是 完 伯 无 法 理解 的 。 内 克 荣 号 道 ， “设想 一 个 
量 为 无 穷 小 ， 也 就 是 设想 它 比 任何 -个 订 以 感知 的 或 者 
可 以 想象 的 最 述 要 无 限 地 小 ， 或 者 说 比 任何 最 小 的 有 限 
景 还 要 无 限 小 ， 我 承认 我 敌 不 到 这 点， 可 是 ,微分 学 
方法 止 是 为 此 而 发 展 起 来 的 ， 并 且 以 计算 流 数 为 日 的 . 
在 微分 学 中 ， 我 们 的 现代 分 析 工 作者 所 时 考虑 的 不 仪 仅 
是 有 限量 的 差分 ,还 要 考虑 差分 的 差分 ， 闫 分 的 差分 的 
养分 ， 以 至 无 穷 。 也 就 是 说 ， 他们 要 考虑 比 最 小 的 可 寻 
觉 的 量 述 要 无 穷 小 的 量 ， 比 这 些 无 穷 小 量 还 师 无 穷 小 的 
另 - 些 量 ， 以 及 比 这 些 新 的 无 穷 小 量 更 无 穷 小 的 只 一 些 
量 ， 如 此 等 等 ， 永 无 终结 。” 贝 克 莱 挖 站 道 : “我 想 ， 能 
消化 二 阶 和 三 阶 流 数 的 人 ， 是 不 会 存 食 了 神学 论点 就 要 
呕吐 的 。 

除去 无 穷 小 概念 在 逐 辑 和 理解 上 的 困难 外 ， 贝 克 菜 
还 认为 微 积分 的 基本 运算 事实 1 几 到 了 一 些 矛 盾 的 假设 ， 
而 又 只 是 由 于 错误 的 互相 补偿 才 得 到 了 止 确 的 结果 。 例 
和 如， 贝克 莱 批 评 求 导数 的 做 法 ， 即 首先 假设 z 的 无 限 小 
增 量 瞬 “-” 不 等 于 零 ， 然 后 作 : 

{x to)" 一 2 = nx le 十 (1/2) n(n 一 ) 2 2 + 
再 将 等 式 两 边 除 以 。 然后 令 。 等于零 , 于 是 得 到 导数 
nl 

贝克 莱 指 出 : “和 色 此 为 止 ， 我 始终 假设 x 在 流动 ，x 
具有 真正 的 增 量 ， 而 代表 某 个 不 等 于 零 的 量 。 我 所 做 的 
-- 切 都 依赖 于 这 个 假设 ， 奋 则 就 将 寸步难行 > 正 趾 从 这 
个 假设 出 发 ， 我 得 人 到 了 x" 的 增 明 ， 并 且 能 够 把 它 同 x 的 
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增 量 进行 比较 ， 求 出 这 上 果 个 增 量 之 比 。 但 是 对 不 起 ， 现 
在 我 得 作 同 第 个 假设 相反 的 新 假设 ， 即 假设 > 没有 增 
量 , 或 者 说 * 等于零。 第 二 个 假设 破坏 了 我 的 第 一 个 假 
设 ， 并 与 其 相 予 捕 ， 因 而 也 与 必须 以 第 一 个 假设 为 条 件 
的 任何 结果 相 了 矛盾 。 很 抱 区 ， 尽 管 如 此 ， 我 还 是 要 求 保 
留 ， 虽然 它 是 基于 我 的 第 一 个 假设 而 得 到 的 表达 式 ， 必 
须 以 这 样 的 假设 为 先决 条 件 ， 没 有 这 样 的 假设 就 不 能 得 
到 。 这 样 的 论证 看 来 对 盾 折 出， 上帝 是 不 允许 的 

应 当 说 ， 在 数学 逻辑 演绎 和 概念 的 清晰 准确 方面 ， 
贝克 莱 准 确 地 击 中 了 当时 的 无 穷 小 运算 的 要 害 ; 但 贝克 
莱 不 是 数学 家 ， 他 也 不 是 从 数学 意义 上 米 批判 微 积分 的 。 
在 贝克 莱 看 来 ， 这 种 牙 盾 百出 、 概 念 不 清 的 数学 方法 是 
对 上 帝 的 挑战 ， 基 叔 教 神学 对 此 不 能 视 而 不 昂 ， 上 帝 必 
须 对 微 积分 说 不 。 
在 对 无 穷 小 运算 进行 数学 意义 上 的 批判 之 后 ， 中 多 
莱 又 从 更 高 的 哲学 层次 对 当时 的 微 积 分 理论 进行 了 和 否定 。 
他 认为 关于 无 限 所 发 展 出 前 概念 都 是 “奇特 的 "， 而 且 ， 
“要 想象 任何 积极 的 数量 或 广 延 部 分 ， 在 无 限 重复 之 后 ， 
都 不 等 于 最 小 可 见 的 广 延 ， 那 是 很 荡 滥 的 。 贝克 莱 认 
为 ,这 种 通过 拆毁 几何 学 的 基础 而 建立 起 来 的 微 积 分 学 
说 , “实则 只 是 建立 一 套 空中 楼 浆 。 但 是 我 们 可 以 答复 
说 ， 按 照 我 们 的 学 说 讲 米 ,几何 中 有 用 的 地 方 ， 有益 人 
生 的 地 方 ， 自 是 一 样 稳固 不 可 动摇 的 。 我 们 若 从 实践 方 
面 着 想 ， 则 那个 科学 只 能 从 我 们 的 说 法 中 得 到 利益 ， 绝 


D 爱德华 ,《 微 积分 发 展 史 》， 第 400 - 402 页 ， 北京， 北京 出 版 社 ，1987- 
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蒙受 不 利 。 

显然 ， 贝 克 莱 认 为 微 积分 作为 种 数学 理论 违背 
几何 学 的 数学 永 理 ， 击 后 省 恰恰 是 基督 教 哲 学 展开 自己 
表述 世界 的 一 种 理性 依据 。 也 止 是 硅 这 样 的 意义 上 ， 吕 
以 看 出 微 积分 在 在 欧 问 题 实质 上 就 是 基督 教 折 学 中 存在 
的 问题 ， 微 积分 概念 不 清楚 ,缺乏 邮 密 的 妈 辑 基础 ， 事 
实 上 就 是 基督 教 哲学 中 数学 概念 的 不 清楚 性 以 及 数学 去 
达 扯 界 秩序 的 非 逻 辑 性 。 

综 上 可 见 ， 微 积分 作为 一 种 新 的 数学 方法 ， 如 果 它 
的 有 关 争 论 只 局 限于 数学 家 的 群体 之 中 ， 姥 就 吓 一 个 纯 
粹 的 学 术 问 题 ， 一代 解 决 不 了 可 以 留 给 下 一 代 去 解决 
(事实 是 ， 正 如 2. 2 节 中 所 已 所 及 的 ,经 过 -再 多 年 的 去 
力 ， 数 学 家 们 已 为 微 积分 理论 葛 定 了 严密 的 逻辑 基础 ， 
这 就 是 建立 在 实数 理论 之 上 的 极限 理论 )。 例 如 ， 数 学 史 
上 的 费 尔 玛 猜 想 、 哥 德 巴赫 猜想 等 一 系列 数学 门 题 就 都 
是 这 样 的 纯 数学 问题 。 但 是 ， 微 积分 不 -~… 样 ， 它 已 经 越 
出 了 数学 的 数量 计算 的 层面 ， 进 入 到 -个 宗教 程 扳 学 的 
层面 ， 进 而 在 整个 西方 文化 的 核心 层面 〈 指 对 整个 文化 
系统 产生 重大 影响 的 非 技术 应 用 的 思想 意识 层面 ) 引起 
了 争论 。 微 积分 学 说 与 上 帝 的 对 立 ， 使 整个 凸 方 的 宗教 、 
哲学 界 都 积极 参与 全 这 场 表 面 上 是 数学 、 实 质 上 则 是 文 
化 的 争论 中 来 。 
作为 上 述 结论 的 一个 论据 ,我们 在 此 还 可 特别 提 及 
以 下 的 事实 ， 即 作为 马克 思 主 义 的 创始 人 ， 马 克 思 本 人 


和 从 克 莱 :《 人 类 知识 原理 》， 第 81 - 82 责 ， 北 京 ， 商务 印 书 注 ，1973。 
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也 曾 直 接 参 与 有 关 微 积分 问题 的 和 争论。 具体 地 说 ， 马 克 
思 曾 认真 地 思考 和 讨论 过 有 关 无 穷 小 的 方法 及 逻辑 形式 、 
并 认为 当时 的 无 穷 小 运算 事实 上 是 -种 “神秘 的 演算 ”， 
己 克 思 还 以 y= 为 例 说 明 ， 在 无 穷 小 的 运算 中 , “这 个 
数学 上 的 正确 结果 ,是 基于 在 数学 上 根本 错误 的 假设 
i 人 们 自己 相信 了 新 发 现 的 算法 的 神秘 性 。 这 种 算法 
通过 肯定 是 不 正确 的 数学 途径 得 出 了 正确 的 《尤其 在 几 
何 应 用 上 是 惊人 的 ) 结果 。T 对 于 马克 思 的 上 述 批评 和 
他 自己 关于 无 穷 小 方法 的 解释 ， 以 及 马克 思 本 人 所 设计 
的 某 些 无 穷 小 方法 ， 在 此 我 们 将 不 予以 具体 讨论 和 分 析 ， 
与 此 由 友 ， 我 们 在 此 愿意 特别 指明 这 样 :点 ， 即 马克 思 
作为 与 贝克 菜 相 对 立 的 一 位 哲人 ， 作 为 - -名 负 有 极 强 历 
史 趴 任 感 和 使 命 感 的 传人， 居然 也 积极 、 主 动 、 自 觉 地 
参与 有 关 微 积分 的 数学 论争 。 这 一 现象 显然 表明 ， 西 方 
文化 中 数学 作为 一 种 理性 、 作 为 一 种 宗教 或 哲学 解释 志 
界 的 形式 有 着 何等 的 重要 性 1 特殊 地 ， 当 数学 与 传统 文 
化 出 现 巴 盾 时 又 会 产生 多 么 大 的 震动 ， 以 至 作为 红 衣 主 
教 的 贝克 菜 和 作为 马克 思 主 义学 说 创始 人 的 马克 思 都 积 
极地 投入 到 了 相关 的 争论 之 中 。 
也 正 是 在 文化 的 意义 上 ,我 们 可 以 更 好 地 理解 数学 
史上 所 谓 的 “第 二 次 数学 危机 ”。 
一 般 地 说 ， 数 学 史 中 所 谓 的 危机 即 是 指 在 数学 的 发 
. 展 中 ， 新 的 概念 、 新 的 方法 的 出 现 ， 与 原来 有 关 数 学 的 
解释 、 理 解 产 生 了 矛盾 : 新 的 概念 与 方法 已 经 无 法 用 现 


工 。 马克 思 :;《 数 学 手 痪 》， 第 88 页 ， 北 京 ， 人 民 出 版 社 。[975。 
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存 的 数学 体系 给 予 解释 和 说 明 ， 因 而 产生 了 乱 机 。 例 如 ， 
数学 史上 上 所谓 的 “第 一 次 数学 危机 ”， 就 是 指 由 十 无 埋 数 
无 法 用 毕 达 时 拉 斯 学 派 有 关 (整数 的 理论 给 予 解 释 和 
理解 所 造成 的 危机 ; 男 外， 这 里 所 说 的 “第 -次 数学 从 
机 "， 旭 就 是 指 由 于 无 穷 小 概念 及 相关 运算 无 法 用 已 布 的 
数学 理论 给 对 解释 和 理解 从 而 造成 的 范 机 。 
但 是 ， 由 先前 的 论述 可 以 看 出 ， 以 上 关于 数学 危机 
的 说 法 事实 二 只 是 表明 了 数学 危机 的 一 部 分 内 容 ， 而 没 
有 能 揭 东 数学 危机 的 苏 一 重要 内 润 。 这 就 是 指 ， 西 方 的 
数学 危机 并 不 仪 仪 是 数学 内 部 在 概念 和 方法 层面 上 的 危 
机 .而 臣 也 是 ~" 般 的 文化 传统 对 十 新 的 数学 肆 论 在 认 则 
和 理解 方面 的 危机 
例如 ,就 只 有 从 毕 达 保 拉 斯 学 派 关 于 “万 物 续 
的 宗教 观 或 哲学 观 来 进行 分 析 《可 参见 4，1 节 )， 我们 才 
能 很 好 理解 无 理 数 不 相公 度 线段 ) 的 发 现在 当时 何以 
会 引起 如 此 之 大 的 困惑 和 不 安 ， 因为， 按照 毕 达 盯 拉 斯 
学 派 “万 物 辟 数 ” 的 观点 ， 我 们 可 以 用 〈 整 ) 数 的 理论 
解释 世界 、 表 达 自 然 界 的 内 在 本 质 ， 然 而 ， 无 理 数 的 发 
现 却 造 成 了 灾难 一 一 他 们 的 学 说 在 解释 世界 时 出 现 了 无 
法 克服 的 困难 。 
从 而 ,在 这 样 的 意义 上 ， 我 们 就 可 以 说 , “第 -次 数 
学 危机 ”是 占 希 腊 文化 所 特有 的 一 个 现象 . 占 和 希腊 文化 
在 毕 达 哥 拉 斯 学 派 所 处 的 时 代 ， 就 在 一 种 对 自然 界 的 控 
索 和 思考 ， 并 且 邦 些 先 折 们 也 认为 世界 是 可 以 理解 、 是 
可 以 用 思想 来 掌握 的 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 下 是 这 一文 化 传 
统 中 数学 解释 世界 的 创造 者 ， 只 不 过 他 们 把 这 种 对 世界 
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的 理解 和 描述 完全 归结 于 数学 ， 并 出 此 别 造 成 了 数学 理 
解 世界 的 危机 。 这 也 就 是 说 ， 数 学 的 “第 次 危机 ” 即 
是 数学 作为 一 种 理性 观念 、 作 为 种 解释 世界 的 基本 形 
式 和 方法 所 遇 到 的 困难 与 危机 。 
作为 一 个 论据 ， 我 们 在 此 还 可 特别 提 及 以 下 的 事实 : 
古巴 比 伦 早已 发 现 了 毕 达 哥 拉 斯 定 埋 《直角 三 角形 斜 边 
的 平方 等 于 两 直角 边 的 平方 和 )， 但 是 十 巴比伦 并 没有 发 
牛 什 么 数学 危机 ; 同样 地 ， 中 国 占 代 也 时 就 发 现 了 开平 
方 的 问题 和 勾 股 定理 ， 但 也 没有 产生 什么 无 理 数 的 危机 ， 
显然 ， 这 些 史实 表明 : 古 希 腊 无 理 数 的 危机 确实 不 是 数 
学 计量 意义 上 的 一 次 危机 ， 而 是 一 种 在 数学 层面 发 生 的 
文化 危机 。 
类 似 地 ， 对 以 上 所 说 的 “第 二 次 数学 危机 ”我 们 也 
可 作出 问 样 的 分 析 。 这 就 是 说 ， 这 也 并 非 一 次 纯粹 数学 
意义 上 的 危机 ,恰恰 相 反 ， 只 有 当 基 管教 文化 接受 了 亚 
里 二 多 德 的 数学 理性 精神 ， 并 以 此 来 解释 世界 时 ， 无 穷 
小 概念 的 不 确定 性 、 模 糊 性 以 及 相关 运算 中 的 非 逻 辑 性 ， 
才 会 与 神学 中 上 帝 用 数学 方式 构造 世界 安排 万 物 的 解释 
形式 发 生 直接 的 矛盾 ， 从 而 也 才 会 引发 又 一 次 危机 ， 而 
这 事实 上 就 是 一 种 在 数学 层面 发 生 的 文化 危机 。 
基于 以 上 的 分 析 ， 我 们 就 串 以 说 , 仅 有 数学 内 部 概 
念 与 方法 的 六 盾 是 形成 不 了 危机 的 。 例 如 ， 就 西方 文化 
而 言 ， 笛 卡尔 创立 的 解析 几何 无 疑 也 可 说 是 一 种 新 概念 、 
新 方法 ， 他 在 处 理 问题 时 也 会 用 这 样 那样 的 方法 ， 但 由 
于 这 些 与 西方 文化 并 没有 什么 直接 的 冲突 ， 更 没有 构成 
对 基督 教 神学 的 直接 威胁 ， 因 此 ， 解 析 几 何 的 概念 及 方 
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法 就 作为 -种 新 的 数学 方法 被 顺利 地 接受 了 - 
进而 ， 以 上 的 沦 述 显然 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 此 方 
的 数学 与 文化 之 问 存 在 有 一 种 特殊 的 关系 。 从 文化 的 角 


度 分析 ， 此 方 数 学 从 占 希 腊 开 始 就 具有 双重 的 功能 ， 其 


哲学 意义 的 解释 性 功能 。 对 于 西方 数学 与 文化 的 这 种 特 
殊 大 系 ， 著 名 的 数学 家 、 和 哲学 家 风 素 看 得 比较 清楚 。 他 
指出 : “与 启示 的 宗教 相对 立 的 理性 让 义 的 宗教 ， 自 从 毕 
达 丑 拉 斯 之 后 ， 尤 其 是 柏 拉 风 之后， 一 直 是 完全 被 数学 
和 数学 方法 支配 着 的 、 数 与 神学 的 结合 开始 于 毕 达 哥 拉 
斯 ， 它 代表 了 希腊 的 、 中 世纪 的 以 及 真 馆 康德 为 目的 近 


代 的 宗教 哲学 的 特征 。 全 


最 后 ， 作 为 一 种 横向 的 比较 ， 我 们 可 以 发 现 ， 中 辐 
古代 数学 和 印度 古代 数学 在 其 文化 体系 中 都 只 具有 技术 
层面 的 应 用 功能 ， 而 没有 文化 层面 的 解释 功能 。 从 面 ， 
在 这 两 种 文化 传统 中 ， 数 学 中 所 出 现 的 问题 就 永远 只 是 
技术 层面 上 的 问题 ， 而 不 会 对 其 文化 解释 系统 产生 什么 


影响 (中 国文 化 的 解释 形式 是 


《周易 》 和 阴阳 二 行 构成 


的 解释 系统 ， 在 印度 则 是 由 宗教 构成 的 解释 系统 )， 从 而 


也 就 木 会 造成 任何 危机 。 例 如 ， 
无 反响 地 接受 了 雹 理 数 。 对 于 
现 此 不 尽 的 数 只 是 一 种 运算 的 儿 


的 解释 形式 产生 什么 影响 。 例 如 ， 


中 国 与 印度 都 创造 并 这 
Pp 国文 化 米 说 ， 开 方 中 出 


结果 ， 而 不 会 对 宁 宙 力 物 


《 九 章 算 术 》 的 开 方术 


说 : “ 音 开 之 不 尽 者 ， 为 不 可 开 ， 


人 野 索 ; 《西方 哲学 史 》， 上 卷 ， 第 64 页 ， 


妆 以 面 命 之 。” 这 就 是 


北京 、 出 务 印 书馆 ，1986、 
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说 ， 对 开 不 尽 的 数 可 以 “以 面 命 之 ”， 如 此 而 已 。 这 样 ， 
无 理 数 就 自然 而 然 地 出 现 并 被 接受 了 。 类 似 地 ， 中 国 十 
代数 学 中 有 关 无 穷 小 的 思考 也 可 与 哲学 层 击 的 思考 赣 不 
相 于 而 不 产后 闻 盾 。 如 庄子 与 惠 施 论 及 励 限 小 时 就 曾 提 
扫 “- 一 尺 之 性 ， 日 取 其 下， 万 世 不 竟 ”; 而 数学 家 刘 微 在 
割 圆 术 中 用 到 无 限 小 时 则 认为 “ 割 之 弥 细 ， 所 失 弥 少 ， 
割 之 又 割 ， 以 至 于 不 可 制 ， 则 与 圆 合 体 而 励 所 失 矣 。” 这 
种 对 无 限 完全 相反 的 理解 和 认识 在 中 国 古 代数 学 中 党 无 
反应 ， 当 然 也 就 不 会 有 什么 数学 危机 可 言 。 
最 后 ， 应 当 提 及 的 是 ， 除 去 19 世纪 发 展 起 来 的 严格 

的 极限 理论 以 外 ， 贝 美国 逻辑 学 家 和 鲁 宾 逊 〈A，、Robinson 

1918 一 1974) 在 20 世纪 60 年 代 所 建立 的 非 标准 分 析 可 
以 说 最 终 为 17 世纪 直观 的 尤 穷 小 理论 莫 定 了 严密 的 逐 辑 
基础 。 当 年 牛顿 和 莱 布 尼 兹 所 受到 的 责难 现在 都 可 以 解 
脱 了 。 不 过 无 论 非 标准 分 析 的 数学 意义 如 何 ， 它 都 不 会 
产生 和 引起 当时 西方 文化 对 数学 的 那 种 热情 ， 因 为 ， 今 
天 的 人 们 已 不 再 把 数学 看 成 宇宙 秩序 的 先天 表现 形式 ; 
同样 地 ,无 论 多 么 怪诞 的 数学 概念 ， 无 论 多 么 奇特 的 数 
学 送 算 方式 ， 在 今天 也 只 会 让 起 人 们 的 鉴赏 和 关注 。 而 
不 会 再 造成 像 微 积分 那样 的 带 有 文化 意义 的 数学 危 
机 。 


第 六 章 ” 非 欧 几何 的 历史 发 展 


作为 
的 一 


为 全 : 
起。 但 是， 无 论 是 把 欧 氏 儿 仙 


非 欧 世 何 的 建立 可 以 被 看 
点 ， 这 一 章 将 首先 对 非 欧 几何 


《几何 原本 》 作 


再 从 文化 的 角度 对 这 一 


欧 儿 里 得 精心 雕 拒 的 数学 


书 的 终结 ， 使 其 与 柏拉图 


弟 六 之 ” 非 欧 几何 的 历史 发 展 


成 数学 现 代 发 展 的 实际 起 


由 盼 史上 形成 过 程 进行 问 顾 ， 


过 程 作出 分 析 和 思考 ， 并 
弛 指明 韭 欧 儿 何 建立 的 数学 意义 和 文化 意义 


6. 上 第 五 公设 的 历史 研究 
为 十 希腊 数学 的 -种 总 结 性 再 创 造 ， 


模 成 ,成 为 十 希腊 文化 中 


岂 韦 宗 ， 尤其 是 ， 它 以 五 种 正 多 向 体 的 逻辑 论 让 作 


的 哲学 有 机 呈 联 系 到 了 一 
作为 一 种 藻 学 的 表现 ， 还 


是 把 它 作 为 一 种 基督 教 神学 的 教义 里 性 ， 欧 氏 几 何 中 有 
天 公设 的 论述 总 是 记 人 感到 有 某 些 不 信人 意 的 遗憾 。 


闫 第 


酉 如 第 四 章 中 所 已 提 及 的 ， 


《几何 原本 》 开 卷 有 23 个 


5 个 公设 、5 个 公理 ,只 


中 的 第 五 公设 是 : 同 - 平 


而 内 -条 直线 各 另外 两 条 直线 相交， 蔡 在 某 一 侧 的 两 个 
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内 角 的 和 小 于 两 直 
一 侧 相 交 。 


与 《几何 原本 》 中 


性 和 不 证 自明 的 真理 程 


取 了 一 种 完全 排斥 的 态 


注 和 不 安 。 


对 于 第 五 公设 的 应 月 


， 则 这 两 条 直线 经 适当 延长 后 在 这 


余 的 公设 与 公理 相 比 ， 第 五 公 
设 显得 语言 叙述 元 长 ， 与 公设 、 公 理应 有 的 明显 、 直 观 
度 似乎 有 些 差 别 。 

等 别 是 ， 在 第 五 公设 的 叙述 中 还 障 含 有 直线 可 以 无 
限 延 长 的 涵义 ， 由 于 古 希 腊 人 在 数学 中 对 无 限 基 本 上 采 
度 ， 因 此 这 也 就 引起 了 人 们 的 关 


， 似 乎 欧 几 里 得 本 人 也 有 所 犹 
耶 ， 因为 在 《几何 原本 》 中 ， 只 疲 叮 以 不 月 


第 五 公设 ， 


在 相关 的 证 明 中 欧 几 里 得 都 避免 使 用 它 。 由 此 可 见 ， 欧 
几 里 得 本 人 对 第 五 公 没 的 提出 也 就 不 像 其 他 公设 、 公 理 


那样 理直气壮 。 


出 于 对 柏拉图 哲学 


的 领悟 ， 或 是 出 于 对 欧 氏 几何 体 


系 的 爱护 ， 再 加 上 后 来 对 神学 宗教 的 信仰 ， 人 们 一 直 都 


希望 能 对 欧 几 里 得 的 第 


行 证 明 从 而 将 其 从 公设 


1800 年 的 这 两 干 多 年 的 


五 公设 作 H 


新 的 叙述 或 能 对 它 进 
中 去 掉 。 在 从 公元 前 300 年 到 公元 
时 间 里 ， 几 乎 所 有 有 作为 的 数学 


家 ， 神学 家 都 在 第 五 公设 上 投 人 了 大 量 的 精力 : 哲学 家 、 


神学 家 希望 能 由 此 进 


数学 家 则 希望 能 使 几何 


总 的 来 说 ， 对 第 五 公设 


一 是 试图 找到 更 为 自 


使 它 成 为 一 个 定理 。 
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步 完 善 欧 氏 几何 的 理想 化 地 位 ， 
的 逻辑 演绎 体系 更 加 完美 。 

的 研究 可 以 归 为 两 大 类 ， 其 
的 公设 或 命题 来 代替 第 五 公设 ; 
其 二 则 是 试图 从 其 他 公设 、 公 理 推 证 


出 第 五 公设 ， 从 页 


第 六 章 ” 非 欧 几 何 的 历史 发 展 

对 第 五 公设 的 第 -个 最 有 影响 指证 明 足 由 十 希腊 的 
托 勒 密 〈90 一 168) 给 出 的 ， 他 试图 用 欧 几 里 得 此 你 的 公 
设 、 公理 以 太 与 第 五 公设 无 关 的 定理 米 让 明 这 一 公设 
由 于 其 让 明了 的 过 程 中 已 经 假定 了 有 关 遇 直线 平行 的 凡 容 
因此 这 证明 事 实 上 是 无 效 的 、 伺 这 至 少 告诉 我 们 这 样 
一 点 ， 即 在 十 希腊 的 时 代 第 五 公设 就 已 引起 人 们 的 许 意 
和 和 怀疑。 

公元 5 世纪 营 名 的 二 希腊 数学 评论 家 党 岁 充 拉 斯 
(410 一 485) 在 对 十 希腊 数学 进行 评论 时 也 认为 第 五 公设 
应 当 从 几何 的 公设 、 公 理 之 中 去 掉 ， 因 为 它 是 -个 也 会 
有 许多 困难 的 命题 。 普 岁 上 克拉 斯 提出 ，--- 条 点 线 与 两 条 
直线 相交 ， 在 内 角 之 和 小 于 晒 直 和 的 一 侧 两 直线 相交 
这 个 结论 并 不 很 清楚 ， 因 为 两 条 直线 也 可 能 渐 近 而 不 相 
交 。 例 如 ， 双 曲线 与 它 的 渐 近 线 就 乏 渐 接近 但 不 相交 - 
普罗 克拉 斯 也 给 出 了 关于 第 五 公设 的 -个 让 明 ， 但 他 所 
出 的 公设 实际 上 只 是 第 五 公设 的 一 个 不 同 叙 述 的 普 代 物 ， 
即 与 第 五 公设 是 完全 等 价 的 。 

证 明 第 五 公设 的 努力 在 历史 上 一 由 持续 不 断 地 进行 
着 , 但 却 部 是 一 无 所 获 。 许 多 数学 家 在 证 明 第 五 公设 的 
过 程 中 不 自觉 地 运用 或 假定 了 某 个 与 第 五 公设 等 价 的 命 
题 . 这 也 就 是 说 ， 这 些 努 力 的 最 终结 果 事 实 上 只 是 给 出 
了 第 五 公设 的 某 些 替 代 公 理 或 公设 。 

例如 ,英国 数 学 家 ， 曾 在 微 积 分 创立 方面 为 牛顿 开 
入 过 道路 的 沃 利 斯 (1616~ 1703)， 是 当时 最 有 能 力 、 最 
有 创造 力 的 一 位 数学 家 ， 他 也 曾 对 第 五 公设 进行 了 深入 
研究 。 通 过 研究 志 史 上 对 这 -- 公 设 的 种 种 证 明 ， 沃 利 斯 
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给 出 了 日 己 关 于 第 五 公设 的 一 个 证 明 。 但 这 事实 上 也 只 
是 给 出 了 与 第 五 公设 等 价 的 一 个 命题 : 任 给 -个 二 角形 ， 
存在 另 一 三 角形 与 此 相似 ， 这 两 个 三 角形 的 边 长 之 比 可 
等 于 什 意 给 定 的 值 。 

田 外 ， 曾 在 椭圆 积分 方面 作出 过 极 有 影响 的 权威 性 
工作 的 数学 家 勒 让 德 (1752 ~1833) 对 第 五 公设 问题 也 
` 分 感 兴趣 。 他 经 过 大 约 一 十 年 的 长 期 研究 最 后 同样 获 
得 了 一 个 与 第 五 公设 等 价 的 命题 。 这 就 是 指 ， 如 果 任 何 
一 个 三 角形 的 上 内角 之 和 为 两 直角 ， 则 第 五 公设 成 立 ; 而 
由 早期 的 几何 研究 人 们 早已 知道 ， 这 一 命题 的 道 命题 也 
是 成 立 的 。 
总 的 来 说 ， 在 长 达 两 于 多 年 的 时 间 中 数学 家 始终 希 
望 能 对 第 五 公设 进行 证 明 ; 但 是 ， 尽 管 不 同 的 数学 家 使 
了 相同 的 方法 ,结果 却 都 没有 能 获得 成 功 。 有 不 少数 
学 家 曾 高 兴 地 宣布 自己 已 经 成 功 地 找到 -- 种 新 的 证 明 方 
法 ， 但 所 有 这 些 证 明 后 来 都 被 发 现 无 一 例外 地 存在 问题 : 
在 这 些 所 谓 “ 成 功 ”的 证 明 中 都 或 明 或 暗 、 或 白 觉 或 不 
自觉 地 应 用 了 与 第 五 公设 等 价 的 公理 。 从 而 ， 这 样 的 证 
明 就 不 能 被 看 成 真正 的 证 明 。 但 是 ， 遂 过 这 些 失败 的 努 
力 ， 人 们 获得 了 一 些 极 有 价值 的 与 第 五 公设 相等 价 的 命 
题 。 节 如 
每 一 个 三 角形 的 内 和 角 和 都 相等 ; 
通过 一 角 内 任 一 点 可 以 儿 与 此 角 两 边 相 交 的 直线 ; 
四 边 形 的 内 角 之 和 等 于 四 个 直角 ; 

垂直 于 锐角 的 一 条 边 的 直线 ， 必 与 此 锐角 的 另 一 条 
边 相 交 ; 
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在 一 个 平面 中 ， 过 已 知 直 线 外 的 一 点 只 能 让 出 一 条 
直线 与 己 知 直线 柑 平 行 〈 册 于 这 一 等 价 命题 流 依 较 广 ， 


因此 ， 人 们 通常 就 把 第 五 公设 称 为 “平行 公理 ” 


); 


两 千 多 年 的 失败 历史 无 疑 会 促使 人 们 对 这 种 让 上 明 的 


方法 和 日 的 等 作出 一 定 的 反思 ,特别 是 ， 由 于 


正面 的 努 


力 始 终 未 能 获得 成 功 ， 因 此 ，- - 些 数学 家 就 开始 了 了 反击 
的 努力 ， 邵 征 希 望 能 从 相反 的 规定 引出 计 计 调用 反 汪 法 


证 明 第 王公 设 。 
从 历史 的 角度 看 ， 在 后 - -方向 小 试图 证 明 


第 五 公设 


的 应 首 推 数学 家 了 萨 玫 里 (Saccheri 1667 一 1733)， 他 设想 
如 昌 在 假设 第 五 公设 不 成 立 的 情况 下 能 导 计 和 不 盾 ， 则 就 
等 于 证 时 了 第 五 公设 。 萨 开 电 经 过 艰 苛 和 复杂 的 论证 ， 
发 胡 了 《排除 任何 亦 误 的 歇 儿 册 得 》- 一 书 。 在 此 书 中 ， 


萨 开 里 认为 他 已 经 在 第 五 公设 不 成 并 的 情况 下 


找到 了 矛 


盾 ， 从 而 就 改善 了 《几何 原本 》 的 基础 。 但 是 ， 萨 开 电 


的 证 明 存 三 有 一 个 迪 辑 的 错误 ， 妈 是 把 有 限 医 


形 的 性 质 


在 没有 理论 证 明 的 情况 下 任意 地 推广 到 了 无 限 图 形 ， 从 


而 就 是 犯 了 范畴 混 消 的 错误 。 
萨 开 里 对 第 五 公设 在 相反 方向 上 的 证 明 虽 


然 没 有 成 


功 ,但 这 却 不 仅 指 明了 一 个 新 的 努力 方向 ， 而 呈 ， 从 实 
际 结果 米利 ， 这 并 是 对 于 欧 氏 几何 的 -种 赵 越 ， 因 为 了 


开 时 在 证 明 中 所 推导 出来 的 一 些 命题 事实 上 已 


的 范 团 。 遗 憾 的 是 ， 尽 管 紫 开 里 已 经 站 到 了 性 
大 门 日 ， 但 却 没有 能 认识 到 创造 - -种 新 的 几何 


经 不 再 谢 


于 欧 氏 几何 、 而 是 属于 非 哆 儿 何 〈 罗 巴 切 大 斯 基 几 何 ) 


网 几何 的 
学 的 可 能 
195 


第 二 篇 “数学 文化 更 的 研究 
性 。 


德国 柏林 科学 院 的 兰 伯 特 (Lambert 1728 一 1777) 采 
用 了 与 萨 开 电 相似 的 反 证 法 来 记 


d 


特 给 出 一 个 有 三 个 内 
到 个 角 是 锐角 和 钝 角 的 
研究 中 开始 认识 到 。 如 
能 获得 一 种 逻辑 体系 。 


E 明 平行 公设 。 在 1786 牛 


昌 版 的 著作 《平行 线 理论 》- - 节 中 〈 写 于 1766 牛 )， 兰 伯 
为 直角 的 
情况 进行 了 讨论 。 兰 伯 特 在 这 一 
果 一 组 假设 不 导致 矛盾 ， 就 一 定 
但 是 由于 


四 边 形 ， 然 后 分 别 对 第 


兰 伯 特 还 没有 所 谓 几 何 


“模型 ”的 想法 ， 因 此 他 还 无 法 理解 这 种 逻辑 体系 可 以 构 


成 一 种 新 的 几何 学 。 总 


的 来 说 ， 


在 有 一 种 没有 第 五 公设 


9 “逻辑 
几何 学 的 “ 非 欧 岂 里 得 化 ” 
在 兰 伯 特 以 后 ， 德 


兰 伯 特意 识 到 了 至 少 存 
世界 ”"。 这 种 努力 无 疑 为 


提供 了 有 益 的 启示 。 
国法 学 家 、 一 位 业余 的 数学 家 施 


外 卡特 (Schwcikart 1780 一 1859) 也 对 第 五 公设 进行 了 研 


究 。 施 外 卡特 曾 把 他 的 研究 结 颖 
家 高 斯 征求 意见 ， 他 把 几何 


内 角 和 不 等 于 两 直角 的 几何 ， 


何 ”， 


为 施 外 卡特 认为 它 可 


能 


与 星空 中 的 图 形 折 


上 送 给 当时 最 著名 的 数学 


分 为 欧 氏 几何 和 假设 三 角形 


并 把 后 者 称 为 “星空 几 
E 质 相 一 


致 。 值 得 指出 的 是 ， 从 历史 的 角度 看 ， 后 首 应 当 说 代表 


了 -和 


因此 它 的 
于 逻辑 证 明之 


十 分 重要 的 认识 ， 即 
是 一 种 经 验 的 总 结 ， 是 欧 几 里 得 对 物质 世界 的 经 
E 确 性 、 自 明 性 只 存在 于 经 验 之 中 而 并 非 存在 
PP。 既然 第 五 公设 是 一 种 经 验 规 得 


是 认识 到 了 第 五 公设 事实 上 


验 概括 ， 


那么 ， 


我 们 是 否 就 可 想象 不 同 的 几何 呢 ? 


继承 施 外 


特 的 工作 ， 他 的 外 蜂 陶 里 努 斯 (Taurinus 


1794 一 1874) 也 对 星空 几何 进行 了 研究 。 他 在 1826 年 证 
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明了 是 空 儿 何 中 的 一 些 定理 与 虚 半 径 球 面 上 的 一 些 公 式 
是 一 致 的。 但 是 ， 陶 里 努 斯 还 没有 能 迈进 非 欧 氏 几 倍 的 
大 门 ， 内 为 他 只 认为 星空 几何 是 -种 没有 逻辑 错误 的 命 
题 体系 ,而 没有 能 认识 色 星 空 儿 何 是 与 欧 氏 几何 相 类 似 
的 -种 网 形 几 何 。 

综 二 可见 ， 对 非 欧 几何 逻辑 可 能 性 的 认识 ， 是 萨 开 
里 、 关 伯 特 和 陶 里 努 世 的 共 问 特征 ， 他 们 的 努力 离 非 欧 
几何 的 确立 只 有 一 步 之 遥 ， 


6. 2 非 欧 几何 的 建立 

在 非 欧 几 何 得 到 确立 之 前 ， 许 多 数学 家 已 经 初步 地 
发 展 起 了 这 样 的 认识 : 第 一 . 第 五 公设 是 不 串 能 证 明 的 ; 
第 一 ， 就 过 辑 推 证 的 意义 ， 存 在 着 与 欧 氏 几何 完全 不 同 
的 没有 矛盾 的 逻辑 体系 。 

经 过 了 漫长 的 时 间 旅 途 ， 最 终 登 上 最 高 峰 的 韭 欧 几 
何 创 立 人 是 三 位 数学 家 : 高 斯 、 鲍 孙 和 罗 巴 切 夫 斯 基 ， 
在 这 一 位 数学 家 中 ， 闹 斯 的 突出 贡献 在 于 : 他 清查 认 识 
到 非 欧 几 何 像 欧 氏 几 何 一 样 也 可 能 被 用 于 提 述 物质 空间 。 

在 数学 史上 上 被 称 为 “数学 上 子 ” 的 高 斯 (1777 ~ 
1855) 是 19 世纪 最 伟大 的 数学 家 。 他 出 生 于 德国 的 劳动 
人 家 ， 由 于 少年 的 学 习 中 表现 出 较 高 的 大 贼 ， 受 到 一 位 
富有 公 导 的 资助 进入 中 学 ， 后 来 在 1795 年 进入 哥 廷 根 大 
学 学 习 。 青 年 时 代 的 高 斯 在 数学 上 表现 出 了 极 大 的 创造 
性 。18 岁 时 他 发 明了 最 小 二 乘法 ，19 岁 时 解决 了 正 17 边 
形 的 尺 规 作 图 间 题 。 数 学 上 的 成 功 使 高 斯 改变 了 原来 的 
语言 文学 方向 并 专攻 数学 。 后 来 高 斯 在 哈 勒 大 学 完成 了 
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代数 基本 定理 的 证 明 ， 并 由 此 获得 哈 勒 大 学 的 博 十 学 位 。 


高 斯 早期 的 数学 研究 工作 主要 在 数论 方向 。 


-次 高 斯 


根 


据 和 白 己 的 “行星 椭圆 轨道 理论 ”以 及 已 有 的 不 多 数据 ， 
预见 了 一 颗 先 前 不 曾 记 载 的 小 行星 的 位 置 ， 结 果 被 观测 
所 证 实 。 高 斯 因此 效 得 了 很 大 赞誉 。1807 年 高 斯 成 为 哥 


廷 根 天 文 台 的 台 长 和 大 学 母 校 的 教授 


高 斯 是 一 位 伟大 的 数学 家 ， 同 时 也 对 许多 科学 领域 
作出 了 杰出 贡献 ， 在 他 所 涉及 的 数论 、 代 数 、 儿 何 、 分 
析 、 物 理 、 大 文 、 大 地 测 基 等 领域 中 都 有 光 瘤 的 业绩 。 
在 非 欧 几何 方面 ， 他 作 了 大 量 的 研究 ,进行 了 长 期 的 


人 思考 ,获得 了 许多 成 果 。 造 憾 的 是 ， 高 斯 在 


深 


世 时 并 没 


有 发 表 过 任何 一 篇 关于 非 欧 儿 何 的 文章 ， 大 们 只 是 在 他 
死 后 从 他 与 朋友 的 来 往 信 件 中 发 现 了 他 在 这 一 方面 的 研 
究 成 果 。 历 史 给 予 了 他 应 有 的 地 位 : 他 被 公认 为 是 非 欧 


几何 的 创始 大 之 一 。 


高 斯 很 早 就 考虑 过 第 无 公 设 的 问题 ， 并 用 已 经 取得 
了 一 系列 非 欧 几 何 的 研究 成 果 。 高 斯 深信 自己 所 获 待 的 
结果 在 逻辑 上 是 相 容 的 。 他 最 初 把 这 些 结果 称 为 “ 反 欧 
九里 得 几何 ”"， 以 后 又 叫 “ 星 空 几何 "， 最 后 才 称 之 为 


“ 非 欧 几 何 ” 这 个 名 字 一 直 沿 用 至 今 。 


高 斯 在 他 的 研究 中 表明 了 商 点 看 法 ， 其 一 ， 第 五 公 
设 不 能 用 “人 类 的 理智 ”给 出 证 明 ; 其 二 ,对 “ 欧 几 里 
得 几何 与 物理 空间 的 性 质 具有 先 验 的 一 致 性 ”提出 极 大 


怀疑 。 为 了 证 明 非 欧 几 何 具 有 某 种 物理 空间 的 实用 性 
高 斯 并 曾 实测 过 由 三 个 山峰 构成 的 三 角形 的 内 角 和 ,但 
由 于 三 个 山峰 的 距离 还 不 够 大 ， 实 验 数据 与 误差 值 之 
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不 好 比较 ， 因 此 这 一 实验 最 终 林 能 次 得 项 期 的 结 
由 高 斯 1824 年 写 给 陶 甲 努 斯 的 信人 们 即 可 五色 高 斯 
对 非 哆 几何 的 研究 结果 : 
“ 假 届 三 内 角 之 和 小 十 180"， 会 引 册 一 种 新 奇 的 几何 
学 ， 同 我 们 的 《 欧 几 里 得 ) 几何 完全 不 同 ， 们 也 是 及 
相 容 的 。 我 已 经 把 这 种 几何 研究 到 日 以 为 完全 满意 的 程 
度 , 因而 我 能 够 解决 这 里 的 一 切 问题 ， 除 广 一 个 例外 ， 
就 是 某 一 个 常数 的 确定 问题 ， 而 这 个 常数 的 值 却 没 有 办 
法 预定 下 来 。 这 个 常数 取 值 越 大 ， 就 越 接近 欧 儿 岂 得 儿 
何 ， 当 这 个 常数 取 为 无 限 大 时 ， 这 两 种 几何 就 侣 二 为 一 
了 这 种 几何 定理 ， 看 起 来 昨 相 矛盾 、 女 妙 幕 就 ， 但 是 
平心静气 地 思索 -下 就 可 以 看 出 ， 它 绝 不 包 食 做 不 到 的 
事情 。 比 如 ， 只 要 一 角形 的 边 长 是 够 大 时 ， 它 的 二 个 内 
角 要 多 小 就 有 多 么 小 ,而 不 管 边 多 长 ， 王 角形 的 面积 也 
绝 不 赵 过 某 一 定 值 。”~ 

另外 ， 以 下 的 论述 则 清楚 地 表明 了 高 斯 关于 泌 氏 几 
何 与 空间 理论 的 独到 见解 : 

“我 僵 来 愈 深信 我 们 不 能 证 明 我 们 的 几何 具有 必然 
性 ， 至 少 不 能 用 人 类 理智 ， 也 不 能 给 予 人 类 理智 以 这 种 
证 明 。 或 许 在 另 一 个 雌 界 我 们 可 能 得 以 洞察 定 问 的 性 质 、 
而 现在 这 是 不 可 能 达到 的 。 直 到 都 时 我 们 次 不 能 把 几何 
与 算术 相提并论 ， 央 为 算术 大 纯粹 先 验 的 ， 但 可 把 几何 
与 力学 相提并论 .2 又 “按照 我 的 最 深 的 信念 ， 在 我 们 


张 永春 : 《 史 蔬 切 夫 斯 黄 的 各 学 感想 和 六法 ?， 第 71 页， 黑龙 注 教育 
1992 - 


人 数学 四 想 )， 第 三 册 ， 第 289 匈 ， 上 海 ，『 海 科学 技术 出 版 社 、 
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先 验 的 知识 中 间 ， 空 间 理 论 与 纯粹 算术 占有 完全 不 同 的 
位 置 ， 在 我 们 关于 空间 理论 的 全 部 知识 中 ， 对 作为 纯粹 
算术 特征 的 必然 性 缺乏 完全 的 信念 ，…… 它 的 法 则 我 们 
不 能 完全 先 验 地 规定 。 

高 斯 具有 明确 的 非 欧 几何 观念 ， 相 当 完 整地 完成 了 
非 殉 几何 的 创建 工作 ; 但 是 ， 由 于 害怕 “ 轧 昧 的 人 ” 
(beotian) 的 叫 喀 ， 他 却 没有 将 这 方面 的 研究 成 果 公 布 于 
刀 。 椒 过 高 斯 去 志 之 后 他 的 书信 的 公布 大 大 推动 了 人 们 
对 非 欧 几何 的 认同 和 理解 。 

在 非 殉 几何 创立 的 历史 上 ， 还 有 一 位 在 当时 几乎 没 
有 什么 名 气 的 数学 家 饱 耶 (J，Bolyai 1802 一 1860) ， 怨 对 
非 欧 几 何 的 创立 也 作出 了 重大 贡献 。 

鲍 耶 的 父亲 在 哥 延 根 大 学 时 曾 与 高 斯 是 同学 ， 也 曾 
长 期 研究 过 第 五 公设 的 问题 ， 并 与 高 斯 经 常 有 书信 往来 。 
受 父亲 的 影响 ， 鲍 耶 很 早 就 思考 过 第 五 公设 的 问题 ， 他 
在 维也纳 工程 学 院 学 习 以 及 毕业 后 在 军队 任 工 程 军官 期 
间 ， 哆 一直 业余 进行 这 方面 的 研究 工作 。 

鲍 耶 的 父亲 不 多 同 儿 于 对 第 五 公设 的 研究 ， 内 为 他 
知道 这 个 问题 在 历史 上 曾 消耗 过 许多 数学 家 的 青春 ; 但 
是 当 儿 子 取得 成 果 时 ， 父 类 还 是 设法 帮助 他 出 版 ,并 把 
结果 写 信 告诉 了 高 斯 。 鲍 耶 原 期 望 获得 高 斯 的 认可 和 支 
持 , 但 是 这 一 希望 却 被 高 斯 的 来 信 彻 底 击 破 了 ， 因 为 高 
斯 在 回信 中 说 ， 这 个 结果 “几乎 完全 与 我 心中 已 经 深思 
熟 虑 了 三 十 到 三 十 五 年 的 一 切 心得 相符 合 。 这 一 点 实在 


up 克 菜 因 : 《古今 数学 思想 $， 第 四 册 . 第 107 页 ， 上海， 十 海 科 学 技术 出 版 社 ， 
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使 我 人 为 震惊 ,” 

从 什 代 上 看 、 鲍 耶 公 开 出 版 自己 关于 非 欧 几何 的 研 
究 成 果 ， 上 时 比 首先 发 表 这 方面 成 果 的 岁 巴 切 大 斯 基 晚 了 
二 年 ， 促 这 个 研究 成 果 却 是 他 独立 获得 的 ， 鲍 耶 对 士 非 
欧 儿 何在 数学 的 意义 上 考虑 得 比较 深入 ， 他 对 新 几何 的 
无 予 质 性 进行 了 长 时 间 思 索 ， 并 力图 找到 -- -种 有 关 新 几 
何 无 矛盾 性 的 证 明 。 尽 管 鲍 耶 注意 到 了 这 种 新 几何 学 中 
的 三 角 学 与 未 半径 球面 三 角 相 同 , 但 他 并 不 满足 于 这 一 
结果 ， 而 是 希望 能 获得 进一步 的 成 果 ， 但 后 -努力 并 没 
有 成 功 。 

鲍 耶 对 非 欧 几何 作出 了 杰出 贡献 ， 但 在 当时 他 的 数 
学 .1 作 并 没有 引 息 大 们 的 重视 ， 只 是 在 他 穷 采 多 病 去 址 
之 后 ， 非 欧 几 何 才 被 数学 界 和 整个 世界 所 接受 ， 而 也 只 
是 在 这 个 时 候 ， 人 人 们 才 记 起 了 这 位 数学 家 。1894 年 ， 在 
入 类 即将 走向 20 世纪 之 时 ， 何 牙 利 数学 物理 学 会 为 这 位 
曾 被 人 遗忘 的 数学 家 竖 起 了 莫 碑 各 石像 。 

非 欧 几何 ， 这 个 从 欧 几 里 得 时 代 开 始 就 纠缠 数学 家 
的 豆 梦 ， 现 在 终于 得 到 了 完美 的 解决 。 最 完整 、 最 先 出 
版 非 欧 几何 的 研究 成 果 、 并 最 早 得 到 社会 承认 的 是 俄国 
数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 。 

罗 巴 切 夫 斯 其 (1792 ~~1856〉 毕 业 于 俄国 喀 山 大 学 
并 留 校 任教 。 早 在 1826 年 罗 巴 切 大 斯 基 就 完成 了 他 在 非 
欧 几 何方 面 的 第 一 篇 论文 《几何 原理 简 述 和 平行 线 定 理 
的 严格 证 明 》。 在 这 篇 文 茧 中 罗 巴 切 夫 斯 基 论 述 了 韭 欧 几 
何 的 存在 并 指出 了 它 的 内 容 ， 但 这 一 文章 只 在 规模 不 大 
的 学 生 范 围 内 得 以 介绍 而 没有 正式 发 表 。 
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罗 巴 切 大 斯 基于 1829 年 在 喀 山大 学 校刊 《 喀 山 通 讯 $ 


的 几何 学 理论 提出 了 一 


原理 旦 ; 


这 个 原 呈 表明 ， 在 


和 就 越 比 叮 直角 小 。 


多 极限 状态 ， 或 者 说 ， 


于 当时 喀 山 大 学 
何 学 原理 》 的 内 容 ， 因 


上 发 表 的 论文 《 论 几何 学 
儿 们 论著 。 在 这 一 论文 中 ， 罗 巴 切 大 斯 基 为 曾 述 这 一 新 


过 站 的 7 外 一 点 A 作 此 直线 的 重 线 和 平行 线 ， 两 者 所 
成 的 角 不 是 直角 ， 而 是 比 直 角 小 。 


中 三 角形 内 角 之 和 小 于 两 直角 ， 三 角形 越 大 ， 它 的 内 角 


在 说 明 非 殉 几 何 与 当代 几何 《〈 欧 氏 几 何 ) 的 关系 时 ， 
罗 包 切 夫 斯 基 指 出 ， 当 代 几 何 的 状况 可 以 看 成 非 欧 儿 何 
即 是 非 欧 几 何 的 一 种 特例 。 于 是 ， 
这 两 种 几何 就 都 有 了 退 辑 上 各 自 存 仁和 适用 的 范围 ， 特 
殊 地 ， 这 也 就 为 非 欧 几何 的 存在 提供 了 理论 依据 。 


原理 》 是 数学 史上 最 嘻 的 非 网 


系列 的 新 概念 ， 如 极限 圆 、 平行 


角 等 。 罗 已 切 大 斯 基 所 提出 的 一 个 较 为 著名 的 音 欧 几 何 


非 欧 儿 何 〈 罗 巴 切 大 斯 基 几 何 ) 


EH 


光 数 学 家 们 并 没有 能 领会 《 论 儿 
这 一 论文 的 发 表 就 没有 引起 什 


么 争议 和 反响 。 同 时 ， 


于 喀 山 大 学 是 一 个 各 不 见 经 传 


的 新 建 大 学 ， 义 由 于 当时 世界 上 数学 交流 的 某 些 障碍 


(当时 国家 各 比较 有 影响 
之 亲 进 行 )， 因 此 其 他 


的 学 术 交 流 大 都 在 国家 的 科学 院 


家 的 数学 家 也 就 不 知道 罗 巴 切 大 


斯 基 的 研究 成 果 。 这 些 相对 平静 的 外 部 坏 境 使 罗 巴 切 夫 


斯 基 能 有 机 会 认真 深入 
从 1835 年 到 1838 


系列 的 论文 一 一 《 虚 儿 何 
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入 


也 进行 非 欧 几何 理论 的 研究 。 
FE， 罗 巴 切 夫 斯 基 完 成 并 发 表 了 一 
学 》、《 虚 几何 学 在 一 些 积分 上 


的 应 用 》、 
时 ， 罗 巴 切 夫 斯 其 实 
述 、 逻 辑 推 理 和 理论 
非 欧 几何 ( 罗 
直到 此 时 世界 上 对 


他 


也 切 大 斯 基 决 定 用 外 
巴 切 大 斯 


1840 年 ， 多 
论 的 几何 研究 》， 
生 影 响 。 

高 斯 在 得 到 罗 
也 了 高 度 赞 扬 ， 并 经 
人 六 “俄罗斯 帝国 ; 

科学 协会 
二 起 了 许多 于 
几何 的 支持 者 密 密 ， 
却 大 有 人 存 。 当 时 的 


Ft 
i 


巴 切 大 


干 量 
本 江 


的 通讯 会 员 。 
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《几何 学 新 原理 妈 完 整 的 半 行 线 理 论 》。 到 此 


际 上 已 经 完成 了 非 欧 几何 的 概念 表 
构造 等 方面 的 :系列 工作 ， 完 整 的 
斯 基 几 何 ) 理论 已 经 尼 成 。 但 是 ， 
的 研究 成 果 仍 然 反 响 甚 微 ， 于 是 罗 
文 在 国外 发 表 自 己 的 研究 成 末 : 
基 以 德 文 在 国外 发 表 了 《平行 线 理 
他 的 研究 成 果 开 始 在 世界 范围 内 产 


四 夫 斯 基 1840 年 的 德 文 版 论文 后 给 
高 斯 的 提议 ，1841 年 岁 巴 切 大 斯 基 
出 的 数学 家 ”之 一 被 吸收 为 哥 廷 根 
然而 ， 让 种 反 欧 必用 何 的 新 几何 
评 。， 止 如 高 斯 曾 预 料 的 那样 ， 非 欧 
面 反 对 者 、 识 笑 哺 训 者 其 至 攻 市 者 
-位 主教 其 至 宣布 罗马 切 大 斯 基 的 


学 说 是 那 说 ， 有 人 员 
但 是 ， 各 种 反对 意见 
几何 的 进一步 癸 究 。 


在 报纸 杂志 上 攻击 罗 巴 切 夫 斯 基 。 


都 没有 能 阻止 风 巴 切 大 斯 其 对 非 欧 
直到 晚年 他 双 目 失明 以 后 ， 还 通过 


口授 的 形式 完成 一 部 非 欧 几何 的 新 作 《 泛 几何 》， 这 - 


作 于 1855 年 发 表 、 
罗 巴 切 大 斯 基 非 


欧 几 何 的 问世 ， 标 志 闭 非 殉 儿 何 的 


确立 。 它 吸收 和 运 

一 个 体系 并 把 它 公 
拖 何 的 重大 页 献 。 

在 创立 惠 欧 几 人 和 


了 许多 数学 家 的 成 果 ， 真 正 使 


成 


布 于 世 ， 这 是 罗马 切 夫 斯 基 对 j 


程 中 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 没 有 高 斯 
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那么 多 的 顾虑 ， 一 口 认 准 了 方向 ， 他 就 勇敢 地 把 自己 的 
研究 成 果 发 表 出 来 。 另外， 与 饮 耶 相 比 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 
对 非 欧 儿 何 的 思考 和 研究 则 更 加 广泛 和 深入 : 鲍 屠 创造 
非 欧 几何 时 ， 只 是 把 第 五 公设 当 作 一 个 纯 几何 的 问题 去 


加 以 思考 和 证 明 ， 而 没有 像 高 斯 和 罗 巴 切 大 斯 基于 样 从 
实用 性 的 层次 去 考虑 几何 的 存在 形式 ， 更 没有 认识 到 非 
欧 几 何 也 可 能 是 物质 空间 的 一 种 存在 形式 。 
面 


对 于 罗 巴 切 夫 斯 基 与 高 斯 和 饮 耶 在 非 网 几何 研究 方 
多 差异 我 们 并 吕 作 出 如 下 的 进一步 分 析 : 
首先 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 作 为 一 个 从 事 教育 工作 的 数学 
家 ， 更 加 注重 从 教学 的 角度 去 分 析 欧 氏 几 何 存 在 的 问题 ， 
这 种 关于 第 五 公设 的 深入 思考 就 使 他 所 创立 的 非 欧 儿 何 
体系 具有 比较 严谨 的 数学 教学 特征， 这 些 思考 也 使 他 比 
较 容 易 把 欧 氏 几何 看 成 非 欧 几何 的 极限 状态 ， 这 些 特点 
是 没有 从 事 教 学 实践 的 鲍 耶 所 不 可 能 具备 的 。 
第 二 ， 在 创立 非 欧 几 何 的 过 程 中 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 较 
多 地 考虑 了 数学 概念 与 物质 世界 、 数 学 原 怒 命 题 与 人 类 
经 验 的 关系 ， 从 而 不 仅 确信 非 欧 几何 与 欧 氏 几何 一 样 也 
是 物质 世界 的 一 种 表现 形式 ， 史 为 非 欧 几何 的 建立 提出 
了 一 些 全 新 的 数学 概念 。 应 当 指 出 的 是 ， 这 种 考虑 数学 
基本 概念 、 原 始 概念 的 思想 方法 实际 上 已 经 进 人 到 了 数 
学 的 哲学 层 而 ， 即 已 超越 了 几何 与 物质 世界 直接 对 应 的 
思考 。 也 正 是 在 后 一 意义 上 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 对 于 非 欧 几 
何 创立 ,特别 是 新 概念 的 提出 及 运用 ， 可 以 被 认为 已 经 
人 
创立 


赵 越 了 高 斯 从 实践 意义 上 对 非 欧 几 何 的 思考 。 
非 欧 几何 的 创立 同 微 积分 的 创立 很 相似 ， 许多 数学 
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家 都 在 不 同 的 让 史 阶段 做 过 努力 ， 但 是 却 由 几 个 人 完成 
了 伟大 上 记 里 史 乐 的 最 后 乐章 。 在 非 欧 几何 的 历史 下 ,高 
斯 、 鲍 耶 和 罗 巴 切 大 斯 基 是 最 后 乐章 的 演奏 者 ; 但是. 
由 上 上 西 的 论述 我 们 已 可 看 出 ， 就 这 一 者 对 非 欧 儿 何 的 贡 
献 而 言 。 中 国 著 名 的 数学 史学 家 梁 宗 巨 先 生 的 评价 是 客 
观 的 :“ 非 欧 风 何 的 创立 ， 就 发 表 时 间 之 嘻 ， 论 让 的 完整 
和 内 容 的 丰富 ， 以 及 对 新 几何 学 终生 不 渝 的 摆 卫 来 说 ， 
鲍 开 和 高 斯 都 不 能 和 罗 巴 切 大 斯 基 相 比 ."Y 1893 年 ， 喀 
山大 学 校园 内 建 起 了 罗 巴 切 大 斯 基 的 塑像 ， 以 纪念 这 位 
伟大 的 非 欧 几 何 创 立 者 的 功绩 。 


6. 3 回顾 与 思考 

当 高 斯 、 鲍 敢 和 罗 巴 切 夫 斯 基 等 夫 在 志 之 时 ， 他 们 
在 非 欧 几何 方面 的 工作 并 没有 给 他 们 带 来 什么 荣誉 ; 相 
反 ， 他 们 所 受到 的 批判 和 旋 般 远 远 多 于 哟 人 誉 。 在 罗 巴 切 
到 斯 基 和 高 斯 去 世 之 后 ， 后 者 的 - 些 道 信 得 到 了 发 表 ， 
高 斯 的 名 望 使 大 们 对 非 欧 玫 何 有 了 一 些 新 的 认识 。 从 而 ， 
这 也 就 从 一 个 侧面 证 明了 这 样 一 点 : “一 个 新 的 数学 概念 
的 
制 


4 创造 者 的 名 望 和 地 位 在 该 概念 的 可 接受 性 方面 起 着 强 
的 必用， 尤其 是 在 新 概念 突破 了 传统 时 是 这 样 。 刁 
外 ， 高 斯 、 鲍 耶 和 罗 巴 切 大 斯 基 等 大 几乎 加 时 创立 了 非 
欧 几 何 的 事实 显然 也 为 以 下 的 结论 提供 了 又 -实例 : “ 重 
大 问题 的 多 重 的 独立 的 发 现 或 解决 ， 是 一 条 规律 ， 而 不 
是 例外 。”( 可 参见 第 二 章 。) 


中 梭 宗 中 : 《世界 数 学 史 简 编 》， 第 235 页， 沈阳 ， 辽 了 人民 出 版 村，1981， 
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侠 管 非 欧 几何 的 建立 已 经 结束 了 数学 界 中 自 欧 儿 里 
得 时 代 开 始 并 延续 了 两 千 多 年 的 一 件 “ 公 案 "， 但 是 ， 巾 
这 一 历史 的 回顾 我 们 仍 可 获得 不 少 有 益 的 启示 和 教训 。 
特别 是 ， 这 即 是 值得 人 们 深入 叫苦 的 :个 问题 : 为 什么 
萨 开 里 、 兰 伯 特 等 人 事实 上 已 经 站 在 了 非 欧 几 何 的 大 门 
口 ， 但 却 没 有 能 够 成 功 地 跨 出 最 后 的 一 步 ? 
笔者 以 为 ,我们 在 此 当然 应 当 看 到 个 人 的 内 素 , 但 
从 总 体 上 说 ， 我 们 又 不 能 不 清楚 地 看 到 整 体 忻 的 文化 环 
境 、 特 别 是 思想 观念 在 这 一 过 程 中 所 发 挥 的 重要 作用 。 
县 体 地 说 ， 我 们 人 在 此 所 论 及 的 主要 是 数学 的 真理 观 ， 
包括 数学 与 物理 世界 的 关系 。 
正如 前 面 所 已 指明 的 ， 在 十 希腊 文化 中 ， 自 从 柏 拉 
图 在 哲学 上 用 二 种 止 多 面体 构造 和 解释 世界 以 来 ， 欧 几 
里 得 的 《几何 原本 》 就 成 为 一 种 表现 世界 、 构 造 世界 的 
模式 。《 几 何 原木 》 那 种 公理 、 公 设 演 绎 数学 命题 的 形 
式 ， 以 及 以 三 段 论 式 的 逻辑 推 滨 数 学 命题 的 过 程 ， 表 现 
了 数学 所 具有 的 独特 的 理 任 特征 。 作 为 柏拉图 哲学 的 数 
学 表现 模型 , 《几何 原本 》 表 现 了 “种 哲学 式 的 解释 宇宙 
万 物 的 魅力 。“ 占 希腊 的 几何 学 并 不 是 像 今天 的 数学 那 
样 ， 大体 上 是 由 假设 命题 构成 的 形式 逮 辑 ， 面 是 一 幅 现 
实 世 界 的 理想 的 图 画 . "9 

欧 氏 几何 所 表现 的 这 种 现实 世界 的 理性 图 画 ， 在 基 
营 教 神学 那里 获得 了 进一步 的 发 展 。 托 玛 斯 阿 硅 那 通 过 
证 希腊 数学 与 基督 教 的 结合 ,使 欧 氏 几何 获得 了 一 种 宗 


名， 卡尔 ' 波 耶 :《 微 积 分 概念 史 ?， 第 50 亚 ， 上 海 ， 上 海 人 民 出 版 社 ，1977。 
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教 的 力 最 。 实际 上 ， 就 十 希腊 的 数学 而 
何 原本 》 为 代表 的 区 何 ” 
的 代数 方向 的 发 展 。 位 是 


被 在 做 足 几何 学 家 ， 


世纪 ， 上 多 何 在 


关 发 展 ， 也 有 与 


六 章 非 欧 及 全 的 历史 发 展 


在 欧洲 的 中 世纪 ， 数 


“代数 ” 则 通常 与 巫 术 相 联 系 ， 并 : 
到 了 教会 的 严 历 打击 .这 种 砚 象 告白 人 
又 是 一 种 斑 学 意义 上 的 
而 凡是 上 党 设计 万物 的 模式 ， 欧 氏 几 负 
了 一 个 受 宠 的 席位 ， 儿 何 


经 院 哲学 提供 了 一 种 逻辑 思维 的 模式 。 


文艺 复兴 时 期 ， 中 
种 落后 性 、 翁 滞 性 受到 


新 卡 。 古 希腊 数学 所 胡 
原本 》 公 理 、 公 设 所 表 
辑 性 ， 成 为 文艺 复兴 时 
战斗 旗帜 。 数 学 万 其 


了 了 
和 希腊 文化 的 复兴 过 程 中 ， 
现 
期 


人 


复兴 时 期 艺术 大 师 们 对 二 希腊 儿 


世纪 基督 教 钊 学 所 表现 出 米 
在 这 十 
欧 氏 几何 义 次 获得 了 J 
现 出 米 的 理性 精神 ， 以 及 
出 来 的 准确 无 误 的 确定 1 
冲击 基 叔 教 神学 的 一 商 理 性 的 


强烈 的 批判 ,但 是 ， 


欧 氏 几何 给 文艺 复兴 提 


英 理 性 的 净土 ， 而 文 
休学 的 学 习 ， 运 用 和 全 


为 一 种 理性 的 地 
不 变 、 题 扑 不 破 的 永恒 
性 的 复兴 以 及 欧 氏 儿 们 
式 ， 构 造 模 民 成 为 一 和 


和 -种 表现 科学 形式 前 
作出 进 - 步 的 论述 )。 


完 则 


中 理 : 


理性 


理性 


虐 有 以 《 几 
王 用 机 


门 ， 在 欧洲 
首 述 此 界 的 疡 
在 上 帝 那 里 获 
I 逻辑 演绎 方法 并 给 中 让 


己 的 
《凡人 有 
性 、 诸 


又 进一步 强化 了 欧 氏 几何 作 
位 。 数 学 表现 了 种 真理 ， 而 且 是 经 进 
文艺 复兴 中 十 希腊 数学 理 
地 位 的 经 化 ， 使 几何 学 的 表现 形 
E 的 表现 和 构造 形式 ， 从 而 其 
就 越 出 基督 教 神学 的 范畴 而 成 为 了 一 种 文化 的 哇 忻 精 六 
E 模 式 (对 此 在 第 八 帝 中 还 将 


供 了 一 


在 文艺 复兴 之 后 ， 微 积分 的 发 展 ， 各 种 自然 科学 的 
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作 关 理性 精神 的 一 种 表现 形式 却 
治 地 位 。 天 文学 、 物 理学 、 光 学 、 


展 , 已 使 哆 氏 几 何 的 表现 捉襟见肘 ， 


表现 形式， 作为 一 种 哲学 的 理性 ， 
世界 的 数学 模式 ， 欧 氏 几 何 的 真理 有 
例如 ， 对 于 上 述 结论 最 有 代表 


第 二 
发 展 取 得 了 远 远 超 越 欧 氏 儿 何 的 成 果 ; 但 是 ， 欧 氏 几 何 
学 


仍然 牢 华 地 占据 着 统 
机 械 力学 等 方 而 的 发 
但 作为 -种 数学 的 
作为 神学 中 十 帝 设计 
也 位 却 很 少 发 咎 动 播 。 
性 的 说 明 就 是 儿 何 学 


在 微 积分 发 展 过 程 中 所 起 到 的 作 


日。 牛顿 的 老师 、 对 微 


积分 创立 作出 过 重 归 页 献 的 巴 罗 认 
真理 ， 他 认为 几何 原理 来 自 一 种 


为 欧 氏 几何 是 绝对 的 
在 理性 ， 儿 何 原理 为 


长 期 的 经 验 所 不 断 证 实 ， 欧 氏 几 何 是 完 


的 科学 。 特 殊 地 ， 巴 罗 并 曾 对 欧 氏 


备 的 和 肯定 尤 疑 
几何 的 表现 形式 给 予 


了 高 度 评价 。 他 指出 欧 氏 几何 概念 清晰 、 定 义 明确 ， 公 


理 直 观 可 靠 而 且 普遍 成 立 ， 公 设 清 
理 数目 少 ， 引 出 的 方式 易于 接受 
林 知 事物 。 另 外 ， 作 为 微 积分 和 名 
一 一 牛顿 ， 也 对 欧 氏 几何 所 表现 出 
外 信奉 。 在 牛顿 看 来 ， 欧 儿 里 得 的 
定律 一 样 ， 是 宇宙 设计 中 固有 的 规 


楚 可 信 易 于 想象 ， 公 
， 证 明 顺 岸 日 然 ， 避 免 
经 典 力学 的 重要 创造 者 
来 的 数学 构造 模式 格 
几何 原理 加 其 他 数学 
律 。 牛 顿 在 他 的 巨著 


《自然 哲学 的 数学 原理 》 一 铺 中 ， 把 一 切 可 用 几何 表述 的 


物理 定律 都 用 几何 的 方法 给 出 逻辑 
许多 数学 家 一 样 “ 想 把 逻辑 基础 模 
析 ， 建 立 在 欧 儿 里 得 的 几何 之 上 ， 
真理 性 ”了 


证 明 。 和 牛顿 和 当时 的 
糊 的 算术 、 代 数 和 分 
从 而 保证 这 些 分 支 的 


全 克 莱 因 ， 人 今 数学 思想 》， 第 三 册 ， 第 276 页 ， 上 海 ，1: 海 科学 技术 出 版 社 。 
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但 是 ， 
- 定 的 变 1 


发 生 
神学 
心 观 念 的 怀疑 。 
想 
粹 数学 一 一 物 丝 
i 作 的 实 教 方 
盘 .” 由 于 
是 玫 


F 上 述 的 核心 观念 事实 上 就 构成 
， 则 此 ， 


L 何 学 绝对 真理 性 的 直接 基 而 


从 历史 的 角度 看 ， 拆 学 家 介 


行 深入 思考 的 思想 家 行 


相 联系 的 。 具 体 地 说 ， 

以 后 的 自然 科学 研究 中 
人 们 逐渐 建立 起 了 这 样 
的 命题 都 应 被 看 成 一 种 


往 就 是 对 经 验 事 实 进行 】 


占 


经 


然 并 不 是 完全 可 靠 的 ， 
在 逻辑 上 也 不 能 说 无 可 


多 、 
的 深入 思考 并 是 与 关于 其 


4 认识 ， 
输 命 题 ， 
门 纳 的 结果 。 
经 验 去 好 
指南， 因此 ， 关 了 


第 六 章 ” 非 欧 几何 的 历史 发 展 


随从 科学 的 发 展 ， 人 们 的 认识 不 中 避免 地 会 
Eb。 就 晒 方 六 化 南 言 ， 
、 包 括 自 然 失 是 按 数 学 设计 的 这 一 藻 学 和 尝 教 的 核 
这 也 就 如 克 菜 因 所 指出 的 : 
核 心 ， 即 宇 窗 是 上 党 没 计 的 这 一 教义 ， 逐 渐 地 被 纯 
E 的 解释 前 闻 了 它 
而 的 红 力 在 17 二 


这 首先 就 是 对 宗教 
“ 理 个 哲学 思 


的 基础 ， 其 全 推动 数学 
1 纪 时 就 开始 失去 了 地 
了 数学 、 特 别 
湖 着 实 教 神学 


了 我 


属于 最 时 对 上 述 问题 进 
， 这 种 关 十 数学 真理 性 
科学 真理 性 的 思考 直接 
实验 在 文艺 复兴 时 期 
米 越 重要 的 地 位 ， 因 此 ， 
认为 大 部 分 自然 科学 
千 别 是 ， 这 些 命题 往 
然而 ， 由 于 经 验 显 
出 普遍 结论 的 归纳 法 
自然 科学 命题 


经 验 性 的 断言 事实 上 也 就 是 对 于 这 些 命题 绝对 真理 性 的 


一 种 和 否定， 也 即 是 与 关于 数学 命题 绝对 真理 性 的 信念 直 
接 相 对 立 的 。 
人 T， 克 北 因 ; 鱼 占 今 数学 思想 》， 第 一 项, 第 380 页 ， 上 兰 ， 上 海 科学 技术 出 版 竺 、 
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划一 简 数 尖 多 化 史 的 研究 
那么 ， 


我 们 究竟 应 当 怎 样 太 看 待 数 学 的 真理 性 呢 ? 


一 种 可 能 性 显然 就 是 将 数学 也 看 成 一 种 经 验 命 题 ， 即 是 


完全 放弃 数学 命题 的 绝对 真理 
遍 情 况 来 说 ， 哲 学 家 们 所 采取 


们 仍然 坚持 了 数学 命题 的 绝 妨 
口 然 科学 清楚 地 区 分 开 来 。 
例如 ， 作 为 微 积分 学 的 包 


家 的 某 布 尼 效 就 兽 明 确 地 强调 


人 


= 它 
之 让 ， 或 者 是 属 二 事实 的 真理 之 全 。 理 | 


:号 交 


， 事 实 的 真理 是 偶然 的 .5 
未 月 对 所 说 的 丙种 真理 作 


自理 智 的 必然 真理 的 起 源 ， 和 有 


我 们 心中 那些 混乱 知觉 的 事实 真理 的 
别 。3 另外 ， 尽 管 休 读 《1711 一 1776) 
但 
对 归纳 法 的 普遍 有 效 性 提出 了 有 力 的 
休 洲 这样 写 道 : 
自然 分 为 两 种 ， 
一 类 的 ， 有 几何 、 代 数 、 三 
总 而 言 之 ， 任 何 断 专 ， 


主要 属于 经 验 论 者 的 行列 ， 


地 强调 了 两 种 知识 的 区 分 。 
《或 研究 ) 的 一 切 对象 可 以 
系 和 实际 的 事情 。 “属于 第 
角 诸 科学 ; 


有明 
的 经 验 论 者 的 根本 错误 之 所 在 。 菜 布 尼 
验 论 的 一 个 主要 代表 ， 洛 克 的 错误 就 在 于 : 


生 。 但 是 ， 襄 18 世纪 的 善 
的 是 -… 种 相反 的 立场 : 他 
真理 性 ， 并 把 数学 与 一 般 


始 人 之 - -， 同 时 也 是 哲学 
了 两 种 真理 的 区 分 。 他 写 
们 或 者 是 属于 理性 的 真理 
性 的 真理 是 必然 
守 殊 地 ， 在 莱 布 尼 北 着 来 
确 的 区 分 事实 上 就 是 所 谓 
兹 指出 ， 作 为 经 
“他 没有 把 源 


来 自 感觉 经 验 ， 其 至 来 自 
电源 ， 作 充分 的 区 
作为 一 个 哲学 家 
是 ， 他 不 仅 首 先 从 逻辑 上 
张 战 ， 而 且 也 明确 
“人 类 理性 
就 是 观念 的 关 


凡是 有 直觉 的 确定 性 


或 解 证 的 确定 性 的 ， 都 


节 ” 革 布 尼 葡 ; 《人 类 玛 针 新 论 y， 第 411- 
四 同 DD, 第 37 页 ， 


已 同 D. 第 
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属于 前 一 种 。 


这 类 命题 , 我 


412 页， 北京 ， 商 务 印 书馆 ，1982 
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第 二 对 象 一 一 实际 的 事情 人 能 上 
而 电 我 们 关于 它们 的 真实 性 不 论 如 何 


由 有 看 出 ， 当 


例 好， 太守 全 是 的 性 质 有 着 不 


们 只 凭 思想 作用 ， 就 可 以 把 它 oni 并 不 必 依 据 
于 条 


“至 十 人 类 
8 同 方式 米 


分 


明确 、 临 那 和 
也 和 前 -种 不 .- 样 。 各 种 事实 的 反 库 总 是 可 能 的 。"" 
时 的 哲学 家 止 是 通 
过 把 数学 命题 归结 为 先 验 真 理 来 维持 站 绝对 贞 理 | 


的 理解 〈 即 


性 的 
区 究 ， 
:本 确 


性 的 - 
认为 


数学 命 是 事实 上 是 - -种 先天 综合 判断 )， 介 是， 作为 德国 
古典 拆 学 最 主要 的 代表 人 物 之 一 ,康德 (1724 ~ 


也 突出 地 强调 了 数学 念 题 的 先 验 ; 
这 个 概念 就 暗示 首 它 不 包含 有 


验 的 


天 的 知识 。” 又 “严格 前 数学 命题 者 永远 是 先天 的 


而 非 经 验 的 判断 ， 因 为 ， 它 们 具有 不 能 


性 .2 另外 ,按照 康德 的 观念 ， 
渊源 不 能 归结 为 上 之 的 意愿 


安排 ， 


部 去 寻找 。 这 即 是 指 应 被 看 成 人 类 旦 由 


体 地 说 ， 作 为 感性 认识 的 其 体 分 析 ， 
思维 对 于 外 部 世界 纯粹 被 动 的 反映 ， 
感觉 素材 〈 他 称 之 为 “现象 的 质料 ”) 


而 


1804 》 


来 德 气 道 : “ 纯 数 掌 
逢 识 ， 只 包含 纯 先 


州 断 


来 自 经 验 的 必然 
数学 必然 真理 性 的 最 终 
;从 人 类 自身 内 
的 一 种 老 现 。 具 


认识 能 力 所 提 供 的 形式 (他 称 之 为 “现象 的 形式 ”) 


机 结合 ， 因 为 ， 只 有 借助 于 先天 的 “ 
和 料 ” 才 能 被 安排 在 一 定 的 关系 里 面 。 


六 入 “ 纪 粹 理性 批 
北 扣 、 南 务 郧 书馆 ，1960 


式 ”， 打 多 让 
进 听 ,康德 


Ln 
从 世纪 本 一 二 妃 世 


康德 指出 ， 这 并 恬 
而 是 外 部 所 给 予 的 
与 型 忻 本 身 向 有 的 


的 有 
的 “ 质 
提出 ， 


纪 初 德 呆 第 9 抽 。 
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时 间 和 空间 是 感性 的 两 种 基本 形式 : 前 


者 是 外 感官 的 形 


式 ， 后 者 则 是 内 感官 的 形式 。 这 也 就 是 说 ， 只 有 借助 于 


“空间 ”这 一 形式 ， 


有 借 


我 们 才能 感知 到 外 间 


的 对 缆 ;， 而 又 只 


助 于 “时 间 ” 这 一 形式 , 我 们 才能 直观 到 心灵 和 白 身 


或 其 
和 时 
直观 


内 部 状态 。 最 后 ， 由 于 几何 和 算术 分 别 是 关于 空间 


间 的 知识 ， 


性 我 们 也 就 


因此 ， 在 康德 看 来 ， 
可 以 立即 断言 数学 命题 是 所 亩 的 “ 先 大 


时 空 的 先 验 性 和 


综合 判断 ”， 即 其 同时 具有 先天 性 和 综合 性 ， 特 别 是 ， 所 


说 的 
者 更 


自然 界 是 按 数 学 设计 的 这 一 信念 
在 很 长 的 时 期 内 ， 人 们 仍然 坚信 
而 又 正 是 哲学 在 这 一 方面 给 人 们 


“先天 性 ” 
为 恰当 地 说 ， 即 
综 上 可 见 ， 尽 管 科学 的 发 


就 直接 决定 了 数学 命题 
是 数学 命题 的 绝对 真理 作 。) 


的 必然 性 。 (或 


展 已 经 向 宗教 神学 、 包 括 
提出 了 直接 的 挑战 ,但 
数学 是 一 种 绝对 真理 ， 
提供 了 必要 的 支持 。 但 


是 ， 从 数学 的 历史 发 展 来 看 ， 后 者 却 事 实 上 成 为 了 束缚 


人 们 思想 的 一 种 精神 棱 格 ， 特 别 是 ， 这 就 正 是 导致 萨 开 
里 等 人 来 能 成 功 地 创立 非 欧 几何 
前 而 的 论述 我 们 知道 ， 由 于 在 


上 
公设 
何 的 
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的 努力 中 萨 开 里 等 人 已 经 


的 一 个 重要 原因 。 事 实 
反 证 法 证 明 第 五 
得 了 一 系列 属于 非 欧 几 


结论 ， 因 此 ， 如 果 单 纯 着 眼 于 相关 命题 的 逻辑 推导 ， 
那么 ， 非 欧 几 何在 萨 开 里 等 人 那里 就 可 说 是 已 经 得 到 了 
建立 。 这 也 就 如 克 莱 因 指出 的 : “如 果 非 欧 儿 何 意味 着 一 
系列 包括 异 于 欧 几 里 得 平行 公理 的 公理 系统 推论 的 技术 
性 推导 ,那么 最 大 的 功绩 必须 归于 萨 开 里 ……"® 但 是 ， 


2 


中 克 菜 因 : 《古今 数学 思想 》， 第 三 册 ， 第 285 页 ， 上 海 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 、 


萨 开 是 


别 是 木 能 清楚 
种 存在 形式 ， 而 
即 是 认为 欧 
1800 全 左右， 
和 此 空间 内 
认识 更 由 于 
西方 文化 之 中 。 

与 此 村 
一 个 首要 的 原 


性 捍 


关 言 论 外 ,了 
“ 自 欧 几 呈 
了 这 样 的 怀疑 : 了 
材料 本 身 之 中 ,， 面 又 庄 如 
于 经 验 的 帮助 ， 
我 最 终 确信 
照 这 样 的 认 


等 人 却 始 终 未 能 明确 


也 认识 到 非 欧 刀 


第 六 
出 提 出 


L 何 也 


这 主要 就 是 


氏 几 何 是 空间 人 
所 有 的 数学 家 
四 


F 康 德 等 哲学 家 的 


形 性 质 的 正确 


都 认为 
理想 


阐发 和 


目 对 照 ， 
也 就 在 于 他 
k 战 。 例如 


在 此 还 可 


明确 的 
我 人 
得 的 


举 t 


我 们 所 希望 


高 斯 等 人 


时 代 起 ， 两 千 


们 敢 向 


H， 除 上面 所 已 提 到 的 高 斯 


入 


4 真理 


之 所 以 


; 罗 巴 切 
FE 徒劳 


章 非 欧 几 何 的 历史 发 展 


非 欧 几何 的 思想 ， 特 
可 能 是 物质 空间 的 -- 


2 
国 


于 上 述 的 传统 忠 想 的 影响 ， 
可 能 的 存在 形式 。 


“直到 
网 氏 儿 何 是 物质 世界 
化 :了 特别 是 ， 这 种 
响 而 牢 牢 地 扎根 于 


对 


En 
4 


能 够 创 
欧 氏 几 


立 非 欧 几 何 ， 
可 的 绝对 真理 
4 有 
大 斯 基 的 以 下 论述 : 
无 益 的 努力 使 我 产 牛 
性 并 没有 包含 在 这 些 


欧 氏 几何 


识 ， 


他 的 自 


然 规 律 ， 这 只 有 借助 


诸如 天 文学 的 观察 ， 才 能 得 到 建立 ， 
自己 的 这 一 想法 是 了 
的 真理 性 就 惟 -- 地 建立 在 经 验 


E 确 的 "了 显然 ， 按 


之 上 上， 从 而 也 就 不 是 关于 空间 惟 -一 可 能 的 存在 形式 ， 特 
别 是 ， 即 使 我 们 不 能 立即 断言 与 欧 氏 几何 相对 立 的 另 一 


种 几何 理论 也 可 被 用 于 物质 空间 ,4 


日 是 ， 我 们 则 又 完全 


可 以 从 理论 的 角度 去 对 这 种 可 能 的 儿 何 学 进行 研究 ， 也 
即 建立 起 非 欧 几 何 的 系统 理论 。 


TD 
1979。 
侣 


有 


克 菜 因 :《 占 今 数 学 思想 ,第 : 朋 .， 第 276 页 ， 
Bonola: 《Non - Euclidean Geometry}, Dover Pub. Inc , 1955, P. 92. 


RK. 


上 海 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
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第 二 简 数学 文化 风 的 研究 
显然 ， 从 这 样 的 角度 去 分 析 ， 高 斯 之 所 以 企图 通过 


实测 


何 的 正确 性 ， 以 及 他 曾 把 非 
是 认为 这 可 能 与 星空 中 的 
以 理解 的 了 。 

最 后 ， 应 当 指 明 ， 从 
的 建立 显然 也 就 意味 着 在 数 


三 个 山峰 构成 的 三 角 


形 的 内 角 之 和 来 证 明 非 欧 几 
欧 几何 称 为 “星空 儿 何 ”， 即 
形 性 质 相 一 和 致 ， 就 是 完全 本 


- 述 的 角度 去 分 析 ， 非 欧 几 何 
党 与 物质 空间 之 间 长 期 存在 


的 必然 联系 现在 被 切断 了 了。 这 样 ， 数 学 就 从 “ 柏 拉 同 所 
置 于 宝座 上 被 拉 下 来 了 ”; 但 是 ， 就 数学 自身 的 发 展 而 
言 ， 这 却 又 为 其 开拓 了 无 限 广阔 的 前 景 。 也 下 是 在 后 一 


意义 上 ,， 非 欧 几 何 
导致 了 数学 观 的 重大 变革 。 


就 西方 文化 而 
十 分 根深 带 固 


即 可 被 看 成 现代 数学 的 实际 起 点 ， 并 


6. 4 ” 非 欧 几何 与 


6 方 数学 观 的 革命 
言 ， 在 非 欧 儿 何 创立 之 前 ， 这 是 一 种 
的 信念， 即 是 认为 欧 氏 几何 构成 了 现实 空 


间 的 惟一 可 能 形式 ， 也 即 是 关于 空间 的 绝对 真理 ; 然而 ， 
非 欧 几何 却 要 打破 这 千 百 年 来 不 可 动手 的 信念 ， 其 受到 
的 阻力 是 可 想 而 知 的 。 


事实 上 ， 非 欧 几 何 所 表现 出 来 的 对 欧 氏 几何 真理 性 、 
客观 性 和 实在 性 的 挑战 ， 不 仅 西方 的 哲学 、 实 教 无 法 接 


受 ， 就 是 数学 家 本 身 也 难以 接受 。 例 如 ， 尽 管 著名 的 英 


国 数学 家 、 四 


元 数 的 创立 者 哈密 尔 顿 (1805 一 1865) 在 


数 系 的 扩充 和 创立 中 发 挥 了 极 大 的 创造 件 ， 但 是 他 认为 
自已 的 作法 只 是 寻找 各 然 界 的 客观 规律 ， 击 非 欧 几何 则 
是 破坏 了 作为 人 类 经 验 的 物理 空间 的 规律 。 哈 密 尔 顿 指 
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出 :“ 没 有 哪 一 个 坦白 的 、 有 物力 的 人 会 怀 县 帅 千 年 前 欧 
儿 里 得 在 他 的 《几何 原本 》 中 提出 的 平行 线 的 主要 性 质 ， 
尽管 他 可 能 会 希望 看 到 它们 以 更 明 确 更 好 的 方式 来 叙述 
这 些 性 质 中 没有 任何 令 人 费解 或 含混 不 清 之 处 ， 设 有 任 
何 你 可 以 怀疑 的 地 方 ， 哩 然 可 以 经 常 地 动脑 筋 改 进 它们 
的 表述 方式 。 
对 十 18 世纪 和 19 世纪 的 数学 家 们 来 说 ， 相 售 殉 几时 
得 儿 何 建立 了 物质 空间 的 理论 体系 ， 从 谭 表 现 了 -种 客 
疯 的 上 真理， 这 是 一 种 执著 的 信念 ， 然 曾 非 欧 筷 何 把 这 些 
部 给 破坏 了 。 也 正 因 为 此 ， 在 歇 巴 切 夫 斯 夸 和 鲍 惠 关 十 
韭 欧 儿 何 的 著作 发 表 后 的 三 十 多 年 时 间 里 ， 除 少数 的 数 
学 家 持 欢 迎 态 度 外 ， 儿 乎 所 有 的 数学 家 都 对 此 置之不理 。 
数学 界 采用 了 一 种 抵制 的 态度 米 对 待 非 欧 儿 何 ， 有 些 人 
其 至 史 把 非 欧 几何 看 做 是 异端 政 说 。 不 过 ， 数 学 的 发 展 ， 
尤其 是 高 斯 的 道 信 和 笔记 材料 的 发 表 ， 再 加 |- 意大利 数 
学 家 由 特 拉 米 于 1868 年 证 明了 非 欧 几 何 对 于 欧 氏 儿 何 的 
相对 相 容 性 “具体 地 说 ， 通 过 引 人 和 人 适当 的 “解释 规则 ”， 
特 拉 米 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 平面 与 欧 氏 空间 的 一 个 
拍 疝 《 伪 球 面 ) 之 间 建 立 了 对 应 关系 ， 他 并 让 明了 在 这 
样 的 对 应 下 曙 巴 切 夫 斯 基 (站 南 ) 几何 中 的 所 有 公理 部 
对 应 于 欧 于 (立体 》 几 何 中 的 定理 ， 这 样 ， 罗 巴 切 夫 斯 
基 几 何 对 于 网 氏 儿 何 的 相对 相 容 性 就 得 到 了 证 明 ， 因 为 ， 
部 果 罗 巴 切 大 斯 基 几 何 中 包含 有 两 个 下 相关 盾 的 结论 
撮 么 ， 通 过 上 述 的 对 应 ， 在 欧 氏 几何 中 也 就 可 以 推 ; 


二 
过 


wy 克基 凡 : 4 数学 ;确定 性 的 吉 失 }， 第 0 身 ， 长 沙 ， 湖 向 科学 技术 出 版 社 。 
7 
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个 互相 蕴 拥 的 结论 ， 这 样 ， 由 岁 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 不 相 
容 性 我 们 就 可 立即 推出 欧 氏 几何 也 是 不 相 窑 的， 或 者 说 ， 


欧 氏 几何 的 相 容 性 我 们 则 就 可 以 推 知 非 欧 几何 也 是 相 


容 的 ]， 这 就 使 得 数学 界 开始 逐渐 相信 非 欧 几何 也 是 .种 
合理 的 几何 理论 。 对 于 当时 的 数学 家 来 说 ， 相 信和 存在 有 
多 种 互 不 相 容 的 几何 理论 无 疑 是 一 个 极 大 的 转变 ， 市 使 
人 更 加 感到 不 安 的 ， 则 是 在 很 多 数学 家 看 来 这 事实 上 也 


就 意味 着 数学 真理 性 的 丧失 : “ 


这 样 多 的 至 少 是 部 分 地 也 


相 耶 盾 的 几何 学 居然 部 能 几米 描述 物理 空间 ， 我 们 真人 不 
知道 ， 对 于 物理 空间 来 说 ， 究 竟 哪 种 是 真实 的 了 。” 这 
也 就 是 说 ，“ 数 学 自命 为 真理 的 态度 已 经 是 必须 抛弃 的 


Ta"0 
从 而 ， 在 西方 的 数学 史上 ， 


非 欧 刀 何 的 建立 就 是 引 


起 数学 观念 根本 性 变革 的 一 件 大 事 ， 因 为 对 非 欧 几 何 的 
确认 ， 实 际 上 就 已 经 意味 着 从 古 希 腊 以 来 的 、 以 数学 为 
代表 的 绝对 真理 观 的 终结 。 这 就 是 赔 ， 人 们 现 巴 不 得 不 


开始 改变 把 真理 和 客观 规律 与 数学 等 同 起 来 的 传统 观念 : 
恰恰 相反 ， 数 学 可 以 是 来 自 经 验 启示 的 一 种 创造 ， 但 它 
并 不 等 于 客观 世界 的 规律 。 对 于 源 自古 希 腾 文化 和 基督 


教 神学 的 西方 理性 来 说 ， 承 认 数 学 不 再 是 一 个 真理 体系 
实在 是 一 个 不 易 接 受 的 事实 ; 然而 ， 非 欧 几 何 的 确立 却 


使 西方 文化 最 终 不 得 不 接受 了 理 


性 观念 的 这 一 转变 。 " 数 


学 家 们 只 能 得 出 这 个 令 人 迅 形 的 结论 : 数学 中 没有 真理 ， 


即 作为 现实 址 界 普 适 法 则 意义 


上 的 真理 。 算 术 和 几何 基 


针 ， 克 羔 因 :“ 数 学 的 基础 "。 载 《自然 杂志 }，1979 年 ， 第 四 、 五 期 ， 


216 


第 六 章 ” 非 欧 几 售 的 历史 发 展 
本 结构 的 公理 是 受 经 验 启 发 得 出 的 。 因 曾 这 些 结构 的 适 


性 是 有 限 的 ， 它 们 在 哪里 是 适用 的 只 能 山 经 验 


来 决定 。 


希腊 人 试图 从 儿 条 自明 的 真理 出 发 和 仪 仅 使 用 泻 绊 前 让 


明 方 法 米 保 证 数学 的 嘉实 件 被 证 明 是 徒劳 的 - 


除去 真理 观 的 变化 以 外 ， 非 欧 几 何 的 建立 还 造成 了 


旺 方 数学 观 、 特 别 足 数学 研究 思想 的 重要 转变 。 
具体 地 说 ， 非 欧 儿 何 的 出 现 和 确立 使 人 们 寺 


介 ， 在 以 往 的 数学 研究 中 人 们 事实 上 是 把 肯 观 和 经 验 拥 


作 了 数学 的 基础 ， 尽 管 这 主要 地 是 一 种 不 自觉 


F 始 认识 


4 行为 。 


这 种 以 直观 和 经 验 作为 数学 基础 的 作法 ， 带 来 两 个 方面 
的 问题 ， 首先 ， 巾 于 数学 以 直观 和 经 验 作 为 基础 ， 数 学 
与 客观 规律 、 客 观 真 理 就 被 完全 地 等 问 起 来 一 一 数学 成 


为 了 客观 规律 、 真理 体 系 的 化 身 ; 其 次 ， 也 赴 
人 们 的 思维 和 数学 创造 就 被 严格 局 限于 直观 和 实 
从 而 就 无 法 和 白 由 地 展开 思维 创造 的 翅膀 。 

显然 ， 在 上 述 的 意义 上 ， 非 哆 几何 对 网 氏 用 


因为 此 ， 


L 何 的 挑 


战 也 就 是 对 于 以 直观 和 经 验 作为 数 党 基础 这 一 传统 作法 


的 挑战 ， 并 把 数学 的 研究 从 直观 、 经 验 的 局 限 下 解放 出 
来 。 办 为 ， 非 欧 几 何 的 建立 已 经 表明 : 数学 的 研究 可 以 


不 受 自 观 、 经 验 的 局 限 ， 并 扩展 到 对 于 催 辑 上 


律 和 形式 的 研究 ， 尽 管 后 者 很 可 能 只 是 思维 的 一 种 自由 
创造 ， 也 即 没 有 (或 者 说 ， 至 少 在 当时 没有 ) 明显 的 直 
观 意义 或 现实 背景 。 这 样 ， 非 欧 儿 何 就 把 人 类 的 数学 引 
向 了 更 广泛 、 更 抽象 更 理想 化 的 理性 创造 领域 。 也 正 


能 的 规 


个 部 某 央 :《 数 学 : 确定 性 的 开拓 》， 第 89 由， 长 沙 ， 湖 南 科学 技术 出 版 社 ， 


1897 
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是 在 这 样 的 意义 上 ， 人 们 通常 就 把 非 欧 几何 的 建立 看 成 
现代 数学 研究 的 实际 起 点 。 

综 上 所 述 ， 非 欧 风 何 的 建立 就 标志 着 数学 已 最 终 摧 
赔 了 由 宗教 神学 和 大 学 理论 所 赋予 的 种 种 重负 ， 同 时 也 
不 再 受到 直观 和 经 验 的 直接 束缚 ， 而 是 开拓 了 一 个 凯 新 
的 创造 天 地 。 这 就 是 说 ， 数 学 的 地 位 已 经 出 古 希腊 表现 
字 宙 万 物 的 构造 到 表现 基督 教 神学 的 教义 ， 再 经 由 客观 
真理 的 体现 ， 直 至 最 后 由 于 非 欧 几何 的 作用 下 降 为 -' 种 
定义 、 公 理 和 惧 辑 演绎 的 构造 体系 ; 而 且 ， 各 种 可 能 的 
数学 体系 的 构造 也 不 下 受 直观 和 经 验 的 直接 约束 。 屁 然 ， 
相对 于 传统 的 数学 观 而 言 ， 这 代表 了 一 种 全 新 的 数学 观 
(或 者 说 ， 构 成 了 一 种 全 新 的 数学 传统 )。 从 而 ， 人 在 这 样 
的 意义 上 ， 我 们 就 可 以 说 ， 非 欧 儿 何 的 建立 直接 导致 了 
数学 现 的 革命 。 这 也 就 如 克 莱 因 所 指 击 的 :“ 在 19 世纪 所 
有 复杂 的 技术 创造 中 间 ， 最 深刻 的 一 个 ， 韭 欧 几 何 ， 在 
技术 上 是 最 简单 的 。 这 个 创造 引起 数学 的 一 些 重 要 新 分 
支 , 但 它 的 最 重要 影响 是 迫使 数学 家 们 从 根本 上 改变 对 
数学 的 性 质 的 理解 ， 以 及 对 它 和 物质 世界 的 关系 的 理 
当然 。 上述 的 变化 并 不 意味 着 数学 对 于 西方 文化 已 
不 再 具有 任何 特殊 的 意义 ， 勿 宝 说 ， 非 欧 几 何 的 建立 即 
已 表明 数学 作为 此 方 文化 的 一 种 理性 精神 已 不 再 具有 理 
性 解释 的 功能 ， 而 主要 地 只 是 表现 为 一 种 具有 应 用 价值 
的 理性 方法 。 


人 名 克 莱 因 : 《古今 数学 思想 》, 第 三 册 ， 第 275 页 ， 上海、 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
1979. 
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最 后 ， 为 了 小 确 地 理解 数学 的 现代 发 展 ， 我 们 还 应 
Ei， 尽管 现代 的 数学 研究 已 不 十 局 限 二 直观 和 经 验 的 
束缚 ,但 是 ， 就 如 第 二 至 中 所 己 明确 指出 的 ， 我们 义 不 
能 将 数学 的 研究 看 成 是 种 任 总 的 创造 ， 这 也 就 是 说 ， 
数学 创造 中 的 “自由 性 ”并 不 能 简单 地 被 等 同 十 “任意 


寺 殊 地 ， 我 们 在 此 并 应 清楚 地 天 到 在 理论 癸 帘 与 实 
际 应 用 之 间 所 存在 的 辩证 关系 。 事实 上 ， 扯 总 体 而 襄 ， 
西塘 的 数学 发 展 始终 存在 有 两 个 不 同 的 方向 。 例 如， 就 
十 希腊 数学 而 言 ， 我 们 就 可 大 致 地 区 分 出 这 样 两 个 方面 ; 
一 总 以 《几何 原本 》 为 代表 的 逻辑 演 绊 系 统一 一 -个 多 
少 有 点 缺陷 的 几何 体系 ; 另 -- 个 则 是 经 验算 术 太 上 基 延展 
而 形成 的 代数 。 当 然 ， 此 方 数学 存 这 两 个 方向 上 的 发 展 
并 不 是 十 分 平衡 的 ， 特 别 症 ， 册 于 在 十 希腊 科 后 米 的 欧 
洲 人 们 所 主要 关注 的 是 数学 的 理性 解释 功能 而 并 非 它 的 
二 用 价值 ， 因 此 ， 这 -时 期 中 数学 在 西方 文化 中 的 发 展 
主 归 地 就 是 围绕 几何 的 研究 进行 的 ， 而 也 下 因为 此 ， 人 
们 就 特别 关注 数学 逻辑 论 让 的 精确 形式 ,但 是 ， 即 使 在 
这 种 特定 的 文化 扶 赎 中， 社会 与 实践 的 需 归 仍 一 直 在 扒 
动 和 保留 着 男 一 方向 上 的 发 展 。 

特 儿 地， 就 如 第 五 章 的 论 进 所 已 表明 的 ， 微 积分 在 
贞 方 文化 中 的 发 展 事实 上 就 己 清楚 地 表明 了 实践 的 党 要 
人 确 频 被 看 成 推动 数学 发 展 的 三 大 力量 : 必 管 微 积分 的 概 
念 不 够 清楚 严密 ， 相 应 的 排 理 论证 在 黑 辑 上 也 不 够 准确 
严格 ， 但 是 ， 庶 用 上 的 户 大 价值 却 使 “ 切 惟 理性 意义 上 上 
的 攻击 和 批判 都 二 得 “太阳 力 弱 不 胜 风 "。 当 然 ， 微 积分 
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的 严密 化 ， 也 四 
理性 的 奖 
微 积分 以 实践 应 用 为 日 标的 成 
也 正 是 基于 这 样 的 考虑 ， 
[的 再 
， 因 为 ， 与 微 积 分 的 发 


几何 
方 


立 


四 


严格 极限 理论 
j 意 追求 一 个 满意 的 回答 ， 但 是 ， 这 


的 建立 最 终 给 了 西方 文化 


毕 亮 发 千 企 


功 之 后 。 
笔者 认为 ， 微 积分 和 非 欧 


立 就 可 被 认为 代表 了 西方 数学 两 个 个 问 的 发 展 
段 过 程 不 同 ， 非 歇 几 何 的 创 
要 地 即 是 沿 着 十 希腊 理性 、 基 督 教 神学 、18 世纪 的 


哲学 追求 这 样 一 条 追求 理性 的 道路 前 进 的 结果 ， 只 不 过 


对 于 欧 氏 几何 第 五 公设 的 理 ; 
日 标 


宕 全 相反 的 方向 : 它 失去 了 作为 自然 规 和 
的 崇高 地 位 。 然 而 ， 作 为 一 种 补偿 ， 数 学 却 义 获得 了 逻 


修补 最 终 却 走向 了 与 初始 
理性 基山 


辑 创 造 和 演绎 推理 的 极 大 自 
地 体现 了 一 种 “为 数学 而 数学 

就 现代 而 言 ， 尽 管 
究 领 域 的 极 大 扩 
的 发 展 仍 可 看 成 是 由 微 积分 和 


有 时 会 有 交叉 ， 但 其 方向 人 介 
几何 
造 ， 
又 妇 


康 托 的 
展 ， 使 数学 之 树 纷 繁复 杂 


理性 构造 这 样 两 个 路 标 所 指引 
所 体现 的 不 受 经 验 、 直 观 、 物 


更 可 说 是 代表 了 现代 数学 的 3 
第 二 章 中 所 已 指明 的 ， 这 一 方向 的 前 进 还 要 看 实践 


由 ， 或 者 说 ， 即 是 最 为 集中 


”的 发 展 方向 。 

合 论 以 及 后 来 的 数学 研 
但 是 , 数学 
非 欧 几何 所 指明 的 实践 应 
。 当 然 ， 这 两 条 道路 
] 仍 可 辨别 ， 特别 是 ， 非 欧 
理 模型 束缚 的 数学 创 
要 发 展 方向 ， 当 然 


应 
等 待 。 


鸭 “ 天 气 变化 ”"， 然 后 才能 决定 是 迅 疾 前 进 还 是 小 心 


最 后 ,依据 以 上 的 论述 我 们 也 就 可 以 更 为 清楚 地 去 
理解 数学 作为 西方 文化 中 一 种 理性 精神 在 现代 的 主要 酒 
义 。 这 就 是 指 ， 人 全 在 今天 之 所 以 要 从 事 数 学 的 研究 
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主要 是 为 了 科学 意义 主 的 实践 应用 ， 即 是 为 人 们 认识 
界 、 表 现 宝物 提供 必 旧 的 理论 框架 和 思维 方式 。 们 是 ， 
数学 勾 并 非 现 实 世界 的 简 计 
真理 提供 了 必要 的 思维 方式 、 
人 然 ， 又 如 前 面 所 已 指明 的 ， 
来 所 一 直 赋 予 数学 的 那 种 理性 解释 
和 提供 一 种 柯 
这 一 数学 价值 观念 的 重要 转变 王族 
何 对 十 西方 文化 的 一 个 重要 冲击 ， 

文化 是 由 人 所 创造 的 ， 


实战 应 


时 


人 米 表 现 的 。 


性 层面 的 时 候 ， 这 种 理 1 


个 文化 系统 中 具有 再 


第 六 章 


FE 萤 与， 
计算 方法 和 表述 方式 。 雪 
两 方 文化 由 自古 希腊 文化 以 


非 欧 几 作 的 历史 发 展 


王 


而 是 为 人 们 追求 客观 


9 功能 ， 转 向 数学 的 


基 鉴 的 理性 忠 想 、 肆 性 精神 ， 


也 就 可 被 看 成 非 欧 几 


-种 文化 的 价值 观念 也 是 由 


当 西方 文化 中 的 数学 处 于 文化 系统 中 的 理 
星 解释 的 价 
FE 观念 的 文化 人 士 ， 世 其 是 会 吸引 


依 观 念 无 疑 会 吸引 整 


整个 文化 中 的 精英 分 子 ， 耐 卫 ， 就 如 第 四 章 中 所 指出 的 
这 事实 上 也 就 是 无 理 数 危机 、 无 穷 小 分 机 等 何以 会 吸引 


那么 多 的 人 参与 ， 更 对 
的 深 央 原因 。 


整个 西方 文 


产生 孝 么 大 的 影响 


与 此 相对 照 ， 数 学 在 今 大口 归 复 到 了 实践 应 用 的 地 


人 位， 尽管 它 还 是 一 种 型 


性 思维 的 方式 ， 还 是 一 种 理性 精 


神 ， 但 是 ， 数 学 的 变化 和 危机 已 不 可 能 在 社会 中 产生 太 
大 的 影响 ， 同 样 ， 数 学 也 不 再 可 能 吸附 整个 社会 的 精英 


人 才 。 从 数学 的 角度 在 ， 


出 非 欧 几何 所 造成 的 丙 方 数学 


价值 观念 的 这 -变化 也 许可 以 说 是 数学 的 一 种 “ 衰 沙 ”， 


但 是 ， 从 束 个 文化 看 ， 


这 又 显然 代表 了 人 类 文化 的 进步 。 


综 上 所 述 ， 非 欧 几 何 的 建立 促成 了 西方 数学 在 整个 
文化 中 的 地 位 、 发 展 方 向 和 价值 观念 的 重大 变化 ， 它 标 
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志 普 人 类 的 数学 脱离 了 原 有 文化 加 在 数学 上 的 各 种 非 数 


学 自身 所 应 有 的 重负 。 数 学 发 展 了 ， 数 学 自由 了 ， 但 是 
数学 从 此 也 失去 了 可 与 宗教 、 折 学 相提并论 的 辉煌 地 位 。 
古 项 腊 数 学 的 创造 使 其 获得 了 迷人 的 神秘 玖 凌 ， 非 欧 几 
何 的 创立 则 使 人 们 最 终 透 过 柳 效 看 到 了 充满 活力 并 其 有 
无 限 创造 力 的 数学 真 面 日 。 
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第 七 章 ”中 西数 学 的 文化 比较 


就 数学 文化 史 的 人 研究 而 言 ， 当 然 不 能 仪 仅 着 眼 于 西 
方 数 掌 ， 击 也 湾 当 同时 论 太 中 国 ( 还 有 印度 等 ) 占 代 数 
尝 与 占 代 文 化 的 关系 ; 另外 ， 对 我 们 来 赔 中 遇 数 学 的 比 
较 则 更 可 以 说 构成 了 数学 文化 研究 的 一 个 重要 课题 - 本 
章 纤 是 这 一 方向 上 的 雪 步 努 九 ， 笔 者 并 以 此 为 依据 从 更 
高 的 层次 对 中 凸 数学 的 评价 问题 和 数学 文化 史 侠 究 的 特 
点 和 意义 作 了 进 -- 步 的 分 析 . 


7. 1 中 国文 化 中 的 数学 

中 国 占 代 文明 是 人 类 最 占 老 的 文明 之 -…。 上 是 部 世界 
屋 状 的 崇山峻岭 、 北 部 的 尊 大 当地 和 广 间 的 演 古 高 原 、 
东南 部 的 浩瀚 太平 洋 ， 决定 了 地 域 相 对 封 亲 的 人 类 文化 
的 独立 创造 过 程 。 原 始 思维 所 共有 的 数量 关系 、 数 字 的 
神秘 解释 形式 ， 在 这 .一 相对 独立 的 文明 发 展 进程 中 演变 
成 了 中 华 民族 占 代数 学 的 独特 形式 。 
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刻画 记 数 、 结 绳 计时 是 人 类 各 民族 在 计数 过 程 中 下 
乎 共有 的 过 程 ， 中 国 古代 也 有 “ 事 大 ， 大 结 其 强 ， 事 小 ， 
小 结 其 强 ， 结 之 多 少 ， 随 物 众 窒 ” 的 记载 . 另外 ,在 中 
国 现 有 的 少数 民族 中 也 还 可 以 发 现 刻画 记 数 、 结 强 记 数 
的 现象 -了 
正如 第 四 章 中 所 指出 的 ， 人 在 席 始 思维 的 水 平 上 ， 数 
字 与 事物 之 间 存 在 着 某 种 对 诺 、 某 些 关联 ， 它 们 距 是 数 
又 是 茶 种 事物 的 代表 。 人 类 学 家 所 说 的 这 种 数 的 神秘 互 
渗 律 在 中 国 古 代 计 数 的 最 早 形式 中 同样 存在 善 : 此 时 的 
数 是 被 感觉 和 感知 的 ， 而 不 是 像 现 在 这 样 以 一 种 抽象 的 
形式 被 建构 和 思考 。 

中 国 古 代数 学 的 独特 现象 之 一 ， 是 数字 最 终 演化 为 
以 “ 筹 ”( 竹 棍 ) 的 形式 来 表示 ， 并 就 以 此 为 工具 进行 数 
学 的 运 演 操作 。 这 是 一 种 与 十 希腊 数学 符号 运 演 相 异 的 
手工 操作 运 演 形式 。 
古代 中 国 在 创造 最 早 的 十 进位 制 的 运算 形式 的 同时 ， 
也 形成 了 一 种 以 著 草 ( 竹 棍 ) 为 了 只 的 神秘 解释 活动 
签 法 。 司 马 迁 在 《史记 龟 策 列传 》 中 曾 指出 中 国 古 
代 “ 王 者 决定 诸 疑 ， 参与 下 签 ， 断 以 车 亿 ， 以 易 之 道 


t 志 。 


每 -- 种 文化 都 要 形成 -种 对 宇宙 的 解释 方式 ， 并 以 
比 回答 从 蒙昧 走向 文明 的 人 们 对 宇宙 万 物 的 不 断 询 问 。 
中 国 古 代 是 一 个 龟 徐 盛行 并 以 龟 徐 的 神秘 方式 来 解释 万 
物 的 社会 。《 尚 书 ' 洪 范 篇 》 中 记载 说 ,国王 有 了 重大 的 


呈 证 带 ;《 中 国 数学 史 简 编 》， 第 10 页 ， 沈阳， 辽宁 人 民 出 版 社 。1984。 
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疑难 ， 必 须 问 卜 占 卦 ， 如 果 得 不 到 龟 下 和 和 普 筑 的 赞同 
不 能 行动 。 这 就 是 赔 ， 即 使 国 和 部 可 站 
从 如 打 得 不 人 到 龟 下 和 鞋 敌 的 “ 致 同意 ， 就 不 能 行动 ， 否 
则 就 会 不 吉利 。 自 此 可 见 龟 繁 之 法 在 中 国 古 代 文 化 中 其 
有 全 高 无 上 的 解释 权威 。 

由于 徐 法 与 中 国 占 代 数 党 问 样 用 竹 术 作为 直接 的 工 
只 . A 
事实 是 ， 中 国 占 文字 的 象形 演化 在 这 方面 为 我 们 留 下 
一 - 些 明显 可 寻 的 印迹 .， 

中 国 占 代 的 等 字 有 三 种 字体 : 算 、 算 、 球 。 汉 代 的 
许 慎 在 《说 文 》 中 解释 洲 :“ 算 ， 数 也.”“ 锋 ， 长 六 寸 计 
基数 者 从 狂 从 弄 ， 常 弄 乃 不 误 也 。”“ 奈 ， 明 视 以 算 之 ， 
以 二 注 。”《 说 文 》 中 并 指出 : “ 数 ， 计 也 ， 从 支 ,” 围 骨 
文 解释 说 : 示 的 上 部 “二 ”表示 十 ， 下 部 的 “小 ”表示 
日 爵 呈 ,而 “ 数 ” 字 的 “ 支 ” 旁 其 【部 表示 占卜 ， 下 部 
表示 右手。 外， 《 涪 文 》 中 解释 ，“ 繁 ， 易 卦 用 普 也 ， 
从 狂 从 已 。 显然 ， 这 些 文 宁 的 象形 演变 告诉 我 们 ， 在 中 
文人 的 发 展 和 竹 棍 有 着 双重 的 作用 ， 即 神秘 的 
签 法 解释 作用 和 计算 数量 的 作用 

另外 ， 在 中 国 十 代 的 文献 中 ， 我 们 也 可 找到 关于 数 
学 神秘 解释 功能 和 数量 计算 功能 的 双重 作用 。 以 及 数学 
与 得 法 之 问 重要 联系 的 一 些 直接 证 据 。 例 如 ，《 汉 书 ' 律 
历 志 ， 敬 二 十 一 十 》 中 记载 :“ 数 者, 一 上 自 二 也， 所 以 
算数 事物 ， 顺 性 命 之 理 。” 另 外 ， 南 宋 的 短刀 毅 在 《 数 书 
几 章 》 一 书 的 序 中 则 曾 写 道 ，“ 今 数 术 之 书 ， 尚 三 上 余 
家 。 天 象 历 度 谓 之 缀 术 ; 太 乙 壬 甲 ， 谓 之 三 式 ， 句 日 内 
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算 ， 言 甚 秘 也 。《 九 章 》 所 载 ， 即 周 官 九 数 ， 系 于 方 四 
背 ， 为 惠 丰 ,各 日 外 算 ， 对 内 而 言 也 。 其 用 相同 ， 不 可 
歧 二 。” 这 就 是 说 ， 按 照 秦 九 韶 的 观点 ， 这 事实 上 部 可 被 
看 成 “ 算 学 ”的 一 个 部 分 ,不 过 筹 算 邯 算数 囊 物 (现代 
称 之 为 古代 数学 ) 可 以 被 称 为 “外 算 "， 至 于 占星 术 的 
“ 缀 本”、 占 下 用 的 太 乙 、 六 于 和 通 甲 的 神秘 解释 形式 则 
可 称 为 “内 算 ”。 

然而 ,从 总 体 上 说 ， 占 代数 学 在 中 国 计 示 成 为 -种 

汕 解 释 系统 ， 勿 宁 说 ， 其 主要 地 芭 是 在 急 卜 和 签 法 这 
一 亲生 各 下 人 的 历史 庆 赤 中 发 探 中 到 要 的 作用 。 例如 ， 
历史 的 考察 可 以 发 现 ， 龟 卜 在 届 商 时 期 比较 兴盛 ， 人 
身 商 以 后 ， 龟 卜 渐 训 ， 徐 法 却 比 较 兴 盛 。 这 就 是 说 ， 这 
两 者 有 一 个 此 消 彼 长 的 变化 ， 也 即 是 由 平行 的 发 展 而 逐 
渐 演 化 为 签 法 占有 主导 的 地 位 。 对 这 种 现象 进行 分 析 ， 
我 们 认为 ， 原 始 数学 在 参与 解释 世界 中 所 具有 的 超越 其 
他 解释 形式 的 优越 性 或 许 就 是 造成 上 述 现 象 的 一 个 重要 
原因 。 因 为 ,第 一 ， 数 学 表现 的 形式 易于 掌握 旦 有 规律 
可 循 ， 从 而 对 形成 系统 的 解释 就 有 内 在 的 构造 作用 ; 第 
二 ， 原 始 数学 所 具有 的 神秘 性 会 在 数学 运 演 的 规律 化 过 
程 中 得 到 强化 和 放大 ; 相 比 之 下 ， 用 龟 占 的 “ 象 ”来 解 
释 宇宙 万 物 的 形式 随意 性 大 ， 很 难 形成 一 种 规律 化 体系 ， 
而 且 没 有 固定 的 有 说 服 力 的 操作 形式 。 从 而 ， 按 照 “ 
进 废 退 ” 的 进化 原则 ， 危 占 被 筑 法 淘汰 在 中 国文 化 的 大 
史 进 程 中 就 只 是 一 个 时 间 的 问题 。 

另外 ， 如 果 说 古 希 腊 用 数学 解释 世界 的 起 源 归 于 毕 
达 哥 拉 斯 ， 那 么 ， 中 国 用 竹 棍 体 系 解释 世界 的 功劳 则 应 
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归 二 筷子 : 止 是 由 于 孔 壬 的 极力 推 党 和 宣扬 ， 由 竹 要 和 运 
演 体 系 形成 的 《周易 》《 也 称 《 易 经 》) 才 正 式 成 为 中 国 
文化 中 种 宁 宙 万 物 的 解释 系统 ， 呈 这 种 竹 棍 的 氛 排 、 
操作 则 又 正 是 源 于 原始 数学 一 一 竹 根 的 运算 . 

现代 的 历史 研究 已 经 表明 ,， 《周易 》 并 非 一 人 一 时 之 
作 ， 它 既 保存 了 上 股 辕 时 代 的 占 下 成果，X 在 存 秋 战国 时 
期 得 到 了 整理 和 发 展 ， 尤 其 是 经 过 了 以 孔子 为 代表 的 备 
家 学 派 的 认真 整理 。 《史记 :孔子 世家 》 中 说 蕊 子 “ 晚 
而 元 《 易 》， 读 《 易 》 纬 编 二 绝 ”。 事 实 上 ， 妃 于 及 其 弟 
子 对 《 易 丝 》 癸 究 写成 的 《 易 传 》 已 经 成 为 《周易 》 的 
有 机 组 成 部 分 ， 而 《周易 》 则 又 经 过 储 学 家 的 不 懈 努 力 
最 终 成 为 了 中 国文 化 中 宇宙 万 物 的 解释 体系 : 《周易 》 的 
64 卦 模式 再 加 之 阴阳 、 五 行 的 学 说 构成 了 中 国文 化 带 有 
白 然 哲学 思 因 色彩 的 宇宙 万 物 的 理性 解释 形式 。 

在 此 要 强调 的 是 ， 在 下 述 的 意义 上 , 《周易 》 也 可 被 
看 成 中 国文 化 中 的 原始 数学 神秘 解释 体系 : 它 具 有 与 算 
和 - 翌 的 操作 工具 和 表现 形式 ， 具有 原始 的 数学 神秘 作 
、 并 具有 运用 数字 解释 宇宙 万 物 的 功能 。 
具体 地 说 ， 正 如 前 面 所 已 指出 的 ， 对 于 繁 法 与 古代 
数学 使 用 同一 种 操作 上 共和 表现 符 导 ， 中 国 象形 文字 的 
演化 过 程 已 经 提供 了 直接 的 证 据 ; 除 些 以外， 我 们 也 可 
对 阳 六 和 胃 受 [ -这 了 岗 个 符号 作出 直接 的 
数学 和 解释。 

其 次 ， 所谓 《 周 易 》 具 有 原始 的 数学 神秘 作用 ， 是 


a 


汪 


王 党 局 : 《数学 与 人 类 文明 》、 第 7986 页 、 延 边 ， 延 边 大 学 出 版 社 ，1989。 
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指 《 吻 经 》 中 的 八卦 形式 , 不 仅 
具有 的 “集合 性 ”"、“ 整 体 性 ”等 


就 和 


篇 “数学 文化 史 的 研究 


了 中 国 数字 “三 ”所 
原始 神秘 特性 ， 而且 ， 


《 系 秤 传 上 》 所 说 , “天 一 、 


1、 


我 们 
量 。 


清楚 地 看 到 依据 原始 文化 而 


五 、 地 六 、 天 七 、 地 八 、 天 九 、 地 十 。 天 数 五 ， 地 数 王 ， 
五 位相 得 而 各 有 合 。 天 数 二 十 五 ， 


之 数 五 十 有 五 。 此 所 以 成 变化 而 行 鬼神 也 。 显然 ,在 此 


弛 二 、 大 王 、 地 四 、 天 


地 数 二 十 五 ， 凡 天 地 


成 的 数字 神秘 性 的 力 


第 三 ， 所 谓 《 周 易 》 几 数字 解释 宇 军 万 物 的 功能 ， 


划 


是 指 《周易 》 形 成 了 一 种 “ 象 数 ”的 特殊 现象 : 它 不 仅 
象 , 而 且 以 象 数 为 内 容 对 宇宙 万 物 给 出 解释 。《 系 矢 


传 上 》 说 :“ 参 伍 以 变 ， 错 综 其 数 。 道 其 变 ， 关 成 大 地 之 
文 。 极 其 数 ， 遂 定 天 下 之 象 。” 这 就 是 说 ， 在 把 蔷 求 卦 的 


过 程 中 , 由 


徐 而 得 出 的 数 是 十 分 重要 的 。《 左 传 :全 公干 


五 年 》 中 说 : “ 签 ， 数 也 。 物 生 而 后 有 象 ， 象 而 后 有 滋 ， 
注 而 后 有 数 。” 当 然 ， 这 事实 上 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 


《周易 》 


(和 作 棍 ) 的 运 演 
样 的 意义 上 ， 我 们 就 可 
形成 以 宗教 为 3 


的 操 著 之 法 与 古代 数学 内 在 的 济源 。 


综 上 可 见 ， 在 《周易 》 这 一 中 国文 化 中 的 理性 思 闪 
和 宇宙 万 物 解释 体系 的 形成 过 程 中 ， 原 始 的 数学 神秘 主 
义 ( 这 是 借用 人 竹 棍 这 一 形式 得 以 直接 表现 的 ) 和 蓄 草 


区 式 发 挥 了 十 分 重要 的 作用 。 也 正 是 在 这 
[以 说 ， 中国 与 古 希 腊 这 两 个 没有 
E 导 的 文化 解释 模式 的 民族 都 运用 了 数学 


的 解释 力量 。 但 是 ， 由 于 《周易 》 是 一 个 64 卦 的 封闭 运 
演 体 系 ， 因此， 尽管 其 中 用 到 了 “ 象 数 ” 这 一 直接 源 于 


数学 神秘 主义 的 解释 方式 ， 所 说 的 封闭 性 却 又 决定 了 其 
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必定 要 与 古代 数学 的 筹 算 形 式 党 全 分 离开 来 。 而 时， 
《周易 》 作 为 儒家 学 说 的 六 艺 之 首 ， 逐 渐 成 为 中 国 
第 以 来 的 文化 解释 与 理性 慌 蕊 ， 因 此 ， 在 中 国文 化 
展 过 程 中 ， 原 始 数 学 的 双重 功能 被 完全 分 离 咱 米 了 : 
解释 功能 叫 于 《周易 》， 数 时 计算 功能 则 归 寺 筹 算 ; 
因为 此 ， 尽 管 中 国 原始 的 竹 相 数学 没有 能 形成 像 证 
欧 氏 几何 那样 的 理性 解释 模式 ， 但 却 发 展 成 了 上 -- 个 
9 人 竹 棍 运 演 体 系 的 计算 应 用 模式 ， 一 种 以 实践 应 用 


功能 为 主 的 筹 算数 学 。 


统 ， 
中 有 


二 


如 果 说 《 儿 何 原本 》 集 中 地 体现 了 十 希腊 的 数学 做 
那么 ， 中 国 上 古代 特有 的 数学 传统 就 在 《 九 章 算术 》 
着 典型 的 表现 。 
《儿童 算术 》 的 确切 写作 与 起 始 年 代 已 不 可 考 。 作 为 
二 代数 学 的 集大成 者 ， 这 一 营 作 应 当 说 经 睫 了 许多 


3 团 


不 
考证 
昌 【 


理 人 


年 代 的 修改 和 补充 ， 才 过 渐 成 为 一 种 模 成 。 现 有 的 
表明 ,大约 在 汉代 ， 张 苍 ( 约 公元 前 200 年 ) 和 耿 寿 
约 公 抑 前 50 年 ) 就 曾 先 后 对 《 九 章 算术 》 进 行 过 整 
1984 年 湖北 张 家 山 汉 荃 出土 的 西汉 竹简 《算数 书 》 


为 此 提供 了 佐证 )。 另 外 ,现在 传世 的 《儿童 算术 》 则 是 


“ 国 


输 、 


时 期 的 数学 家 章 微 所 注释 (公元 263 年 ) 的 版 本 。 
《 九 章 算 术 》 以 方 册 、 柴 米 、 训 分 、 少 广 、 商 功 、 均 
僵 不 足 、 方 程 、 勾 股 共 刀 个 类 雹 的 实践 应 用 性 疝 题 


分 成 九 章 。 每 一 个 其 体 问题 提出 后 ， 给 出 答案 ， 在 相同 
的 一 类 问题 上 用 “ 术 ” 的 形式 给 出 具体 的 算法 。 全 书 共 
证 246 个 问题 ， 全 书 上 共 给 出 202 个 只 体 的 计算 方法 -一 - 


CE 
术 。 
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数字 “ 九 ”在 中 国文 化 中 有 着 特殊 的 寓意 ， 表 示 最 


多 、 最 大 、 至 尊 的 含义 。 刘 


中 说 :“ 按 周公 制 礼 而 有 九 数 ， 九 数 之 流 ， 
《 九 章 算 术 》 这 


依 。 由 此 可 见 ， 
例文 化 的 一 种 内 涌 。 


《 九 章 算 术 》 的 内 容 可 概括 如 下 :了 


刘 微 在 《 儿 章 算术 》 的 注释 序 
则 《 九 章 》 是 
-名 称 的 由 来 也 具有 中 


[这 各 | 是 数 本 数 


去 要 内 


容 重要 的 村 


1 | 方 田 | 38 | 21 
算 。 


平面 形 田地 西 积 的 计算 问题 与 | 
计算 面积 有 关 的 分 数 四 则 运 


制 圆 术 


46 | 33 


计算 各 种 粮食 兑换 问题 ; 砖 、 
竹 、 漆 、 丝 、 布 等 生产 、 生 活 
| 资料 的 买卖 问题 ; 比例 问题 。 


20 | 22 


按 一 定 比例 进行 分 配 的 问题 ， 
按 等 级 制 分 配 物 品 、 税 收 、 
款 、 计 工 、 贷 款 利 息 ， 粮 食 买 
卖 等 。 


罚 
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已 知 和 矩形 田 面积 及 一 边 求 另 一 
边 ; 关于 正方 形 、 
体 、 球 体 等 求 积 问题 。 
了 中 国 古 代 解 一 元 高 次 方程 的 
| 先河 。) 


形 、 立 方 
(开启 | 开 


方术 


由 土 鸿 多 :《 中 国 古代 数学 思想 方法 》， 第 36 一 37 页 南京， 江苏 教育 出 版 社 。 


1989。 
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站 让 的 计生 关 十 筑城 、 
开 聚 、 开 运河 、 修 坦 坝 、 建 入 
仓 等 的 应 几 问 题 . 给 出 多 种 立 
_ 体 体积 的 求 积 算法 。 (开创 了 
| 中 国 古代 数学 中 独特 的 数学 证 
明 方法 ) 


旦 要 的 术 


痊 | 28 


28 


关于 “ 均 给 平 准 ” 政 策 一 一 尘 
时 按 各 地 区 人 口 多 少 、 路 途 远 
近 、 本 户 的 粮食 种 类 、 交 纳 实 
物 或 摊派 德 役 的 计算 方法 . 


9 


可 出 和 过 用 “ 副 不 足 术 ” 的 应 
| 用 同 题 。 是 一 种 常用 数学 异 


均 输 术 


到 不 足 相 


勾 股 


18 


22 


列 线性 方程 组 解 的 有 关 应 用 问 
是。 利用 算 筹 反 法 来 解 线性 方 
程 组 ， 实 际 上 相当 于 现在 利用 


| 的 方法 。 


| 题 ， 开 创 直角 三 角形 相似 法 进 

行 测 盐 计 算 , 解决 了 关于 高 
度 、 深 度 和 广度 的 各 种 测量 计 
算 门 题 


线性 方程 组 系数 增 广 证 阵 变换 | 


利用 多 股 定理 来 求解 的 应 应 用 问 


方程 术 


勾 股 术 
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《 九 音 算术》 及 其 刘 徽 注释 ， 是 中 国 古 代数 学 的 典 
范 ， 它 总 结 了 历史 上 积累 下 来 的 数学 知识 和 方法 ， 并 进 
行 了 有 目的 分 类 整理 ， 问 时 对 筹 算 竹 棍 运 演 排列 的 操作 
性 方法 给 出 了 具体 的 程序 ， 用 “ 术 ” 的 形式 给 出 了 方法 
模式 。 刘 徽 的 注释 更 对 当时 《 九 章 算术 》 中 记载 的 内 容 、 
方法 给 予 了 令 人 信服 的 详尽 论证 ， 

《< 九 章 算术 》 及 其 刘 徽 注释 对 中 国 占 代 分 汇 运 演 的 方 
法 、 开 方 的 筹 算 运 演 方法 、 正 负数 的 筹 算 适 演 方法 、 割 
圆 术 的 极限 思想 方法 方程 筹 算 解法 等 -系列 内 容 都 给 
出 了 “ 析 理 以 秤 .解体 用 图 ”这 一 中 国 特有 的 证 明 论述 。 
这 些 方法 、 理 论 及 独特 的 论证 方式 表现 了 中 国文 化 系统 
中 数学 的 独特 的 文化 内 涵 。 

在 中 国 古 代数 学 的 发 展 中 ， 筹 算 的 方法 ， 即 用 和 狂 棍 
作为 数学 符号 、 作 为 运 演 操作 的 工具 是 中 国 古代 文化 对 
人 类 数学 的 一 个 独特 贡献 。 这 种 筹 算 的 操作 方式 和 运 演 
程序 表现 了 中 国 古 代数 学 的 极 大 创造 性 。 这 种 运 演 操作 
不 仅 呆 以 进行 加 、 减 、 乘 、 除 、 开 方 、 开 立方 的 运算 ， 
而 旦 在 方程 的 运算 方面 更 达到 了 令 人 惊奇 的 地 步 ， 后 者 
与 现代 数学 中 方程 理论 的 矩阵 解法 有 极 大 的 相似 之 处 。 
例如 ,，《 九 章 算术 》 第 八 着 “方程 卷 ” 中 的 第 七 题 ; 今 有 
牛 五 、 羊 二 ， 直 金 十 两 。 牛 二 、 羊 五 ， 直 金 八 两 。 问 牛 
羊 各 直 金 几何 ? 按 刘 微 所 给 出 的 注 文 , 相当 于 以 下 用 算 
筹 摆 排 运 演 的 方法 : 


人 TD 李 继 团 :《 《 刀 章 算术 〉 及 其 刘 微 注 研 究 》， 第 214~ 215 页 ， 止 安 ， 陕 西 人 民 
教育 出 版 社 ，1990- 
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| 5] 0 10] ' 10] ' | 
5 2 | 4 请 :21 4 2 

40 204 :20 20 .20 20. 
rr 1 + 10 1 
Ei 42 | 主 | ra 

40 210. 40 170: 20721 2421 

这 一 解法 相当 于 求解 二 元 一 次 方程 组 的 矩阵 消 姜 法。 
刘 徽 在 题 后 的 注释 中 兽 指 出 : “以 小 推 大 ， 虽 四 、 无 行 不 
异 也 .” 这 就 是 说 ， 这 种 消去 法 也 可 用 以 求解 多 元 的 行 数 
更 多 的 “方程 (组)”。 由 数学 史 我 们 知道 ， 西 方 数学 中 
的 行列 式 、 算 阵 是 18 世纪 至 19 世纪 开始 发 展 形成 的 ; 位 
是 ， 筹 算 这 种 特殊 的 手工 操作 运 演 ， 却 以 一 种 独特 的 方 
式 表 示 了 表格 式 、 形 式 化 的 运算 ， 从 而 就 具有 与 现代 数 
学 矩阵 初等 变换 极为 相似 的 特征 。 由 此 我 们 也 就 可 以 理 
解 筹 算 运 演 方法 本 身 的 创意 性 及 其 独特 的 理论 形式 。 至 
于 在 解决 乘 、 除 、 乘 方 及 开 方 等 运 演 中 ， 筹 算 都 创造 出 
了 自己 的 方法 。 

在 中 国 古 代数 学 的 发 展 中 ， 筹 算数 学 遇 到 的 另 一 个 
问题 就 是 如 何 对 待 圆 的 面积 。 中 国 古 代数 学 不 是 像 古 希 
腊 数 学 邦 样 从 表述 世界 美好 和 谐 的 意义 来 看 待 图 及 其 面 
积 ， 而 只 是 基于 实践 应 用 的 需要 来 求 取 圆 形 的 面积 。 在 
《 九 章 算术 》 第 一 卷 “ 方 田 卷 ” 中 , 刘 微 在 第 三 十 -二 题 的 
注释 中 给 出 割 圆 术 并 论述 了 圆周 率 (157/50) 的 求 取 过 
程 。 作 为 实践 应 用 技艺 的 中 国 筹 算数 学 ， 刘 微 在 此 体现 
了 实用 的 准则 : 他 以 夭 形 来 说 明山 赔 术 的 方法 ， 并 用 割 
圆 本 通过 圆 内 接 正 多 边 形 变 得 最 终 与 圆 重 合 的 方法 米 论 
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证 贺 的 面积 。 在 割 圆 术 中 ， 没 有 对 无 穷 小 的 极限 问题 作 
过 多 考虑 。 刘 微 指出 ，“ 制 之 弥 组 ， 所 和 失 弥 少 。 害 之 义 
割 ， 以 至 于 不 可 制 ， 则 与 加 合体， 市 无 所 失 锋 ~” 从 而 ， 
这 一 曾 引起 古 希 腊 数 学 家 高 度 关注 、 并 用 “穷竭 法 ” 
避 的 问题 ， 在 中 国 古代 数学 中 就 只 是 在 应 用 的 意义 上 
到 了 处 理 ， 也 即 是 用 直观 的 形式 忽略 了 分 割 中 出 现 的 
穷 小 问题， 内 为 ， 在 操作 分 割 的 直观 意义 上 |， 只 
多 边 形 作 得 “ 弥 细 ”， 就 会 有 一 步 “ 与 加 合体”。 一般 
说 ,西方 数学 中 那 种 带 有 表述 宇 害 万 物 意义 的 内 容 、 
念 及 方法 在 中 国 筹 算数 学 中 大 都 被 轻视 、 忽 略 了 ,内 
实践 应 用 才 是 筹 算 的 根本 目的 。 

在 中 国 古 代数 学 的 发 展 中 ， 筹 算 实践 应 用 的 特征 使 
其 很 自然 地 涉及 到 了 实际 经 济 交往 中 的 “ 余 ” 和 “不 足 ” 
的 问题 。 后 者 就 可 看 成 负数 概念 的 牛 活 实践 原型 。《 九 章 
算术 》 中 给 出 了 正 负数 运 演 的 一 整套 法 则 。 这 就 是 所 谓 
的 “ 正 负 术 ”。《 九 章 算 术 》 第 八 卷 “ 方 程 卷 ” 的 第 三 题 
记载 道 : 

正 负 术 日 : 同名 相 除 ， 异 名 相 益 ， 正 无 人 负 之 ， 负 
无 人 正之 。 其 异 名 相 除 ， 同 名 相 益 ， 正 无 人 止 之 ， 负 无 
人 负 之 。 

这 里 前 一 名 说 当 两 数 作 减法 时 ， 如 果 是 同 号 则 绝对 
值 相 减 ， 如 果 是 异 号 则 应 当 绝 对 值 相 加 (同名 相 除 ， 异 
名 相 益 ); 当 正 数 被 零 减 时 为 负数 ， 负 数 被 零 碱 时 为 止 数 
( 正 尤 和 人 负 之 , 负 无 和 正之 )。 后 面 一 句 说 ， 当 两 数 作 加 
法 运算 时 ， 同 号 则 绝对 值 相 加 , 异 号 则 绝对 值 相 减 ; 正 数 
加 零 为 正 数 ,负数 加 零 为 负数 。 从 而 ,这 就 是 与 现代 关于 有 
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理 数 的 运算 法 则 完全 一 答 的 - 另外 ， 刘 徽 在 正 负 术 的 汪 
文中 并 明确 给 出 了 正 负数 的 定义 太 表 示 方 法 。 他 写 道 ， 
“ 今 两 算得 失 相 反 ， 监 令 正 负 以 名 之 .上 正 算 杰 ， 负 : 
香 则 以 缆 正 为 异 .” 这 里 由 运算 规则 得 到 的 正 负数 被 证 义 
为 加 负 等 于 减 正 ， 减 下 等 于 加 负 . 止 负 数 的 表 作 方法 
(符号 形式 ) 则 有 陋 种 : 其 一 用 红 筹 表示 止 数 ， 用 黑 筹 表 
示 负 数 ; 其 二 以 止 、 斜 舞 放 的 排列 方式 分 别 硼 朱 止 数 与 
负数 ， 

与 西方 数学 比较 ， 中 国 而 代数 学 对 负数 的 认识 和 适 
算 表 现 得 极为 自然 并 与 经 济 生活 相同 步 ， 而 瑟 方 对 负数 
的 认识 则 是 很 晚 之 后 的 ， 因 为 数 在 占 希 腾 文 化 中 有 有 
村 珠 的 理性 意义 ， 所 以 负数 就 证 这 种 理性 深 深 地 掩盖 起 
来 了 。 与 此 相反 ， 由 于 中 国 的 筹 算 没有 肩负 这 种 文化 归 


性 的 重任 ， 谭 只 是 对 实践 应 用 的 结果 负责 ， 央 此 就 很 昌 
然 了 地 对 生产 和 生活 “了 损 ” 和 和 “不足 ” 等 现象 给 出 


筹 算 上 的 表示 和 凑 体 本 操作 的 运 演 规 则 。 
在 中 国 占 代 数学 的 发 展 中 ， 虽 然 它 不 像 圳 希腊 文化 
那样 用 几何 网 形 来 构造 其 界 ， 但 是 社会 实 碟 应 用 也 必然 
会 提出 一 些 有 关 几 何 网 拒 的 面积 和 体积 的 计算 问题 。 对 
这 些 问题 ， 筹 算 只 关注 它们 的 实际 应 川 而 并 韭 逻辑 推论 
过 程 的 形式 化 ， 它 所 关心 的 只 是 如 何 把 几何 较 形 化 为 便 
于 计算 的 图 彤 ， 并 以 筹 算 的 方式 给 出 体积 和 面积 的 计算 
结果 。 具 体 地 说 ， 中 国 古 代数 学 采用 一 种 独特 的 以 割 补 
图 形 计算 面积 种 体积 的 方式 。 对 这 种 方法 、 刘 微 曾 以 
“出 入 相 补 ”的 形式 加 以 论证 说 明 ， 也 即 通 过 把 图 形 切 
割 、 拼 凑 成 简单 己 知 的 叮 计算 的 面积 图 撒 ， 然 后 再 运用 
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筹 算 获 得 所 需 的 结果 。 
例如 ,，《 九 章 算 术 》 卷 -“ 方 田 卷 ”第 二 上 五 题 : 分 
有 幸田 广 十 二 步 ， 正 从 二 上 上 一步， 问 为 田 几 何 ? 
术 晶 广 以 乘 正 从 。 
刘 微 注 云 :“ 半 广 者 ， 以 盘 补 虚 为 直 田 也 ， 亦 可 半 正 
从 以 乘 广 。 按 洗 广 匀 从 ， 以 取 中 平 之 数 。 故 广 从 想 乘 为 
积 步 。 调 法 除 之 ， 即 得 也 。 
这 里 “ 老 田 ” 指 三 角形 的 田地 ,“ 正 从 ”为 三 角形 底 
边 上 的 高 ,“ 广 ”是 底 边 。 注 文中 所 说 的 “以 盈 补 虚 ” 就 
是 刘 微 的 “出 人 相 补 ”法 。 可 见 图 6 


另外 ，《 九 章 算 术 》 第 五 卷 “ 商 功 郑 ”中 共 给 出 立 
方 、 筷 堵 、 阳 马 、 方 学 等 20 个 名 目 12 种 多 上 面 体 的 计算 公 
式 。 这 里 既 有 立方 体 、 截 面 为 正方 形 的 长 方 体 ， 也 包括 
其 他 一 些 多 面体 。 在 这 些 体积 计算 中 ， 中 国 古 代数 学 不 
仅 创 造 出 相应 的 概念 和 具体 的 算法 ， 并 都 给 出 了 “出 人 


社 外 本 继 内 : 《《〈 九 章 算 术 》 及 其 刘 微 注 研究 》。 第 242 页 西安, 陕西 人 民 教 育 
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相 补 ”方法 的 论 让 〈 刘 徽 注 )。 一 般 地 说 ， 刘 微 在 许多 
地 方 ， 如 开平 方 、 开 立方 以 及 解 二 次 方程 中 都 运用 了 
“出 入 相 补 ”的 方法 。 从 而 ， 以 筹 算 的 运 演 操 作为 主 的 中 
国 古 代数 学 ， 道 过 以 直观 赂 形 的 变化 来 论证 其 结果 的 可 
靠 性 实 上 已 经 寸 找到 了 解决 几何 赂 形 面积 、 体 积 
规范 方法 ; 只 不 过 这 种 方法 没有 像 占 希腊 数 入 部 样 经 过 
逻辑 演绎 方式 的 理性 锤炼 。 当 然 ， 中 国文 化 并 不 此 炒 筹 
算 及 数学 家 进行 这 种 “多 余 ” 的 工作， 因为 只 要 结果 与 
实践 的 要 求 相 - - 致 ， 中 国文 化 就 对 筹 算 亮 起 广 绿灯 。 

在 中 国 占 代数 学 的 发 展 中 ， 筹 算 所 发 展 和 构成 的 思 
维 方式 与 占 希 腊 数 学 的 逃 辑 演绎 思维 方式 在 着 完全 不 同 
的 形式 。 筹 算数 学 的 实践 应 用 性 要 求 使 其 完 分 发 展 和 和 广 
了 人 类 在 解决 数学 问题 时 所 可 能 使 用 的 各 种 思维 方式 ， 
包括 让 纳 、 类 比 、 直 觉 息 象 、 灵 感 等 。 《 九 剖 算术 》 中 所 
给 出 的 各 种 筹 算 运 演 规则 ， 和 如 今 有 术 、 章 同 术 、 开 方术 、 
方程 在 、 割 圆 术 、 更 相 减 损 术 等 ， 都 表现 为 -种 “程序 ” 
性 的 法 则 。 这 些 方法 如 然 不 是 建立 在 概念 、 命 题 的 效 辑 
体系 之 |， 而 是 建立 在 .种 以 筹 算 操作 形式 之 上 “类 推 
衍化 ”的 类 比 、 归 纳 之 上 王 。 从 而 ， 总 的 来 说， 这 就 正如 
刘晓明 先生 所 指出 的 :“ 中 国 数学 不 是 建立 在 邀 辑 基 础 上 
的 概念 思维 学 说 ， 自 然 在 方法 上 也 就 具有 更 多 的 灵活 性 . 
没有 必要 为 遵循 遇 辑 点 则 而 拒绝 接受 各 式 各 样 的 新 方 
法 

综 上 上 可见, 《 九 章 算术 》 所 体现 的 中 国 二 代数 学 的 符 


全， 刘 纯 : 《大 哉 计数 ?， 第 371- 375 有 页， 沈阳 ， 这 条 教 育 出 厂 社 .1995、 
四 i 第 148 页. 南宁 : 站 出 版 社 ，1591。 
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运 演 操 作 形 式 、 解 决 问题 的 类 型 和 构造 体系 的 
方法 ,事实 上 是 中 国文 化 这 样 一 种 特定 的 文化 系统 对 自 


号 形式 、 


己 数 学 形式 的 选 
原本 》 一 样 ， 中 国 


择 。 这 就 是 说 ， 妈 如 占 希 腊 选择 《几何 


文化 的 这 种 选择 也 使 中 国 古 代数 学 按 


照 所 选 定 的 方式 、 方 法 和 日 标 去 发 展 ， 而 与 文化 选择 相 
异 的 方法 、 形 式 等 则 就 被 历史 慢 慢 地 淘汰 或 被 让 中 所 淡 
化 、 冷 落 。 

例如 ， 在 此 上 应当 特别 提 及 的 是 ， 在 中 国 的 具 忠 上 
黑子 的 学 说 〈 公 元 前 468 ~ 公元 前 376) 就 表现 了 与 癸 家 
学 说 不 同 的 另 一 种 观念 和 倾向 ， 特 别 是 ， 流 传 下 来 的 


《四 经 》 更 表现 了 一 种 关于 物质 世界 和 逻辑 问题 的 思辩。 
例如 ， 在 《经 说 上 》 可 以 看 到 以 下 的 记载 : 

关子 空间 形状 的 论述 ， 

经 ] 圆 ， 一 中 同 长 也 。[ 说 ] 圆 舰 ， 气 支 也 。 

经 ] 方 , 柱 陋 四 灌 也 。[ 说 ] 方 , 拖 见 支 也 。 

关于 空间 性 质 则 有 : 

经 ] 平 ， 同 高 也 。 

经 ] 同 长 ,长 正 相 尽 也 。 

经 ] 端 , 体 之 无 厚 而 最 前 者 也 。 [说 }】 端 ， 是 无 间 
也 。 

经 ] 中 ， 同 长 也 。[ 说 ] 心 ， 中 ， 自 是 往 相 芒 也 。 

经 ] 有 间 ， 中 也 。 

经 ] 间 , 不 友 旁 也 。 


另外 ,《 经 下 》、《 经 说 下 》 则 还 包括 了 直线 传播 、 小 
孔 成 像 等 物理 方面 的 问题 。 但 是 ， 由 子 在 秦汉 之 后 儒家 
学 说 逐渐 取得 了 中 国文 化 的 主导 地 位 ,“ 黑 轴 折 家 ， 独 尊 
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便 术 "， 这 就 使 得 墨家 有 关 空 间 儿 何 问 题 和 物理 问题 方面 
的 思 普 成 为 绝学 ， 而 没有 能 反 喘 到 筹 算 的 实践 应 用 中 来 - 

在 中 国文 化 中 ， 自 汉代 以 后 ， 《出 易 》 作 为 解释 拱 界 
的 宇宙 学 说 的 地 位 得 到 了 了 强化， 筹 算 的 实践 应 用 地 位 也 
得 到 了 完全 的 文化 界定 : 筹 算 作为 一 门 “技艺 ”完全 成 
为 一 种 实践 应 用 的 技能 ， 成 为 《周易 》 理 性 解释 意义 之 
下 的 “应 用 九 数 "。 例 如 .这 一 现象 在 刘 徽 为 《所 章 算 
术 》 作 注 时 所 淄 的 序言 中 也 可 清楚 地 看 出 : 刘 徽 气 道 
' 昔 在 包 牺 氏 始 画 八 卦 ， 以 通 神明 之 德 ， 以 类 万 物 之 情 ， 
作 几 扎 之 术 以 合 之 受 之 变 。 鼠 十 黄帝 神 谭 化 之 ， 引 而 促 
之 ， 于 是 建 历 纪 ， 协 律 吕 ， 用 答 道 不 ， 然 后 两 仪 凹 象 精 
微 之 气 可 得 而 效 项 。 记 称 来 首 作 数 ， 其 详 木 之 闻 也 。 按 
周公 制 礼 而 有 九 数 ， 几 数 之 流 ， 则 《 九 童 》 是 天。…… 
当今 好 之 者 窒 ， 故 世 虽 多 通才 达 学 ， 侧 未 必 能 综 于 此 
卫 .” 


刘 微 在 这 里 清楚 地 表明 了 九 数 作为 六 受理 性 解释 意 
义 之 下 的 应 用 性 地 位 ， 同 时 也 表明 当时 社会 的 许多 “ 通 
才 达 学 ”并 不 把 数学 当成 重要 的 一 加 事 。 这 种 文化 现 乡 
足以 表明 数学 在 中 国文 化 种 古 希腊 文化 中 的 地 位 实 有 大 
壤 之 别 。“ 纵 观 中 国文 化 史 ， 数 学 在 中 国 传统 学术 中 始终 
只 有 附庸 地 位 。 对 中 国文 化 产生 重大 影响 的 儒家 、 道 家 、 
佛 家 、 阴 阳 家 都 不 说 于 谈 及 数学 。 谱 子 百 家 几乎 没有 一 
本 数学 著作 流传 十 世 。”? 宁 代 著名 理学 家 朱 训 并 曾 明 确 

地 指出 了 数学 在 中 国文 化 中 的 层次 地 位 ， 他 写 道 :“ 古 人 


工 ， 丁 人 如 等 : 《数学 与 教育 》. 第 135 页 ， 长 沙 . 湖南 教育 出 版 社 ，1989、 
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志 道 据 德 而 游 于 艺 ， 然 九 数 昌 为 最 末 事 ， 若 别 今 行经 界 ， 
则 算法 亦 是 有 用 。 另外 ,北齐 颜 之 推 的 著名 《 颜 氏 家 
训 》 则 更 告 诚 后 人 : “算术 亦 是 六 艺 要 事 ， 自 古 儒 士 论 天 
道 ， 定律 历 者 党 学 通 之 , 然 可 以 兼 明 ,不 可 以 专业 。” 筹 
算 在 中 国文 化 中 作为 一 种 应 用“ 技术 ”无 法 在 理性 的 意 
义 上 表现 自己 、 展 开 自己 、 构 造 自己 ， 从 而 就 与 古 希 腊 
文化 中 的 数学 形成 了 极 大 的 反差 。 例 如 ， 这 种 反差 在 宋 
代 沈 括 一 一 一 个 被 科学 史 称 为 中 国 爷 利 略 式 的 百科 全 书 
式 的 人 物 一 一 身上 表现 得 就 十 分 鲜明 。 沈 括 兼 通 工 程 技 
术 、 医 学 、 天 文 、 方 志 、 律 历 、 军 事 ， 为 博学 喜 文 之 士 。 
但 他 严格 遵守 儒家 关于 九 数 之 流 皆 为 技艺 的 古训 ， 把 他 
自己 创造 的 可 在 中 国 古代 数学 史上 占 一 席 之 地 的 “ 际 积 
术 和 会 圆 术 ” 放 在 他 的 《 梦 溪 笔 谈 》 的 卷 十 八 的 技艺 篇 ， 
即 与 造 纪 有 术 、 活 版 印刷 、 中 医 炙 艾 、 散 笔 作 书 等 排列 
在 一 起 。 由 此 可 见 ， 筹 算 在 中 国 儒家 文化 中 的 实践 应 
地 位 是 多 么 的 根深 蒂 固 ! 

《 九 章 算术 》 集 中 地 体现 了 中 国 古代 数学 的 特征 ， 它 
的 方法 、 构 造形 式 、 解 决 问题 的 范畴 成 为 中 国 古 代数 学 
的 典范 ， 后 世 的 许多 数学 研究 甚至 连 书 名 都 与 《 九 章 算 
术 》 相 近 。 例 如 ， 宋 元 时 期 著名 数学 家 秦 九 亡 的 数学 著 
作 就 起 名 为 《 数 书 九 章 》。 后 世 的 数学 家 如 刘 徽 、 祖 冲 之 
等 人 对 圆 与 球 的 研究 ， 王 孝 通 、 刘 益 、 贾 洗 、 秦 九 褒 、 
李 冶 等 人 对 高 次 方程 数值 解法 的 探索 ， 宋 元 数学 家 对 才 
积 术 的 研究 及 清 代 数学 家 对 无 穷 寡 级 数 的 研究 等 ， 也 都 
可 以 从 《 九 章 算术 》 中 找到 渊源 。“ 从 西汉 初 以 迄 清 末 ， 
《 九 章 算术 》 成 为 中 算 家 这 一 跨 时 空 的 科学 共同 体 的 主要 
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学 术 规 范 和 一 种 富有 生命 力 的 研究 传统 。 它 不 但 为 中 算 
家 准备 了 统一 的 语汇 :辞典 和 车 作 体 例 ， 而 比 达 提供 了 多 
种 多 样 富有 启发 意义 的 思维 模型 。…… 王 是 由 于 《 九 童 
算术 》 示 范 作 用 的 有 效 及 人 研究 传统 的 相对 强 固 ， 中 国 占 
代数 学 中 似乎 未 曾 产生 过 足以 抒 撼 其 根基 的 挑战 ， 当 然 
也 就 不 曾 出 现 数学 观念 和 方法 的 剧 刻 变革 ， 凤 使 际 着 发 
展 高 蜂 期 的 灯 元 数学 也 是 如 此 ”1 

特殊 地 ， 中 国 筹 算 经 世 致 用 的 “ 术 技 ”上 弛 位 ， 并 就 
决定 了 它 在 中 国文 化 中 存在 、 传 播 和 使 用 的 特定 群体 ， 
而 这 种 受 文化 价值 观念 左右 的 社会 群体 对 筹 算 的 学 刁 、 
应 用 和 传播 也 最 终 确 定 了 筹 算 发 展 的 方向 。 

其 体 地 说 ， 由 于 人 备 家 教育 的 经 学 中 不 开设 数学 内 容 ， 
使 历代 的 仕 大 大 阶 民 很 少 有 大 精通 数学 。 隐 、 上 唐 两 朝 虽 
然 科举 取 士 ， 但 算 党 历来 地 位 低 而 人 数 少 。 据 《 旧 唐 书 * 
职守 志 》 载 ， 唐 代 国 子 晓 虽 设 算 学 博士 , 但 它 位 最 低 ， 
而 二 算 学 科 还 时 兴 时 废 ， 经 费 和 官员 部 无法 得 到 可 靠 保 
障 。 在 这 种 文化 系统 中 ， 数 学 的 价值 无 法 得 到 社会 上 层 
夫 士 一 一 什 大 夫 阶 层 的 束 认 ， 当 然 也 就 不 可 能 获得 社会 
的 激励 推动 。 央 此 在 中 国文 化 中 逐渐 形成 了 这 样 的 现象 
“后 世 数 则 委 商 览 贩 顷 辈 ， 学 士大夫 耻 言 之 ， 几 以 为 不 足 
学 ， 故 传 者 鲜 。 
事实 上 ， 中 国 的 数学 只 在 少数 的 仕 大 夫 中 得 到 了 保 
留 ， 如 董仲舒 、 李 淳 风 、 一 行 〈 唐 高 人 ) 、 贾 宪 、 沈 括 、 
郭守敬 (元 天 文学 家 ) 等 。 但 即使 在 这 个 为 数 很 少 的 仕 


中 刘 纯 :《 大 哉 言 数 》， 第 437 …438 页， 尝 抽 ， 辽 宁 教 育 出 版 社 ，1995。 
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大 大 群体 中 ， 对 筹 算 的 学 习 也 只 是 为 了 应 用 ， 他 们 并 没 
有 从 事 过 关于 数学 概念 、 方 法 及 构造 的 理论 思考 与 鲜 究 。 
中 国 古 代数 学 实际 上 主权 保留 、 传 播 于 作为 技艺 应 
的 群体 之 中 ， 如 丈量 土地 、 建 筑 房屋 、 商 贩 交 易 、 税 
、 运 输 等 ; 男 一 个 方面 是 修改 历法 , 但 在 这 方面 数学 
只 是 计算 工具 ， 而 不 是 像 古 希腊 那样 从 数学 的 构造 、 
学 的 规律 去 建立 天 文学 的 理论 。 由 于 所 说 意义 上 的 数 
R 难 得 到 官学 的 稳定 正规 教育 ， 央 此 ， 中 国 古 代数 学 
民间 的 传播 及 在 历法 中 的 应 用 大 邦 是 通过 私 学 一 一 师 
荫 徒 弟 式 的 教育 一 一 世代 有 承 获 相传 。 这 一 点 与 古 希 腊 
数学 教育 也 截然 不 同 ， 古 希腊 把 数学 作为 贵族 的 智力 、 
思维 和 真理 形式 的 教育 而 把 实用 教育 看 做 低级 世俗 
研究 表明 ， 中 国 古代 受过 官学 中 数学 教育 及 考试 及 
多 人 没有 一 个 在 数学 上 有 所 造 诺 ， 唐 宋 的 著名 数学 家 
有 -位 是 官学 中 数学 教育 培养 出 来 的 

中 国 十 代数 学 技艺 性 的 文化 价值 观 ， 以 及 它 保 留 、 
传播 和 应 用 的 极 少数 仕 大 夫 群 体 和 多 数 的 社会 实用 的 技 
艺 群 体 ， 使 中 国 筹 算 的 发 展 形成 了 两 种 独特 的 发 展 趋势 。 
(1) 任何 一 种 数学 传统 一 旦 得 以 形成 ， 特 别 是 具有 
了 确定 的 方法 和 构造 模式 ， 就 获得 了 一 定 的 自主 性 或 独 
立 性 ， 即 其 自身 会 在 一 定 程度 上 产生 引导 数学 家 前 进 的 
动力 ， 特 别 是 ， 数 学 作为 概念 、 方 法 和 理论 所 存在 的 有 
待 于 进一步 研究 和 解决 的 问题 就 会 促使 数学 家 深入 地 去 
进行 例 究 。 就 中 国 古 代 而 言 ， 这 就 是 指 ， 筹 算 会 发 展 自 


他“ 丁 石 孙 等 ;《 数 学 与 教育 }》， 第 15 页， 长沙 ,湖南 教育 出 版 社 ，1989。 
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EN 


了 


候 毅 伙 防 和 导 让 注 区 于 


党 闵 
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身 的 概念 、 方 法 、 构 造形 式 和 解决 问题 的 难度 。 然 而 ， 
占 代 数学 发 展 的 主要 因素 ， 


因 


由 于 实用 性 始终 是 决定 中 
tb ， 从 总 体 上 上 说， 


本 


上 述 这 种 源 自 数学 内 部 的 发 


五 


于 数学 能 否 成 
根 结 底 地 说 ， 只 有 借 


笔者 以 为 ， 这 也 就 是 
原因 ， 即 数学 在 封建 社会 经 济 、 技 术 届 
进步 其 微 ， 而 在 战乱 年 i 


信 
人 


具体 地 说 ， 当 社 


上 适应 社会 的 需要 ， 


一 给 数学 以 活力 的 只 是 
对 照 ， 当 社会 动荡 、 改 朝 换 代 时 ， 由 于 此 时 
无 法 按 传统 的 价值 观 实现 人 生 的 目标 ， 也 昌 
展 道 


“学 而 优 则 仕 ” 的 发 
或 其 他 方向 以 表现 


自 


能 在 局 部 的 范围 、 才 
同样 重要 的 是 ， 就 这 种 发 


a 


因 


路 ， 
的 价 


己 


却 表 现 出 创 
的 经 济 、 技 术 相 
进步 缓慢 ， 以 《 九 章 算术 》 为 代表 的 中 医 
数学 的 发 
历法 方面 对 数学 的 应 


在 一 定 的 限度 内 得 以 实现 。 
展 的 具体 实现 而 言 ， 
地 吸引 住 社 会 中 “ 精 闫 ”分子 ， 
殷 于 各 个 数学 家 的 具体 努力 ， 
的 数学 发 展 才 可 能 得 以 实现 。 也 止 是 从 后 一 角度 去 分 
国 古代 出 现 以 下 现象 的 


性 的 


造 1 


展 就 只 
另外 ， 


则 又 取决 


因为 归 
所 说 
析 ， 
“个 重要 
的 状态 下 


展 变 化 不 大 


仕 


于 是 就 转向 “出 世 
值 或 避 世 赋闲 ，4 


C 


以 其 自身 在 技艺 应 


用 的 筹 算 ， 就 并 非 在 
是 在 魏 避 南北 朝 和 宋 


时 留 下 的 
文化 造 语 较 高 的 仁 大 夫人 十 。 


问题 也 就 可 能 叹 
这 样 ， 本 来 是 作 


时 代 的 战乱 时 期 表现 出 


世 效 得 了 创造 性 发 


o 


湘 藻 辫 六 吵 


大 大 阶 


1 无 法 实现 


”的 宗教 
时 ， 数 学 
引 … 部 分 
为 技艺 应 
展 ， 反 而 
了 创造 性 


的 高 峰 。® 特殊 思 ， 


太平 记 
元 


部 分 人 不 是 为 了 技 


矿石 


应 用 


全 十 罕 昌 ;“ 文 化 价值 现 与 林 元 数学 "， 载 “大理 然 探 索 》，1995 年， 第 一 期 - 
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从 事 数学 研究 的 ， 从 而 就 在 理性 的 意义 上 超越 了 储 家 所 


限定 的 数学 价值 观念 。 


例如 ， 


宋 元 时 期 的 大 数学 家 秦 九 


韶 是 南宋 小 官 ， 战 乱 使 其 仕途 受阻 ， 他 在 《 数 书 九 章 》 


自序 中 说 :“ 际 时 狄 患 ， 
险 哇 忧 ， 荃 黄 十 礼 ， 
肆意 其 间 ， 旁 取 方 能 
数 与 道 非 二 本 也 。” 
而 “肆意 ”于 数学 之 


历 岁 适 塞 ， 不 意 全 地 矢 石 闸 。 尝 
心 糖 气 落 。 信 知 夫 物 莫 有 数 也 ， 力 
， 探索 查 束 ， 粗 若 有 所 得 下 
这 就 是 说 ， 秦 九 韶 由 于 战 乱 官场 失意 
间 ， 并 发 现 数学 与 “ 道 ”的 本 质 是 


一 样 的 。 宋 元 时 期 的 另 一 位 大 数学 家 李 冶 的 情况 与 秦 九 
韶 也 极为 相似 ， 蒙 军 攻击 金 朝 使 其 官场 失意 ， 而 他 却 正 
是 在 流亡 生涯 中 完成 了 自己 的 数学 创造 。 李 治 在 他 的 


《 测 圆 海 镜 》 中 这 样 写 道 ; 
不 可 穷 也 ? 故 谓 数 为 难 穷 ， 
可 。 何 则 ? 彼 其 竖 竖 之 中 ， 
其 自然 之 数 也 ; 非 自然 之 数 ， 
推 自然 之 理 ， 以 明 自 然 之 数 ， 
神情 鬼 状 ， 未 有 不 合 侨 。 


礼 ， 苑 之 乐 ， 亦 不 免 为 一 技 ; 


“ 既 己 名 之 数 侨 ， 


则 又 何 为 而 
煌 可 ; 


; 谓 数 为 不 可 穷 ， 斯 不 
固有 上 昭 昭 者 存 。 夫 昭 昭 者 ， 
其 自然 之 理 也 。 
划 虽 和 远 而 蓝 端 坤 倪 ， 山 而 
由 技 兼 于 事 者 言 之 ， 夷 之 
由 技 进 平 道 者 言 之 ， 石 之 


可 


斤 ， 扁 之 轮 ， 非 圣人 之 所 与 乎 -” 在 李 冶 的 观念 中 ， 数 学 


可 以 表述 乾坤 变化 、 神 情 鬼 状 ， 而 且 
圣人 的 礼 、 乐 所 杠 近 。 由 此 可 
破 数学 的 技艺 价值 观 ， 并 上 升 


数学 作为 技艺 也 同 
匈 ， 秦 九 谓 、 李 冶 都 已 突 
到 了 数学 作为 一 种 道 、 作 


为 一 种 礼 、 乐 的 形 而 上 意 义 的 理性 观念 。 泰 九 韶 、 李 褒 


等 数学 家 是 在 太平 盛世 所 不 可 


能 出 现 的 仕 大 夫 阶 层 的 数 


学 家 ; 当然 ， 所 说 的 太平 盛世 也 不 厅 能 容 灵 这 种 违背 颂 
家 价值 观念 的 非 技艺 的 数学 价值 观 。 
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就 可 能 通过 


也 于 


于 在 所 说 的 特定 时 


有 较 大 难度 的 问题 得 到 研究 逢 


展 得 不 到 文化 系统 中 价值 观 
也 始终 缺乏 实践 应 月 
少数 人 的 “数学 游戏 "， 并 被 历史 所 逐渐 遗忘 : 
国文 化 系统 中 的 价值 取向 ， 


综 上 可 见 ， 


多 支持 ， 


明确 筹 算 在 中 
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期 ， 在 某 些 仁 大 夫人 士 那 
作为 一 种 理性 创造 得 到 研究 的 ， 


此 ， 筹 算 也 


人 为 地 编造 -: 些 并 不 具有 实际 意义 、 伺 却 上 内 
发 展 。 但是， 如 果 这 种 发 
念 、 人 才 资 源 的 必 贤 支持 ， 
那么 ， 其 最 终 就 会 成 为 极 


就 可 以 带 助 我 们 更 好 地 去 理解 为 什么 作为 一 种 技艺 的 数 


区 不 在 技艺 应 


特定 的 文化 氛围 、 
却 使 筹 算 在 战乱 之 时 得 到 了 
常 演化 乞 迹 的 奇异 性 发 展 。 
种 奇异 性 的 发 展 看 做 中 国 古 代数 学 的 必然 


价值 观念 、 


的 太平 盛世 得 到 发 展 ， 而 偏偏 在 战乱 时 
期 得 以 创新 。 数 学 的 发 展 不 会 部 是 战乱 的 产物 ; 
人 才 条 件 和 形 厕 上 的 追求 ， 
一 个 不 符合 中 国 古代 数学 正 
当然 ， 如 果 我 们 因此 而 把 这 


伺 是 ， 


规律 ， 那 就 违 


背 了 中 国文 化 中 筹 算 的 价值 取向 ， 也 即 是 把 筹 算 错误 看 


做 了 凸 方 的 形 而 上 意 义 的 理性 构造 的 数学 。 

(2) 筹 算 作为 中 国文 化 系统 中 的 技艺 应 
然 最 终 演化 为 一 种 计量 应 
算 的 竹 棍 排 押运 演 形 式 必 然 
文化 价值 的 经 
更 方便 、 更 实 

筹 算是 中 国文 化 中 的 
“未 技 "。 在 中 


的 实用 工具 。 这 就 是 说 ， 筹 
会 在 社会 实践 应 用 的 压力 和 
世 致 用 的 技艺 观念 引导 下 ， 发 展 成 为 一 种 
“技艺 ”， 是 单纯 性 计量 运算 的 


古代 


籍 的 分 类 中 ， 就 根本 没有 独立 的 


a 正 宪 昌 :“ 朱 元 数 学 与 珠算 的 比较 评价 ”"， 较 《自然 科学 史 研 究 》，1997 年 , 第 
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“算术 ”或 “ 筹 算 ”这 样 一 门 学 科 。 负 
E 归 
目 》 则 把 以 


中 把 古代 数学 著 
《四 库 全 书 总 
数学 划 归 到 “ 子 部 ” 
计算 ， 等 算 中 所 创 


类 于 “ 术 数 略 ” 
《 九 章 算术 》 


的 “天 文 算法 类 


造 的 高 次 方程 的 数值 解法 ， 


学 的 应 


在 中 国文 化 


有 限 。 从 而 ， 总 
自己 的 方法 、 操 
使 用 。 特 殊 
而 言 ， 这 也 就 需 
适合 明 朝 社会 
筹 算 时 产生 六 
具体 地 说 ， 


社会 经 济 技术 


为 整个 社会 的 经 济 ] 
地 ， 就 远古 流传 下 来 的 竹 棍 式 摆 
要 有 一 个 新 的 适 
“商贾 贩 费 ”群体 使 用 
与 筹 算 共 存 过 很 长 一 段 时 
明代 商业 的 发 展 可 被 认为 是 为 珠算 


合 经 


说 ， 作 为 文化 中 广泛 应 


《 汉 书 艺文志 》 
的 “ 历 庶 ” 之 中 ; 
为 代表 的 中 国 古 代 
”中 。 作 为 历法 的 
具有 大 文 
影响 都 很 
的 一 种 技 
的 发 展 相 适应 ， 使 
技术 的 应 用 群体 所 
排 运 演 方式 
济 、 技 术 ， 尤 其 是 
的 形式 ， 这 就 是 在 
间 的 珠算 。 


中 产生 的 


下 
HH 


| 


及 提供 了 必要 的 社会 条 件 。 这 就 正如 李 迪 先生 所 指出 的 ， 


“明代 珠算 的 大 普及 是 明代 商业 贸易 发 展 
业 上 计算 不 需要 高 深 的 理论 ， 而 本 
于 这 种 需要 。 因 此 ， 


量 的 ， 珠 算 正 适合 


时 代 的 特征 "4 
这 样 ， 


EE 复 


作为 一 种 表示 形式 和 运 演 


的 结果 。 那 时 商 
的 四 则 运算 则 是 大 
珠算 的 普及 具有 


的 工具 ， 中 国 筹 算 


的 竹 棍 就 逐渐 经 历 了 颜色 、 形 式 及 布 筹 方式 等 方 而 的 变 


化 ,包括 
摆 放 
发 展 是 中 


国 


盘子 摆 放 ， 进而 
珠 等 ， 直 至 最 终 发 展 成 为 方便 实用 的 珠算 。 这 一 
古代 数学 符号 形式 和 运 演 方式 的 巨大 改变 。 


贺 珠 代 


十 


替 竹 棍 ， 再 用 滑 道 


人 外， 李 迪 :《 中 国 数学 史 简 编 $， 第 222 页 ， 沈 阳 ， 辽 宁 信 民 出 版 社 ，1984 
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如 果 与 今日 的 计算 机 相 类 比 ， 我 们 就 可 以 说 ， 即 如 软件 
程序 的 发 展 ， 硬 件 的 创新 也 是 计算 机 技术 的 巨大 进步 
同样 地 ， 与 数学 的 理论 性 进步 --- 样 ， 由 筹 算 包 珠算 怡 如 
硬件 的 创新 也 是 中 国 占 代数 学 的 一 个 重要 进步 

综 上 可 见 ， 珠算 串 被 看 成 中 国 义 化 中 筹 算 发 展 的 必 
然 归 宿 。 尽 管 珠算 多 为 “ 商 蜗 贩 幢 ”所 用 ， 撑 不 如 宋 匹 
数 符 来 得 那么 深奥 和 精湛， 但 是 中 国文 化 的 技 上 各 价值 观 
就 决定 了 这 一 发 展 的 必然 性 。 许多 中 国 数学 史 的 研究 者 
似乎 总 觉得 如 果 高 看 了 珠算 就 没 法 与 西方 数学 相 比 较 ， 
也 总 感到 没 法 把 珠算 与 宋 元 数 学 相 比 较 。 其 实 ， 数 学 作 
为 一 种 文化 ， 那 是 在 特定 的 文化 条 件 下 所 创造 出 来 的 一 
种 特定 模式 ， 它 浓缩 着 整个 民族 的 价值 观念 ， 表 现 了 民 
族 文化 中 字 宙 哲学 对 数学 概念 、 方 法 、 构 造 的 运用 ,也 
揭示 了 其 理 性 观念 中 数学 的 地 位 与 层次 .- 从 而 ， 作 为 不 
同 数学 传统 的 比较 我 们 就 应 十 分 注意 由 文化 差异 所 造成 
去 分 析 ， 中 西数 学 的 差异 就 是 中 西 文化 差异 的 缩影 ， 而 
又 正如 上 面 的 讨论 所 已 表明 的 ， 宁 元 数学 与 西方 数学 的 
差异 ， 筹 算 与 珠算 的 差异 也 都 可 以 在 所 说 的 文化 的 意义 
上 得 到 新 的 解释 。? 


7. 2 比较 与 思考 
鉴于 中 西 古代 数学 有 普 不 呵 的 内 容 和 方法 ， 并 在 历 
史 的 发 展 中 表现 出 了 不 同 的 取向 ， 因 此 ， 作 为 数学 史 的 


由 由 7 二 之 昌 :“ 筹 竺 数学 的 基本 特征 及 其 评价 "， 《自然 天 学 史 研 究 y，1998 牛 ， 第 
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研究 ， 就 有 必要 对 此 作出 比较 与 分 析 ， 特 别 是 ， 由 于 
《 九 章 算术 》 和 《几何 原本 》 在 中 西 占 代数 学 的 发 展 中 分 
别 起 到 了 典范 的 作用 ， 基 此 ， 我 们 就 应 首先 对 这 两 部 车 
作 作 出 比较 评价 。 
具体 地 说 ， 作 为 对 于 《 九 章 算术 》 的 评价 ， 目 前 有 
两 种 明显 对 立 的 观点 。 
一 种 观点 认为 以 《 九 章 算术 》 为 代表 的 中 国 古代 数 
学 并 没有 能 构成 理论 体系 ， 过 分 “ 重 实践 的 传统 使 它 未 
能 建立 起 合理 化 的 理论 体系 。” 例如 ， 李 约 瑟 就 认为 : 
“中 国 的 数学 是 很 可 以 和 旧 大 陆 其 他 中 世纪 的 民族 在 文艺 
复兴 之 前 的 成 就 相 比 "， 但 是 , “从 实践 到 纯 知 识 领域 的 
飞 唉 中 ， 中 国 数学 是 未 曾 参 与 过 的 ,”? 国外 其 他 一 些 中 
国 数学 史学 家 ， 如 三 上 义 夫 、 尤 什 凯 维 奇 等 ， 大 多 也 持 
有 这 样 的 观点 。 另 外 ， 著 名 的 数学 家 陈省身 先生 在 谈 到 
数学 史 时 也 认为 : “得 于 国外 的 数学 经 验 和 有 机 会 看 中 
数学 的 书 ， 我 觉得 中 国 数学 都 偏 应 用 ， 讲 的 过 分 一 点 ， 
甚至 可 以 说 中 国 数学 没有 纯粹 数学 ， 莉 是 应 用 数学 。”2 
另 一 种 观点 则 认为 中 国 古 代数 学 以 刘 微 的 《 九 章 算 
术 : 注 》 为 代表 已 经 形成 了 逻辑 的 构造 体系 〔 有 的 学 者 还 
认为 已 形成 了 辩证 的 逻辑 体系 )， 后 者 是 一 种 “最 为 简 
单 、 最 为 精巧 的 理论 建筑 物 "。 作 为 中 西 古代 数学 的 比较 
研究 ， 有 的 数学 史学 者 更 提出 : “古代 东 、 西 数学 是 风格 
迎 异 的 两 种 理论 体系 ,如 果 说 西方 数学 著作 表述 为 逻辑 


gze 本 约 于 ， 《中国 科学 技术 史 )， 第 己 疮 ， 第 334、337 克 。 北京、 科学 出 版 社 ， 
加 陈省身 《陈省身 文集 ), 第 244 页 ， 北京， 科学 出 版 社 。1991。 
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的 演绎 体系 ， 那 么 东方 数学 则 是 呈现 出 计算 为 中 心 的 算 
法 体系 。 "中 

如 何 对 《 九 章 算术 》 作 出 全 面 、 正 确 的 评价 ， 应 当 
说 已 经 起 出 了 本 书 的 范围 ， 然 而 ， 笔 者 在 此 放 意 着重 指 
明 以 下 的 事实 ， 贿 从 目前 已 有 的 关于 《 九 章 算术 》 的 研 
究 结 果 看 ,可 以 发 现 许 多 人 研究 过 分 注重 数学 形式 、 多 辑 
论证 和 体系 结构 的 分 析 ， 而 忽略 了 更 为 深入 的 内 在 比较 ， 
与 这 种 作法 相反 ， 笔 者 以 为 ， 从 文化 的 角度 看 ， 作 为 
《 九 章 算术 》 和 《上 几何 原本 》 的 比较 研究 ， 我 们 应 当 更 扣 
注意 以 下 三 个 层面 的 问题 第 一 ， 如 何止 确 地 揭示 数学 
价值 观 的 差异 对 数学 的 形成 发 展 、 以 及 由 此 演化 而 成 的 
构造 体系 的 重要 影响 ? 第 二 ， 如 何 从 上 述 的 角度 去 认识 
《 九 章 算术 》 与 《几何 原本 》 的 差异 并 对 此 作出 评价 ?第 
三 ， 除去 两 者 的 差异 以 外 ,什么 又 是 这 两 者 、 旋 至 整个 
人 类 古代 数学 的 共同 特征 ? 以 下 我 们 就 对 这 三 个 阿 题 作 
出 具体 的 分 析 。 

首先 ， 前 面 的 论述 已 经 表明 ，《 凡 何 原本 》 与 《 九 章 
算术 》 是 在 不 同 的 数学 价值 观念 指导 下 ， 并 是 在 文化 系 
统 的 不 隔 层面 上 得 到 发 展 和 建构 的 。 具 体 地 说 , 《几何 原 
本 》 是 在 数学 作为 表现 世界 、 构 造 址 界 的 基本 形式 这 一 
价值 观念 下 ， 展 开 它 的 理性 意义 上 构建 的 。 这 就 使 得 
《几何 原本 》 建 立 在 一 种 理性 论证 的 基础 上 ， 以 适应 当时 
文化 理性 思辨 的 要 求 ， 也 即 应 当 是 几何 的 、 二 有 眉 论 式 的 ， 
并 表现 为 完全 脱离 具体 问题 的 -种 逻辑 演绎 建构 。 显 然 ， 


名 “村 继 园 :有 〈 九 章 算术 》 及 其 刘 徽 注 研究 》， 第 33 各， 西安 ， 陕 后 人 民 教 育 出 
版 社 、1990。 
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这 事实 上 就 在 很 大 程度 确定 了 《几何 原本 》 的 概念 、 内 
容 、 方法 及 建构 的 特征 。 特 萄 地 ， 尺 管 当时 也 需要 用 算 
术 解 决 一 些 实际 应 用 的 经 济 或 技术 类 的 问题 ， 又 由 于 当 
时 已 经 有 了 相当 发 达 的 商业 活动 ， 古 希腊 必然 地 也 有 


“商贾 贩 窜 ”一 类 的 实 


理性 思辩 要求 就 都 被 排 


本 》 第 七 、 八 、 九 三 卷 
问题 ， 另 外 ， 即 使 是 
对 此 作 几 何 的 理解 ,由 


| 


积 看 成 矩形 等 。 与 此 相对 照 ， 


实用 技艺 的 价值 观念 
技艺 ， 对 现存 的 经 济 、 


摆 排 运 演 不 像 几何 图 形 习 


算术 ， 但 由 于 这 些 不 符合 上 述 的 
斥 掉 了 。 实 际 土 ， 进 入 《几何 原 
内 算术 内 容 已 变 成 了 纯粹 的 数论 
些 算术 (代数 ) 的 内 容 ， 也 必须 
如 把 数 看 做 线段 、 把 两 个 数 的 乘 
《 九 章 算术 》 是 在 中 国文 化 
展开 构成 的 ， 因 此 ， 作 为 实用 的 

技术 问题 给 出 具体 的 、 可 运用 的 
方法 就 是 《 九 章 算术 》 的 惟一 追求 。 同 时 ， 筹 算 的 竹 棍 
B 样 比较 容易 获得 逻辑 论证 形式 ， 
事实 上 ,就 中 国 古 代数 学 而 言 ， 具 体 几 何 问 题 的 解决 往 


往 是 运用 经 验 、 直 观 、 类 比 和 计算 获得 的 ; 而且， 几何 
图 形 研究 中 所 创造 出 的 各 个 概念 (如 阳 马 、 牧 墙 、 整 甩 
等 ) 也 绝 不 是 为 了 有 逻辑 演绎 而 只 是 为 了 直观 的 类 比 运用 。 
一 般 地 说 ， 对 于 实用 的 技艺 而 言 ， 追 求 逻 辑 过 程 的 确定 


性 、 演 绎 性 并 且 创造 一 些 公理 、 


公设 、 数 论 命题 等 一 类 


概念 和 证 明 ， 无 疑 会 被 看 做 是 --- 种 无 实用 意义 的 游戏 。 


同样 地 ， 对 实用 的 技艺 而 言 ， 种 种 形 而 上 的 有 关 数 、 空 
间 的 思拓 〈 如 先秦 墨家 对 空间 的 思 因 以 及 庄子 对 无 限 的 
思考 等 ) 也 会 因 其 无 实用 意义 而 被 拒 之 门 外 。 由 此 可 见 ， 
非 逻辑 为 主 并 且 运 用 直观 、 类 比 、 归 纳 等 思维 方式 ， 表 
现 具体 问题 ， 并 以 实用 的 筹 算 方 法 进行 分 类 ， 数 学 的 概 
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念 与 运 演 方法 一 一 “ 术 ” 
就 是 《 九 章 算 术 》 的 主要 

综 寺 可 匈 ， 正 是 中 西 
造成 了 中 西 二 代数 学 在 
异 。 


嗓 


其 次 ， 如 果 承 认 不 同 
造 和 发 展 造成 重要 芍 闪 异 
我 们 同时 也 应 承认 不 同 的 
形成 的 各 种 不 阿 的 数学 形 
的 合理 性 。 显然 ， 从 这 权 


本 


第 七 章 ”中西 教学 的 文化 比较 
紧密 地 联系 在 一 起 ， 这 些 


村 征 ， 
文化 不 同 的 数学 价值 观念 最 终 
念 ， 方法 、 徇 造 方面 的 巨大 关 


用 民族 文化 会 对 耳 代 数学 的 创 
， 那 么 ，- -个 必然 的 结论 就 足 : 
民族 文化 在 古代 数学 创造 中 所 
式 、 方法、 构造 等 都 有 其 内 在 
的 角度 去 分 析 ， 我 们 就 不 应 


(自觉 或 不 自觉 地 ) 把 某 条 
界定 为 人 类 古代 数学 的 惟 
承认 不 同文 化 对 古代 数学 
进行 比较 和 评价 。 例 如， 
数学 的 模式 来 比较 《 九 章 
构造 没有 形成 罗 辑 的 体系 
理论 ; 然而 ， 如 


得 出 截然 相反 的 结论 。 当 
而 的 作法 。 

实 上 ， 从 文化 的 角 
学 的 页 献 ， 而 不 是 以 一 种 
文化 的 价值 观 ， 人 不 是 以 一 
学 模式 去 抹杀 另 -种 文化 
性 ， 即 是 对 不 同文 化 在 演 
也 就 是 说 ， 如 果 认 为 一 个 


特定 文化 中 的 数学 模式 人 为 地 
一 模式 或 标准 模式 ， 而 应 明确 
的 贡献 ， 并 依据 这 样 的 立场 太 
如 果 以 《几何 原本 》 作 为 古代 
算术 》， 就 会 认为 筹 算 的 运 演 、 
， 只 是 一 种 习题 集 而 不 是 数学 


果 把 《 九 章 算 不 》 看 成 人 类 十 代数 学 的 
标准 模型 ， 并 以 此 来 比较 评判 《几何 


原本 》， 那 我 们 就 会 
然 ， 这 两 者 应 当 说 都 是 一 种 片 


度 看 ， 承 认 不 同文 化 对 古代 数 
文化 的 价值 观念 去 否定 另 一 种 
种 文化 价值 观 下 发 展 起 来 的 数 
在 数学 发 展 史 上 的 页 献 和 创造 
化 流 变 中 存在 意义 的 确认 .这 
了 高 于 另 一 个 民族 ， 
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一 种 民族 文化 形式 绝对 地 高 于 另 -种 民族 文化 ， 则 就 从 
根本 上 违背 了 人 类 文化 学 的 研究 原则。 一 般 地 说 ， 人 类 
文化 是 由 各 个 不 同 的 民族 文化 形成 的 ， 人 类 的 古代 数学 
也 是 由 各 种 不 同 民 族 文化 中 的 数学 汇集 而 成 的 。 这 种 汇 
集 在 世界 文化 不 同 阶段 的 交流 与 碰撞 中 都 发 生 过 积极 的 
意义 。 例 如 ,在 古 希 腊 文 化 衰落 之 后 的 中 世纪 ， 东 方 数 
学 、 阿 拉 伯 数学 的 发 展 及 其 后 来 向 欧洲 的 流传 显然 就 是 
这 种 数学 汇集 、 交 流 及 其 积极 意义 的 一 个 佐 让 。 与 此 相 
反 ， 如果 把 不 符合 《几何 原本 》 这 一 模式 的 数学 都 排斥 
掉 , 不 承认 它们 在 人 类 数学 史上 的 地 位 和 和 贡献， 那么 
人 类 的 古代 数学 就 不 会 具有 多 样 性 ， 人 类 的 数学 史 也 就 
只 能 是 西方 数学 史 ， 而 这 当然 是 一 种 错误 的 作法 。 

由 上 面 的 立场 去 分 析 ， 以 下 的 结论 显然 是 十 分 恰当 
的 :“ 我 国 的 传统 数学 有 它 自 己 的 体系 和 形式 ， 有 着 它 自 
身 发 展 途径 和 独到 的 思想 体系 ， 不 能 以 西方 数学 的 模式 
生 搬 硬 套 …… 从 问题 而 不 是 从 公理 出 发 ， 以 解决 问题 而 
不 是 以 推理 为 宗旨 ， 这 与 西方 以 欧 几 里 得 几何 为 代表 的 
所 谓 演绎 体系 旨 趣 过 异 ， 途 径 亦 殊 …… 在 数学 发 展 的 历 
史 长 河中 ， 数 学 机 械 化 算法 体系 与 数学 公理 化 演绎 体系 
曾 多 次 反复 互 为 消长 ， 交 替 成 为 数学 发 展 的 主流 。”? 

县 体 地 说 ， 作 为 《 九 章 算术 》 《〈 指 刘 徽 注 《 九 章 算 
术 》) 与 《几何 原本 》 的 比较 ， 可 以 发 现 以 下 几 个 方面 的 
差异 : 

(1) 《几何 原本 》 从 公理 、 公 设 太 概念 出 发 展开 理 


人 多，” 吴 文俊 :“ 关 于 研究 数学 在 中 国 的 历史 与 现状 "， 载 《自然 辩 还 法 通讯 》，1990 
年 , 第 四 期 。 


第 七 章 中 西数 学 的 文化 比较 
性 论证 ; 《 九 章 算 术 》 从 实践 应 用 问题 出 发 展开 其 实际 应 


c 


《2) 《几何 原本 》 的 运 演 过 程 明 确 地 表 志 为 逻辑 三 
段 论 式 的 形式 ; 《 九 章 算 术 》 的 筹 算 运 演 则 表现 为 确定 的 
手工 操作 程序 。 

(3) 《几何 原本 》 以 概念 、 公 理 、 公 设 为 基础 ， 通 
过 逻辑 论证 获得 数学 结果 一 一 命题 ，《 九 章 算 术 》 以 具体 
问题 为 基础 ， 以 “ 术 ” 一 一 筹 算 规律 获得 数学 应 用 问题 
的 解决 。《 几 何 原本 》 的 数学 命题 是 在 逻辑 运 演 中 获得 
的 ， 而 《 九 章 算 术 》 的 主要 结 朵 “ 术 ” 则 是 先 从 筹 算 运 
演 规律 中 获得 而 后 在 解决 问题 中 得 以 上 应用， 尽管 后 世 的 
注释 者 试图 对 此 给 予 更 好 的 论证 说 明 。 

(4) 《几何 原本 》 的 命题 运 演 过 程 明确 表现 在 文字 
符号 的 书写 过 程 之 中 ; 《 九 章 算 术 》 的 筹 算 运 演 只 保留 结 
果 ， 相 应 的 运 演 过 程 在 手工 操作 后 都 不 复 存在 。 

(5) 欧 几 里 得 按 当 时 的 理性 要 求 分 类 规划 乒 《 几 信 
原本 》 的 结构 ， 并 以 五 种 正 多 面体 的 论证 作为 全 书 的 结 
尾 ;《 九 章 算 术 》 按 解决 具体 问题 的 要 求 分 类 划分 ， 尺 管 
刘 微 努 力 为 先前 存在 的 筹 算 规则 “ 术 ” 提 供 令 人 信服 的 
论证 , 但 其 目标 仍 为 实用 的 可 靠 性 、 而 不 是 要 在 理性 或 
抽象 数学 ( 指 脱 离 实 用 目的 ) 的 意义 上 进行 逻辑 形式 的 
建构 。 

第 三 ， 作 为 《 九 章 算术 》 与 《几何 原本 》 的 比较 看 
究 ， 除 去 上 述 的 各 种 差异 以 外 ， 我 们 也 应 注意 两 者 的 共 
同 点 ,特别 是 ， 笔 者 以 为 ， 如 果 我 们 能 以 这 些 共 同 特征 
作为 评判 和 比较 中 西 十 代数 学 的 尺度 ， 就 可 消除 或 避免 
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仅 以 《几何 原本 》 为 模式 有 来 评 价 中 国 占 代 数学 的 种 种 静 
病 。 

其 体 地 说 ， 笔 者 以 为 ， 以 下 印 可 看 成 中 西 古代 数学 
的 一 些 共 同 特征 ， 我 们 并 就 可 以 以 此 来 作为 评价 数学 发 
展 程度 的 -种 尺度 : 

(1) 概念 方面 。 数 学 应 当 形成 脱离 具体 于 物 属性 、 
也 县 具有 一 定 抽象 意义 的 概念 ， 后 阁 并 应 具有 . … 般 意义 
的 指称 (如 “ 率 ”"、 豪 分 、 恤 不 足 、 阴 马 等 )。 一 般 地 说 ， 
数学 概念 即 就 表明 了 对 数学 的 理解 和 抽象 程度 。 

(2) 运 演 规则 方 商 。 数 学 应 当 有 明晰 的 可 用 以 解决 
问题 (无 论 是 理性 层面 还 是 应 用 层面 的 问题 ) 的 运 演 规 
则 ， 并 足以 满足 当时 社会 对 数学 的 要 求 。 运 演 规则 的 深 
化 和 发 展 是 数学 发 展 的 重要 表现 形式 之 一 。 

(3》 对 数学 概念 和 运 演 方式 的 思辨 方面。 数学 的 概 
念 与 运 演 方式 在 相应 的 文化 系统 中 应 当 上 共有 令 人 信服 的 
论述 或 证 明 ， 后 者 即 就 构成 了 人 们 运用 概念 和 方法 的 依 
据 。 这 种 对 数学 概念 、 运 演 方式 的 论述 和 思辨 正 是 数学 
走向 理性 的 台阶 。 

(4) 方法 论 的 规范 性 层面 。 数 学 应 当 具 有 自己 的 方 
法 论 ， 也 即 在 方法 的 层面 具有 一 定 的 规范 性 。 数 学 由 个 
别 特 例 的 解决 方法 上 升 为 规范 的 数学 方法 的 过 程 是 数学 
发 展 进步 的 重要 方面 。 

(5) 体系 建构 方面 。 数 学 的 体系 应 当 具 有 确定 的 意 
向 或 目的 明确 的 分 类 性 (无 论 是 理性 层 和 而 或 实用 层面 )。 
这 种 分 类 的 细 化 、 改 变 亦 是 数学 发 展 的 一 个 重要 方面 。 

总 的 来 说 ， 笔 者 以 为 ， 作 为 中 西 古 代数 学 的 比较 研 
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究 ， 我们 必须 上 分 注意 从 文化 的 角度 去 进行 分 析 ， 
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也 不 


是 从 这 样 的 角度 去 认识 ， 我们 即 串 清和 夏 地 看 钙 在 中 国 鼎 


代数 学 评 


问题 上 所 存在 的 “错位 ”现象 


大 答 地 说 ,中国 数 学 史 的 研究 是 在 接受 了 西方 数学 


的 教育 之 后 展开 的 
数学 教育 ， 


法 、 结 构 形 式 以 及 
不 知 不 觉 地 成 为 人 们 
地 ， 这 也 就 使 得 中 国 


昌 此 向? 


上 产生 了 诸多 的 “错位 ”现象 ， 


实 上 上 


， 欧 其 是 中 国 这 样 几 于 完全 西化 了 的 
就 使 得 西方 数学 的 锯 念 、 逻 辑 形式 、 思 维 方 
生 的 此 方 的 数学 价值 观念 ， 
评价 古代 数学 的 习惯 性 标准 ， 
数学 中 的 侠 究 在 


特殊 


比较 和 评价 的 问题 


我 们 在 此 还 可 从 更 为 一 般 的 角度 对 所 说 的 


“错位 ”现象 作出 分 析 。 如 众 所 知 ， 在 人 类 的 上 历史 进程 


中 ， 西 方 资本 主义 的 形成 与 发 展 极 大 
的 进步 ， 使 其 脱离 封建 社会 而 进入 到 


也 推动 了 人 类 社会 
一 个 新 的 发 展 阶 


段 。 在 这 一 过 程 中 ,文艺 复兴 以 玉 庄 多 思想 深刻 的 哲学 
家 、 科 学 家 提出 了 一 系列 的 新 思想 、 新 方法 ， 并 且 发 明 


创造 了 前 所 未 有 的 高 度 发 展 的 科学 技术 。 然 后 ， 
技术 迅速 地 在 全 世界 传播 开 来 ， 特 
平成 为 了 全 人 类 共 轩 的 


文化 伴随 着 西方 科学 
别 是 ， 西 方 文化 的 价 


特 狐 地 ， 中 国人 民 从 20 世 


以 来 ， 正 是 从 西方 文 
更 使 中 国文 化 逐渐 与 


化 看 到 了 自 


科学 技术 而 言 ， 中 
促进 作用 ; 不 过 在 这 
西方 的 数学 价值 观念 


文化 的 交流 


种 交流 中 ， 


值 观念 也 几 


， 也 为 人 们 


西方 的 


纪 初 脱离 封建 王朝 的 统治 
己 的 前 途 ， 百 年 的 奋斗 
是 方 文化 发 生子 有 机 的 融合 。 
和 融合 无 疑 有 着 捅 大 的 
隐 总 在 科学 技术 背后 的 
所 不 知 不 觉 地 广泛 接受 


对 于 
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了 。 

对 于 西方 学 者 而 言 ， 由 于 日 身 的 背景 就 很 难 理 解 像 
《 九 章 算 术 》 那 样 的 古代 数学 怎么 可 能 具有 与 占 希 脂 数 入 
相同 的 理论 意义 ， 即 总 是 依据 西方 的 数学 价值 观念 、 并 
以 《几何 原本 》 的 理论 模式 作为 评价 标准 而 判定 中 国 古 
代数 学 不 能 算 作 理论 意义 上 的 数学 。 也 正 是 在 这 样 的 影 
响 下 ， 尽 管 中 国 的 学 者 通过 深入 人 钙 究 以 筹 算 为 代表 的 中 
国 古 代数 学 , 已 深 场地 感受 到 了 其 对 世界 数学 的 意义 以 
及 筹 算 构 成 发 展 的 理论 形态 ,但 却 仍然 千方百计 地 寻找 
与 《几何 原本 》 相 似 的 地 方 ， 即 是 希望 能 用 西方 数学 的 
标准 为 中 国 古 代数 学 建立 起 一 个 理论 的 名 声 。 但 是 ， 这 
种 努力 却 不 知 不 党 地 随和 人 了 人 悖 论 之 中 : 从 《几何 原本 》 
那里 “ 借 ” 来 了 中 国 古 代数 学 的 “理论 ”依据 ; 然而 
越 是 强调 这 些 十 分 勉强 的 “理论 "， 却 越 使 人 感到 这 种 
“理论 ”的 可 疑 。 于 是 在 这 种 情况 下 ， 就 出 现 了 目前 中 国 
数学 中研 究 中 的 诸多 矛盾 现象 。 

例如 ,有 的 学 者 认为 中 国 古代 数学 同 占 希腊 数学 一 
样 具有 严格 的 逻辑 思维 ， 有 的 学 者 还 从 刘 徽 注 的 《 九 章 
算术 》 中 找到 了 证 据 ， 因 为 在 这 些 学 者 看 来 ， 没 有 古 希 
脂 式 的 逻辑 运 演 就 不 能 成 为 数学 理论 ; 但 是 ， 也 有 学 者 
认为 “中 国 数学 则 是 以 非 逻 辑 思 维 为 主 ” 的 。 

有 的 学 者 提出 “最 古老 的 几何 是 出 自 中 国 ”，《 湾 经 》 
在 几何 方面 完全 能 与 《几何 原本 》 相 比 ; 但 是 ， 又 有 学 
者 认为 《 墨 经 》 与 《几何 原本 》 完 全 不 同 ， 因 为 《 黑 经 》 
毕竟 不 是 数学 专著 。 

有 的 学 者 认为 中 国 古代 数学 存在 着 独特 的 理论 体系 
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(尽管 他 们 没有 能 指出 与 占 希 腊 相 比 的 独特 的 理论 标准 ); 
但 是 ， 大 多 数 西 方 学 者 、 也 包括 一 些 国内 学 普 并 不 认为 


中 


出 


古代 数学 构成 了 


些 论断 只 是 民族 主义 


“理论 体系 ”; 


有 的 学 者 认为 中 国 二 代数 学 已 经 出 现 了 “万 理 数理 
论 ",《 墨 经 》 中 出 现 卫 “本质 已 与 19 世纪 康 插 尔 “ 区 他 
套 原则 ”无 异 ” 的 和 概念， 但是， 也 有 学 者 认为 类 似 的 一 


情结 的 一 种 表现 。 


正如 上 面 所 已 指出 的 ， 由 认真 的 分 析 吕 以 看 出 ,在 


中 国 古 代数 学 评价 所 
可 归结 为 比较 评价 的 
分 析 如 下 :9 


1. 数学 比较 评价 在 价值 观念 方面 的 错位 。 


这 种 比较 评价 的 


题 上 表现 出 来 的 上 述 子 盾 事实 上 都 
“错位 ”。 对 于 后 者 我 们 许可 进一步 


错位 ， 是 把 两 种 文化 系统 中 不 同 的 


数学 价值 取向， 看 做 是 数学 的 内 在 规律 和 发 展 方向 ， 从 


而 把 本 应 是 对 数学 自 
换 成 了 数学 价值 取向 
化 〈 指 柏拉图 之 后 ) 


身 特征 的 比较 评价 ， 不知 不 觉 地 转 
方面 的 比较 评价 。 例 如 ， 古 希腊 文 
赋予 数学 的 是 几何 内 容 的 理性 层面 


的 构造 ， 从 而 这 种 构造 就 强调 了 概念 、 公 理 、 公 设 及 异 
辑 演 绎 的 确定 化 过 程 ， 与 此 相反 ， 中 国 古 代 文化 所 赋予 
数学 的 是 解决 具体 实用 的 技术 层面 的 问题 ， 而 且 运 用 的 
是 特殊 的 竹 棍 式 的 运 演 工 具 。 因 此 ， 这 种 数学 构造 所 追 
求 的 就 是 能 快速 、 准 确 、 有 效 地 解答 实践 中 提出 的 具体 
问题 ， 中 国文 化 不 允许 、 筹 算 也 不 可 能 去 追求 脱离 实践 
的 概念 以 及 运 演 方法 的 逻辑 构造 。 


僻 ， 王 宪 虽 :“ 试 论 中 国 古 
年 ,第 于 期 。 


代数 学 的 评 春 准则 "， 载 《科学 ， 技 术 与 准 证 法 》，1995 
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这 种 文化 所 赋 子 数学 的 价值 取向 ， 应 当 说 并 不 表明 
古代 数学 白 身 水 平 的 高 低 ， 央 此 我 们 就 不 能 运用 一 种 文 
化 中 形成 的 数学 价值 标准 米 评 价 具 有 不 同 价值 取向 的 古 
代数 学 。 显 然 ， 就 中 国 古 代数 学 的 评价 而 言 ， 这 种 数学 
价值 观念 方面 的 错位 所 造成 的 最 大 危害 就 是 把 《几何 原 
本 》 的 特征 一 一 实际 是 一 种 文化 特征 一 一 看 做 是 人 类 数 
学 形成 、 发 展 构成 体系 的 惟一 特征 。 西方 的 学 者 即 是 由 
于 这 种 数学 价值 观 的 错位 才 否 定 了 中 国 古 代数 学 在 人 类 
数学 史上 的 地 位 ; 同样 地 ， 也 就 是 由 于 这 种 数学 价值 观 
的 错位 ,许多 中 国学 者 才 硬 是 齐 在 按 “ 技 艺 ”价值 取向 
发 展 的 中 国 古代 数学 中 找 出 与 《几何 原本 》 相 类 似 的 模 
式 ， 并 企图 以 此 来 证 明 中 国 古 代数 学 在 人 类 数学 史上 的 
地 位 。 与 上 述 的 作法 相反 ， 笔 者 以 为 ， 这 应 被 看 成 数学 
史 研 究 必 须 十 分 注意 的 一 个 问题 ， 即 我 们 应 当 注 意 分 析 
由 数学 价值 观念 的 不 同 所 造成 的 古代 数学 的 差异 ， 并 在 
人 类 文化 学 的 基础 上 公允 、 客 观 地 比较 评价 不 同 民族 文 
化 对 数学 的 贡献 。 

2. 数学 理论 方面 比较 评价 的 错位 。 

数学 理论 方面 比较 评价 的 错位 ， 是 指 在 古代 数学 有 
关 理论 的 比较 研究 中 ， 把 一 种 文化 系统 中 有 关 数 学 体系 
的 追求 ， 看 做 是 人 类 十 代 数学 的 必然 途径 ， 也 即 是 把 … 
种 文化 中 的 古代 数学 理论 形态 ， 看 做 是 人 类 古代 数学 的 
惟一 标准 形式 。 

维 观 人 类 的 历史 ， 可 以 发 现 数学 有 一 个 从 古代 数学 
(一 般 指 初 等 数学 阶段 ) 走 向 近代 数学 和 现代 数学 的 发 展 
过 程 。 正 如 第 一 篇 中 所 已 指出 的 ,现今 人 们 已 对 数学 有 
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了 比较 统一 的 认识 和 理解 : 数学 可 以 被 看 成 直上 


创造 ; 从 是 ， 实 践 的 应 
长 和 发 展 ， 
式 , 如 果 长 时 间 得 不 到 


直到 它 重新 发 现 科 学 的 应 
是 在 占 代 ， 数 学 日 身 的 发 


法 作为 占 代 数学 的 理 


特别 是 ， 数 学 


第 七 章 “中 西数 学 的 文化 比较 


的 理性 


和 在 很 大 程度 上 影响 着 它 的 成 


为 


.种 科学 的 语言 和 表述 形 


学 的 光 顺 ， 就 会 攻 缩 或 枯 端 . 
用 时 才 可 能 再 次 焕发 生机 。 但 


展 、 成 长 及 形成 体系 并 没有 像 
今 大 那样 的 自我 追求 ， 而 完全 是 以 当时 的 文化 系统 的 要 
求 作为 在 已 惟一 的 发 展 和 成 长 的 方 启 ， 央 此 ， 对 古代 数 
学 而 言 ， 对 没有 今天 那 种 清楚 的 自我 意识 的 古代 数学 而 
言 ， 理 论 的 建构 就 木 是 数学 自身 的 追求 而 主 贤 是 文化 的 
要 求 。 特 殊 地 ,就 让 是 这 种 文化 的 追求 才 形 成 了 《几何 
原本 》 的 以 理性 、 以 表现 世界 构造 为 己任 的 形式 ; 同样 
地 ， 也 正 是 文化 的 妃 求 才 形成 了 《 儿 章 算术 》 的 以 筹 算 
为 运 演 方式 的 实用 技艺 的 形式 。 

由 此 可 见 ， 当 大 们 把 《几何 原本 》 的 概念 形式 、 命 
题 构成 方式 、 逻 辑 运 演 形 式 和 按 数 学 内 在 规律 的 分 类 方 


论 标准 来 比较 评价 《 刀 章 算 本 》 时 ， 


实际 上 就 造成 了 数学 理论 评价 方面 的 一 种 错位 。 与 此 相 


反 ， 有 承认 以 实践 应 
也 构成 了 人 类 占 代数 学 


古代 数学 理论 形式 多 样 性 


为 日 慰 而 发 展 起 来 的 筹 算 体系 同样 
的 一 种 理论 形式 ,实际 上 就 是 对 
E 的 确认 ， 即 是 承认 古代 数学 在 


不 同文 化 中 会 有 不 同 的 理论 构成 形式 。 


事实 上 ， 就 


分 作为 实用 的 数学 方法 出 现 


特别 是 , “无 穷 小 运算 ”更 内 其 
重 的 指责 ; 但 是 ， 微 积分 的 成 蕊 不 是 依靠 它 的 理论 性 ， 


方 数 学 进行 考察 ， 我 们 可 以 发 现 微 积 
二 问 样 遭 到 了 善 遍 的 非 难 ， 


“ 非 理论 性 ”而 遭 到 了 闫 
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而 是 依靠 它 在 实践 中 的 
就 是 在 十 分 强调 数学 理 
自身 的 实 


技艺 价值 取向 发 


综 上 可 见 ， 对 于 中 
际 上 是 对 筹 算 理论 形态 
工 操作 运 演 程序 构成 的 
的 理论 地 位 。 与 此 相反 


展 的 文化 背景 中 
能 形成 《几何 原本 》 那 样 


成 功 应 用 
性 构造 的 


o 


折 


的 理论 


文化 背景 下 ， 仅 仅 依靠 
性 而 获得 存在 的 。 与 此 相 比 较 ， 中 国文 化 
本 来 就 不 存在 着 数学 的 形 而 上 追 求 ， 在 这 种 要 求 数学 按 
，《 九 章 算术 》 当然 不 可 
式 。 


从 而 ， 微 积分 


有 实 上 


b 


规律 来 说 明 


古代 数学 
汐 界定 和 分 析 ， 而 我 们 则 应 以 


， 那 种 企图 


理论 形态 的 分 析 ， 实 


b 


筹 算 在 人 类 数学 史 品 
在 刘 徽 注 文中 找到 他 


辑 论 证 的 演绎 体系 或 是 在 《 九 章 算术 》 中 找到 辩证 逻辑 
体系 的 有 关 数 学 理论 的 努力 ， 应 当 说 都 是 古代 数学 理论 


比较 评价 错位 的 表现 。 正 如 前 面 所 已 指出 的 ， 中 
肯 技 艺 的 价值 追求 
《 九 章 算 术 》 及 刘 徽 注 文中 存在 多 利 


数学 的 非 理 性 


E、 非 形式 


古代 


尿 辑 的 实 


， 使 


思维 方式 。 中 国 古 代 


数学 是 以 非 逻 辑 思维 为 主 ， 即 主要 通过 直觉 、 想 象 、 类 
化 、 灵 感 等 思维 形式 来 形成 概念 、 发 现 方法 和 实现 推理 


的 -® 因此 ， 我 们 就 不 能 用 逻辑 演绎 来 衡量 评价 4 


数学 的 理论 形态 。 


折 


古代 


3. 数学 比较 评价 在 方法 论 方面 的 错位 。 
所 谓 古 代数 学 比较 评价 在 方法 论 方 而 的 错位 ， 是 指 


中 国 古 代数 学 的 比较 评 


价 


层次 的 


从 而 就 形成 了 方法 论 方 而 的 错位 。 


了 实 上 有 两 个 不 同 的 层次 ， 而 
目前 的 研究 则 往往 把 这 两 个 


比较 评价 混 到 了 一 起 ， 


中 衷 晓 明 : 《数学 思想 史 导 论 》， 第 141 页 ， 南 宁 ， 广 西 教育 出 版 社 ，1991。 
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也 说 ， 中 国 古 代数 学 史 的 研 
样 两 个 不 同 的 层次 : 第 一 层次 是 库 史 资料 的 收集 


究 事 实 上 存在 有 这 
、 整 理 


与 辩证 ; 第 二 层次 则 是 指 对 人 确 让 的 史料 与 世界 数学 史 进 


行 
个 


此 较 、 分 析 和 评价 。 显 然 ， 从 方法 论 
层次 的 研究 是 不 应 混同 或 错位 的 ， 因 为 在 这 两 者 之 间 


的 角 虐 看 ， 这 两 


显然 存在 有 侯 究 范畴 、 时 间 和 评价 依据 方面 的 重 归 差异 


史料 


方 数学 


以 


| 


司 商 证 之 江洲 学 他 四 | 条 时 也 


用 
即 是 以 中 


的 作 直 二 放 全 中 长 训 第 二 
的 则 是 世界 数学 


层次 的 


的 真 伪 、 涵 义 及 在 中 
层次 的 研 
的 相应 发 展 作出 比较 和 讨 
所 谓 时 间 的 差异 ， 是 指 第 -- 
原来 的 历史 背景 下 去 进行 考证 ， 
历史 的 时 间 疮 列 作 为 砷 
研究 则 往往 把 中 国 而 代 的 数学 史料 放 在 
学 史 的 现代 理论 框架 内 进行 分 析 ， 也 
居 对 中 国 
数学 史 中 的 地 位 与 作用 、 理 论 的 层次 、 
等 ， 从 面 ， 


四 


究 要 解决 的 则 是 


层 


古代 数学 作出 评价 ， 


究 的 时 间 


所 谓 研 究 范 畴 的 差异 ， 是 指 第 一 必 次 的 研究 工作 是 
中 国文 化 的 范畴 内 进行 的 ， 面 第 -个 
过 界 文化 的 范畴 内 进行 的 ， 面 且 ， 第 一 层次 宴 解 决 的 
文化 中 的 发 展 状况 ， 面 第 
何 对 这 些 已 确 让 的 史实 与 
价 。 

次 的 研究 应 把 史料 放 


层次 的 研究 则 大 


这 也 就 是 说 ,第 一 层 
坐标 ; 与 此 不 同 ， 
世界 
p 是 以 后 者 作为 
古代 数学 在 址 


HE 


括 中 


第 二 层次 的 研究 所 应 


寺 间 序列 
所 谓 评价 依据 的 差异 ， 是 指 第 一 层次 的 分 析 考 证 应 


4 评价 准 古代 数学 自身 发 


这 一 时 间 坐 标 。 


册 是 中 


国 


户 


古代 数学 自身 的 理论 构成 来 评判 各 个 


研究 中 关于 数学 理论 的 评判 标准 ， 并 


体系 构造 的 状 
的 事实 上 就 是 现代 


展 流 变 的 尺度 ， 也 


特定 史 
层次 的 比较 评价 所 运用 
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的 


党 


此 来 说 明和 评 


上 的 差异 ， 而 往往 把 
对 第 一 层次 中 史料 考 
相应 的 评价 准则 而 
当 作 数 学 中 的 评判 

在 笔者 看 来 ， 
后 许 多 矛盾 结论 的 
章 算术 》 中 的 求 微 


数学 文化 史 的 研究 


某 一 数学 


个 


层次 的 研究 混淆 在 一 起 ， 
证 的 结果 不 作 任 何 的 分 析 ， 
只 是 把 自己 的 主观 感受 或 个 人 理解 
标准 ， 并 巾 此 得 出 主观 的 判断 结果 。 

这 事实 上 也 就 是 中 
一 个 重要 原因 。 例 


实在 


国 数学 史 硼 
如 ， 对 刘 微 在 《 九 


世界 数学 发 展 中 


层次 
即 如 
更 不 指 


究 中 产 


数 ， 有 的 学 者 认为 它 有 理论 上 的 


误 ， 


“ 关 . 上 了 彻底 认识 无 理 数 的 大 门 ”， 而 另外 的 学 者 则 认为 


刘 微 的 求 微 数 就 是 获得 无 理 数 的 方法 。 台 湾 学 者 李 
先生 对 此 提出 了 疑问 ， 他 认为 : “无 理 数 是 经 过 非常 长 期 


的 演化 才 研 究 建立 的 概念 ， 


国 


伟 


因此 从 中 


的 某 个 步 又 毕 ， 


便 判 定 已 有 “无 理 数 ”的 概念 ， 配 性 是 有 些 玖 简 的 举动 。 
我 们 应 该 仔细 分 解 概 念 的 内 容 、 层 次 ， 才 能 比较 恰当 地 


理解 它 所 达到 的 程 


度 ,”0 这 一 意见 是 十 分 中 肯 的 。 


另外 ,应 当 特别 指出 的 是 ， 数 学 中 第 二 层次 的 比较 


评价 ， 是 一 种 评判 
此 ， 如 果 对 所 说 的 


而 只 是 
那么 ， 
检验 。 


随意 地 把 对 史实 的 研 


4. 数学 哲学 思辩 方面 的 错位 。 


的 理论 标准 在 先 的 比较 评价 研究 ， 因 
理论 标准 没有 作 人 和 仔细 的 考察 与 说 明 ， 
f 究 一 下 子 变 成 一 种 比较 评价 ， 
由 此 所 得 出 的 结果 品 然 就 不 可 能 经 受 得 起 理论 的 


期 辐 ” 李 国 伟 :“《 九 章 算术 》 与 不 可 公 度 "， 载 《 白 然 钾 证 法 通讯 )，1994 年， 第 二 
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目 和 希腊 数 学 方 至 今天 的 西方 数学 ， 一 直 受 到 哲学 的 
特别 关注 。 和 事实 土 ， 由 前 面 的 论述 我 们 已 经 知道 ， 在 晤 
方 文化 中 ， 数 学 作为 至 性 本 来 就 是 哲学 思考 宝 宙 的 -- 个 
部 分 ， 因 此 ， 从 十 希腊 开始 ， 数 学 的 概念 、 方 法 、 命 是 
和 结构 等 就 曾 受 到 和 暂 学 家 的 反复 考察 ， 这 也 就 是 说 ,内 
方 数学 的 理论 及 其 标准 宙 实 上 受到 了 哲学 理论 的 坚实 支 
持 。 在 数学 哲学 的 层面 上 ， 西 方 数 学 的 模式 是 具有 理论 
的 思考 与 论述 的 。 特 别 是 , 《 儿 何 原本 》 作 为 目 代数 学 的 
模式 就 是 西方 数学 哲学 论证 的 结果 。 有 显然， 从 这 样 的 角 
度 去 分 析 ， 我 们 所 说 的 在 比较 评价 时 应 当先 确立 古代 数 
学 的 评价 准则 ， 实 际 上 也 就 是 要 论 泪 说 明 西 方 数 学 哲学 
理论 所 确立 的 贞 代 数学 评判 蕉 则 是 否 洛 观 、 公 多 。 
相 比 之 店 ， 中 国 占 代 数学 中 的 研究 ， 日 前 主要 述 局 
限于 注释 、 考 让 的 层面 ， 很 少 顾及 和 论证 有 关 数 学 哲学 
的 问题 。 在 这 样 的 一 种 局 面 下 ， 中 国 古 代数 学 与 页 希腊 
数学 的 比较 评判 ， 实 际 上 就 是 一 种 没有 哲学 理论 支持 的 
史实 与 一 种 建立 在 哲学 思辩 之 上 的 数学 模式 的 比较 ， 其 
结果 也 就 必然 会 使 人 党 得 中 国 的 学 者 要 么 是 从 民族 主义 
情结 出 发 ， 要 么 是 缺乏 理论 思维 .因为 中 国 数学 史学 者 
的 结论 征 往 带 有 主观 性 、 随 意 性 。 

可 以 说 ， 中 西 古代 数学 在 比较 评判 上 的 错位 ， 一 个 
重要 的 原因 就 在 于 中 国 古 代数 学 的 研究 一 直 没 有 展开 哲 
学 层面 的 思考 。 

具体 地 说 ,正如 前 和 而 的 讨论 所 已 表明 的 ， 中 国 占 代 
数学 在 中 国文 化 中 的 地 位 、 层 次 和 影响 , 它 与 儒家 宇宙 
哲学 的 关系 ， 筹 算 构 成 概念 的 日 的 、 方 法 以 及 筹 算 运 演 
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规律 的 意义 等 ， 这 些 问 题 都 已 超出 了 数学 内 容 本 身 的 注 


释 与 考证 ， 并 实际 上 进入 了 对 中 
然而 ， 由 于 中 国文 化 历来 缺少 羽 


古代 数学 的 哲学 思辨。 
了 数学 的 哲学 思考 ， 同 时 


又 由 于 中 国 哲 学 与 古代 数学 的 接触 点 很 少 ， 所 涉及 的 问 
题 又 很 狭窄 ， 更 没有 能 把 古代 数学 作为 一 个 整体 去 思考 


它 发 展 流 变 的 规律 、 特 征 ， 


因此 ， 对 于 中 国 古 代数 学 的 


比较 评价 研究 来 说 这 就 构成 了 -大 障碍 ,特别 是 ,缺乏 


哲学 层面 的 思考 也 使 中 
学 史 理论 进行 对 话 。 


值得 指出 的 是 ， 近 些 生 


国 古代 数学 的 研究 很 难 与 西方 数 


FE 米 在 西方 兴起 的 “ 拟 经 验 数 


学 观 ”也 已 从 哲学 的 层 


国 古 代数 学 史 的 比较 评价 
提供 了 有 益 的 启示 。 例 如 ， 作 为 “ 
要 倡导 者 ， 著 名 数学 哲学 家 、 科 


' 拟 经 验 数学 观 ” 的 主 
学 哲学 家 拉 卡 托 斯 就 曾 


对 《几何 原本 》 与 形式 化 数学 理论 所 体现 的 数学 观 提出 


了 强烈 的 批评 。 他 指出 


“按照 形式 主义 的 数学 观念 ， 数 


学 原 没 有 历史 。…… 形式 主义 否认 了 大 多 数 过 去 公认 的 


数学 有 资格 叫 数学 ， 于 数学 的 旨 


长 也 就 不 置 一 秤 "9 尽 


管 拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 并 不 是 为 中 国 古 代数 学 的 评价 面 


作出 的 ,但 是 ， 他 的 批 讨 


显然 表明 我 们 不 应 以 某 一 种 理 


论 作 为 评价 数学 理论 的 惟一 标准 ， 进 面 ， 中 国 古 代数 学 


的 理论 体系 也 必须 有 -种 数学 哲学 为 其 张 目 。 


事实 是 ， 中 国 古 代数 学 作为 一 种 惟一 强调 应 用 而 完 
全 忽略 理性 建构 的 数学 形式 ， 能 在 一 种 文化 中 长 期 存在 ， 


外 摘 卡 托 斯 ; 《证 明 与 到 驱 ?》， 
264 


并 为 古代 人 民 在 人 类 历史 上 创造 辉煌 的 华夏 文明 提供 了 


第 4 页 ， 上 海 ， 上 海 译 文 出 版 社 ，1989， 
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有 力 的 支持 ， 这 尤 颖 是 数学 督学 应 深入 思考 和 研究 的 一 


个 问题 。 


最 后 ， 我 们 可 从 一般 的 角度 对 数学 文化 史 研 究 的 特 


征 与 意义 作 一 分 析 。 


正如 序言 中 所 指出 的 ， 对 于 数学 中 的 研究 我 们 可 以 
作出 “内 史 ” 与 “外 史 ” 的 区 分 。 一 般 地 说 , “研究 数学 


自身 的 历 中 发展， 属于 内 史 ; 


ee 用 大 系统 的 观点 把 数 


学 的 发 展 和 整个 社会 的 发 展 联系 起 来 进行 研究 ， 属 于 外 


时," 
显然 , 按照 这 样 的 区 分 ， 


于 外 史 的 范围 ;但 是 ， 由 以 上 


数学 文化 史 的 研究 即 就 属 
的 论述 我 们 义 可 看 出 ， 数 


学 文化 中 的 研究 已 在 一 定 程度 上 超出 了 通常 所 说 的 数学 


中 外 史 的 研究 范围。 


首先 ,数学 文化 中 的 研究 与 传统 数学 史 侠 究 的 区 别 
在 于 ， 数 学 文化 史 的 研究 把 数学 看 做 一 种 文化 现象 ， 并 


是 在 文化 传统 这 种 看 不 见 、 但 
数学 的 发 展 。 例 如 ， 它 从 文化 传统 的 意义 上 说 明 古 希腊 


为 什么 回避 无 穷 小 概念 市 使 


义 确 实 存在 的 系统 内 研究 


“穷竭 法 ”， 为 什么 古 希 腊 


要 把 数 看 做 点 和 线段 ; 同样 地 ， 为 什么 中 国 筹 算 偏 偏 要 


把 有 关 几 何 图 形 的 运算 转换 成 


筹 算 的 计算 而 不 是 相 皮 。 


其 次 ， 与 一 般 的 外 史 相 比 ， 数 学 文化 史 更 加 注重 实 
际 从 事 数 学 研究 的 群体 数学 共同 体 ) 所 其 有 的 文化 传 
统 观 念 及 其 对 于 数学 发 展 的 影响 ， 特 别 是 ， 数 学 文化 史 


即 应 具体 指明 各 种 文化 系统 中 的 数学 价值 观念 ， 而 这 串 


L987 中 外 数学 简 史 编写 组 ，《 外 国 数学 简 史 》， 第 2 页， 济南 ， 出 东 教育 出 版 社 ， 
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实 上 也 就 从 一 个 更 深 的 
值 追求 ， 也 即 可 以 使 人 
化 意义 上 的 理解 。 

最 后 ， 数 学 文化 史 饶 


学 发 展 方向 等 在 不 同文 化 


四 


也 


层次 揭示 了 数学 家 群体 的 文化 价 
门 对 数学 的 发 展 有 更 为 深入 的 文 


究 与 传统 外 史 研 究 的 差异 还 在 
于 ,数学 文化 史 并 力图 通过 不 同文 化 中 数学 发 展 过 程 的 
具体 考察 和 比较 ， 揭 示 数 学 的 
的 
不 同 数学 传统 的 比较 和 评价 建 


价值 观念 、 理 论 状况 与 数 
共同 规律 和 特征 ， 从 而 为 
-个 客观 、 公 侈 的 准则 ， 


并 为 人 们 更 为 深入 地 认识 数学 的 本 质 提供 一 种 新 的 视野 。 


显然 ， 
学 文化 史 研 究 的 意义 。 
第 一 ， 数 学 
数学 看 成 整个 人 类 文化 


以 上 的 分 析 事 实 上 


对 此 我 人 
文化 史 的 研究 
的 一 个 


现代 人 类 文化 学 的 研究 成 果 ， 
数学 在 相应 文化 系统 中 所 处 的 


析 : 


清楚 地 表明 了 我 们 


也 就 更 为 清楚 地 表明 了 数 
] 并 可 进一步 分 析 如 下 ; 

确 应 把 
有 机 成 分 。 特 殊 地 ， 依 据 
我 们 在 此 并 可 对 中 西 古代 


地 位 作出 如 下 的 进一步 分 


具体 地 说 ， 对 人 类 文化 现在 一 般 都 把 它 划 分 为 这 样 
三 个 层面 〈 或 称 三 个 亚 系统 ): 技术 层面 、 社 会 层面 和 思 


想 


上 形成 的 人 际 关 系 , 它 
职业 等 内 容 ; 思想 意识 层面 处 于 最 上 
和 社会 层面 上 的 神话 、 传 说 、 哲 学 、 
数学 作为 一 种 文化 成 分 在 
F 不同 的 层面 : 古 希 腊 所 代表 
文化 系统 的 上 层 ， 从 而 影响 着 整个 


术 


中 西 十 代 文 化 系统 中 就 处 于 
的 西方 数学 一 直 处 了 


意识 层面 。 其 中 ， 技 术 
的 各 种 手段 、 技 能 构成 ; 


层面 处 于 最 底层 ， 它 


包括 社会 、 亲 缘 、 


人 类 所 
社会 层 而 是 在 技术 层面 之 
经 济 、 伦 理 、 


显然 ,按照 这 样 的 分 析 ， 
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技 ， 即 是 建立 在 技 
宗教 ， 等 等 。 


第 七 章 “ 中 西数 学 的 文化 比 轻 


民族 文化 的 发 展 ; 与 此 相反 ,中 国 古代 数学 作为 技艺 则 


` 吉 处 于 最 下 层 的 技术 层面 ， 从 上 而 也 就 不 可 能 发 挥 出 处 


于 文化 系统 上 层 的 哲学 或 宗教 层面 的 影响 力 。 
度 进 行 分 析 ， 也 可 使 我 们 更 好 地 


第 二 ， 从 文化 的 角 


理解 中 是 古代 数学 不 同 胡 现 方法 、 构 造 体 系 的 合 才 忻 利 
必然 性 。 这 就 是 指 ， 就 数学 作为 一 种 文化 的 社会 性 意义 
而 言 ， 当 整个 文化 系统 的 成 员 部 认为 数学 是 -种 表现 他 


宙 万 物 的 方式 、 是 :种 理 
宇宙 的 方式 、 表 现 理性 的 
己 ， 岗 旭 ， 多 就 是 吉 


生 的 时 候 ， 数 学 必然 按照 表现 
形式 “修饰 "、 发 展 和 构造 自 
希腊 数学 所 实际 采 志 的 途径 ; 


与 此 相对 照 ， 当 中 国文 化 及 其 社会 成 员 都 认为 数学 是 一 


种 技 沁 、 是 一 种 可 以 计量 


时 社会 所 承认 和 规定 的 直 


等 方法 作为 自己 的 依据 以 获得 社会 的 承认 和 应 


更 为 一 般 地 ,我 们 在 
元 性 ， 并 以 此 作为 比较 评 


这 就 是 说 ， 作 为 一 种 文化 ， 


文化 层 而 中 不 断 塑造 自己 
相 协 调 。 
的 演变 以 及 特定 的 价值 取 


使 用 的 实用 技能 时 ， 数 学 的 发 


展 就 必然 地 会 使 相应 的 计算 更 加 方便 、 快 捷 、 并 运用 当 


观 、 类 比 、 联 想 、 多 辑 、 灵 感 


并 应 明确 夭 兴 人 类 数学 的 多 
价 各 种 数学 形式 的 最 终 依据 。 
数学 必然 地 会 作 自 己 所 处 的 
以 期 与 整体 性 文化 系统 的 发 展 


F 这 种 协调 表现 为 数学 的 概念 、 方 法 、 构 造 


向 发 展 ， 因 此 ， 人 类 文化 的 多 


元 性 就 直接 决定 了 具 数 学 天 
第 一 ， 
供 了 有 巷 前 启示 。 
OD 村 


式 的 多 元 性 。 


数学 文化 史 的 研究 并 为 一 般 文化 史 的 研究 提 


F 数 学 在 文化 系统 中 层次 地 位 的 差异 即 就 决定 


了 数学 的 思维 方式 能 否 对 整个 文化 的 思想 意识 发 生 重要 
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的 影响 ， 因此， 数学 文化 史 的 研究 事实 上 就 为 我 们 深入 


研究 中 西 文化 中 的 思维 方 
途径 。 具 体 地 说 ,在 占 希 


法 、 思 维 类 型 提供 了 … 条 新 的 
各 由 于 数学 处 于 文化 系统 的 最 


上 层 ， 这 就 使 得 数学 中 使 


的 逻辑 思维 方式 得 到 极 大 的 


发 展 ， 并 对 整个 古 希 腊 文 化 产生 了 重要 的 影响 ; 进而 ， 


基督 教 神学 与 数学 在 中 世 
维 方式 从 宗教 和 哲学 的 层 


纪 的 结合 ， 更 使 数学 的 逻辑 思 


而 影响 了 整个 文化 。 从 而 ,总 


的 来 说 ,数学 的 逻辑 思维 事实 上 就 成 为 了 西方 文化 中 的 
重要 思维 方式 ,特别 是 ， 对 于 定量 研究 的 推 党 ,对 想 维 
的 确定 性 和 逐 辑 性 的 刻意 追求 显然 就 可 被 看 成 西方 思维 


模式 的 重要 特点 。 


与 此 相反 ,在 中 国 古 代数 学 并 没有 能 在 文化 系统 的 


上 层 对 人 们 的 思维 方式 发 
方法 就 没有 重视 和 强调 多 


性 特征 是 由 原始 各 维 的 表象 思维 自然 而 然 地 发 展 起 来 的 。 
表象 思维 强调 不 同事 物 表象 间 的 互相 影响 、 互 相 作 


中 国 古 代 把 这 种 相互 影响 
而 形成 了 相互 联系 的 、 有 
于 的 “ 仁 ” 与 天 命 的 联系 


连 、 董 仲 舒 的 “天 人 合 一 " 


挥 影响 ， 因 此 中 国 古 代 的 思维 
辑 思 维 。 中 国 古 代 思 维 的 抽象 


的 思维 形式 加 以 抽象 化 发 展 从 
机 的 、 闪 证 的 思维 方式 。 如 筷 
、 老 子 哲学 中 的 天 地 与 人 的 相 
"、“ 人 副 天 数 ” 等 ， 就 都 是 这 


种 思维 方式 的 具体 表现 ， 而 这 显然 也 就 表明 了 在 中 国 古 


代 非 逻辑 思维 始终 占据 主导 的 地 位 。 


@ 数 学 文化 史 的 研究 并 为 我 们 理解 中 西 文化 中 不 同 


的 学 科 构造 方法 提供 了 重要 的 线索 。 


具体 地 说 ， 在 人 类 文 
与 构造 可 以 说 具体 地 记载 
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明 的 进程 中 ， 各 个 学 科 的 发 展 
了 不 同文 化 的 前 进步 伐 ， 特别 


是 ,不 同文 化 中 同一 学 科 的 比较 更 
究 的 一 个 重要 内 容 。 由 实际 的 考察 玫 
个 学 科 几 乎 都 是 按照 《几何 原本 》 的 样式 进行 整理 和 理 
论 建设 的 ; 与 此 相 比 ， 中 国文 化 4 


第 七 章 中 西数 学 的 文化 比较 


被 视 为 比较 文化 研 
以 发 现 ， 西 方 的 各 


的 各 个 学 科 却 缺乏 这 


样 一 种 建构 理论 的 统一 模式 。 于 是 有 的 学 者 就 指责 说 ， 


中 国 的 古代 数学 不 具有 指导 其 他 学 和 和 


力 。 


进行 理论 建构 的 能 


但 是 , 由 以 上 的 论述 我 们 已 经 知道 ， 数 学 对 文化 系 
统 中 各 个 学 科 的 建构 指导 能 力 束 要 地 并 不 取决 于 数学 自 


身 ， 而 是 取决 于 数学 在 文化 系统 9 
国 古代 数学 作为 技艺 始终 处 于 文化 系统 的 最 下 层 一 一 实 
站 技能 层面 ， 因 此 ， 当 然 也 就 不 可 
产后 重 要 的 影响 或 发 挥 直接 的 指导 作用 。 
PE 为 一 个 案例 ， 我 们 在 此 述 可 对 
和 西方 的 发 展 作 一 简单 比较 。 具 体 地 说 ， 由 第 五 章 的 论 


所 处 的 庆 次 。 由 于 中 


能 对 其 他 学 科 的 建设 


天 文学 在 古代 中 国 


述 我 们 已 经 知道 ， 西 方 天 文学 的 进步 并 不 仅仅 在 于 它 的 
计算 和 观察 ， 更 为 重要 的 是 它 利用 数学 构造 了 天 文学 的 


理论 体系 。 例 如 ,尽管 日 心 说 在 他 


立 之 初 并 没有 超过 地 


心 说 的 观察 证 据 ， 但 是 ， 它 的 简洁 的 数学 构造 使 其 在 与 


地 心 说 的 比较 中 占 了 优势 ， 并 


fF 使 府 


的 情况 下 对 此 坚信 不 移 。 与 # 


5 相 上 


中 


F 多 人 在 缺乏 观察 证 据 


国 古 代 天 文学 就 


观察 和 计算 所 应 用 的 方法 而 言 ， 应 当 说 并 不 比 二 希腊 和 
中 世纪 欧洲 的 天 文学 带 色 ,但 是 ， 就 理论 的 构造 而 言 


尽管 中 国 古代 的 天 文学 具有 三 种 不 同 的 理论 构造 模型 
即 盖 大 说 、 尖 大 说 和 宣 夜 说 , 但 这 些 几 乎 都 属于 按 《 周 
易 》 的 思维 方式 构造 而 成 的 同一 体系 ,特别 是 ， 这 种 按 
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照 忻 亏 影 影响 、 相 互 作 


的 有 利 


论 无 法 依据 数学 方面 的 考察 进行 比较 ， 
的 天 文学 也 就 没有 能 够 通过 相互 竞争 取得 真 小 的 进步 ， 


而 是 在 历史 的 进程 中 
综 上 可 见 ， 数 学 
所 处 的 层面 、 以 及 


日 此 而 产 4 


祝 滞 不 前 。 亿 
文化 史 对 
E 的 作 


o 


入 理解 不 
索 。 


同 的 学 科 构 


图 数学 文化 史 的 
理性 精神 提供 了 重要 
般 地 说 ， 中 国 


技术 的 过 程 ， 
学 、 民 主 的 大 旗 更 对 
了 强烈 的 冲击 ; 但 


特别 是 ，* 


日 是 ， 


造 方法 的 形成 


改变 或 重建 而 言 ， 则 

具体 地 说 ， 构 成 
维 方 式 ， 在 我 们 走向 
式 不 断 
和 理性 精神 的 吸收 ， 


非 逻 辑 的 一 面 即 会 影响 人 们 对 以 数 
现代 科学 理性 精神 的 接受 。 


地 有 多 高 产 "， 相 信 
中 国 传统 文化 中 非 逻 


中 王 完 昌 : 
1989。 
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又 需要 经 过 一 个 很 
中 国文 化 理性 
项 


精神 


特别 是 ， 中 


例如 ， 
“ 抓 革命 ， 促 生 7 
辑 相 关联 的 特殊 理 | 


学 再 
相信 
产 ”， 显然 就 表明 


从 而 ， 


“人 有 多 大 


隆 侧 而 。 


洲 洒 组 


宇宙 观 所 构造 的 天 文学 理 
中 国 占 代 


数学 在 整体 性 文化 系统 中 
的 分 析 ， 为 我 们 
诛 因 提供 了 重要 的 线 


研究 也 为 我 们 深入 研究 民族 文化 的 
启东 。 
文化 的 现代 发 展 在 很 大 程度 十 即 可 
说 是 一 个 不 断 批判 自身 、 a 受 新 思想 、 新 利 
”时 期 的 新 文化 运动 高举 科 

以 全家 学说 为 代 家 的 传统 文化 形 
就 文化 传统 、 特 别 是 理性 精 
长 的 历史 过 程 。 
的 整体 相关 性 
代 化 的 过 程 中 必然 地 会 以 各 利 
也 表现 出 来 ， 从 而 影响 民族 文化 对 现代 科学 思 
国文 化 中 的 主观 感悟 、 
性 精神 为 底 区 的 


学 


成 
的 


刘 ， 
了 


《数学 与 人 类 文明 》， 第 123 ~ 129 页 ， 延 边 ， 延 边 大 学 出 版 社 ， 


第 七 齐 


5 此 相对 照 ， 以 全 定性 、 遇 辑 过 程 性 、 形 式 构造 性 
为 代表 的 理性 精神 应 当 说 表现 了 近代 逢 


征 。 然 而 ， 中 国文 化 在 接受 西方 的 科 
别 注意 色 它 所 代表 的 西方 文化 的 理 1 
中 国 传统 文化 所 固有 的 特定 理性 精 


于 现代 科学 患 起 的 深入 理解 和 吸收 。 


于 中 国 走 向 世界 、 走向 规 代 化 而 凌 ， 
现代 理性 精神 的 培养 ， 而 这 种 培养 上 
就 是 我 们 不 应 把 数学 仅仅 看 成 是 各 


正如 前 面 的 论述 所 已 表明 的 ， 中 区 文化 对 数学 的 理 
解 以 及 对 于 数学 思维 方法 、 数 学 理性 精神 的 应 用 事实 上 
就 是 造成 中 出 文化 理性 差异 的 个 重要 因素 。 从 出 ,并 


中 西 获 学 的 文化 比较 


:组 的 主要 特 
| 学 技术 时 其 没有 特 
生 精 神 ， 恰恰 相反 ， 
往 入 阳 但 了 人 们 天 


我 们 就 应 商 度 重视 
作 的 … 个 重要 方面 、 
知识 、 一 种 应 用 的 


方法 ， 而 应 把 它 当 向 -种 三 性 思维 的 方式 . 一 种 理性 精 
神 。 也 正 是 在 这 样 的 意义 上 ,我们 就 可 以 说 ， 数 学 文化 
史 的 研究 即 为 我 们 深入 认识 民族 文化 中 的 理性 精神 与 数 
学 教育 的 文化 意义 提供 了 重要 的 启 水 。 对 于 后 誉 我 们 将 
在 第 一 篇 中 作出 进一步 的 分 析 和 论述 。 
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本 篇 分 别 从 宏观 和 微观 的 角度 对 数学 的 文 
化 价值 进行 了 分 析 ， 即 是 具体 指明 了 数学 对 于 
整个 民族 理性 精神 的 形成 、 以 及 对 于 人 们 养 成 
良好 思维 习惯 的 重要 作 骨 ， 历 史 的 回顾 在 这 一 
部 分 的 讨论 中 也 占有 重要 的 地 位 :然而 ， 从 总 
体 上 说 ， 笔 者 所 关注 的 主要 是 如 何 更 好 地 去 发 
挥 数 学 的 文化 价值 ， 特 别 是 ， 这 即 为 我 代 进 一 
步 改进 数学 教育 提供 了 直接 的 启示 。 


第 八 章 数学 与 理性 


第 八 章 ”数学 与 理性 


就 一 个 民族 或 国家 的 生存 与 发 展 布吉 ， 理 性 精神 应 
当 说 具有 特别 的 重要 性 ， 因 为 ， 它 集中 地 体现 了 人 们 对 
于 外 部 的 客观 址 界 与 日 身 的 总 体 性 看 法 或 基本 态度 。 就 
西方 理性 精神 的 形成 和 发 展 而 谊 ， 数 学 应 当 说 发 控 了 十 
分 重要 的 作用 ， 从 而 ， 这 就 从 宏观 的 角度 最 为 清楚 地 表 
明了 数学 的 文化 价值 。 


8. 1 西方 理性 精神 的 形成 和 发 展 

在 众多 的 古代 文明 中 ， 为 什么 古 希 腊 文 化 会 受到 人 
们 特别 的 关注 ? 对 这 个 问题 当然 可 以 从 各 个 角度 去 进行 
分 析 ， 然 而 一 个 上 分 重 此 的 原因 则 显然 在 十 : 在 人 类 历 
史上 止 是 十 希腊 人 首先 对 自然 界 采 取 了 一 种 理性 的 态度 
或 立场 ， 而 这 事实 上 也 就 是 理性 精神 在 人 类 历史 上 的 最 
早 参 芽 。 

具体 地 说 ， 人 在 时 十 古 希 腊 时 代 或 与 之 回 期 的 各 个 十 
代 文 明 中 ， 人 们 可 以 说 基本 上 处 于 蒙昧 无 知 的 状态 ， 特 
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别 是 ， 自 然 界 被 认为 是 混乱 、 神 秘 、 变 化 无 常 和 怒 怖 的 
自然 界 的 一 切 现 象 、 人 包括 人 类 的 命运 都 由 天 神 所 操纵 ， 
或 者 说 ， 即 是 由 天 神 的 畜 经 究 乐 所 吉 接 支 瑟 和 决定 的 ， 
这 样 ， 除 去 依 首 听命 以 外 ， 人 们 就 不 可 能 有 任何 别 的 选 
拌 。 与 这 种 原始 的 愚昧 状态 相对 立 ， 古 希腊 的 智者 们 对 
自然 界 采取 了 一 种 全 新 的 态度 。 这 就 正如 克 莱 因 所 指出 
， 的 :“ 任 何 值得 一 提 的 文明 都 探索 过 真理 。 思 索 的 人 们 尽 
管 不 能 , 但 总 是 试图 去 埋 解 复杂 多 灾 的 自然 现象 ， 去 解 


人 类 如 何 定居 在 这 个 地 球 上 的 谜 题 ， 去 再 明 叫 人 生 的 
目的 ， 去 探索 人 类 的 归 
问题 的 回答 都 是 宗教 领 
只 有 十 希腊 文明 是 个 例 


宿 。 在 所 有 早期 的 文明 中 ,这 些 


袖 给 出 的 ， 并 为 人 们 所 普遍 接受 。 


外 。”“ 和 希腊 的 智者 们 对 自然 采取 


了 一 种 全 新 的 态度 。 这 种 态度 是 理性 的 、 批 判 性 和 反 宗 


教 的 。 神 学 中 十 帝 按 其 


意志 创造 了 人 和 物质 世界 的 信仰 


被 抛弃 了 。 智 者 们 终于 得 出 了 这 样 的 观念 : 自然 是 有 序 
的 ， 按 完美 的 设计 而 恒定 地 运行 着 。…… 这 种 设计 , 虽 
然 不 为 人 的 行为 而 影响 ， 却 能 被 人 的 思维 所 理解 ”区 菜 


以 理解 的 规律 "， 其 


PD 
o 


事实 上 ,十 希腊 人 力 


不 成 功 的 努力 。 例 如 ， 


并 曾 明 确 地 指出 ， 古 希腊 人 之 所 以 能 “ 扎 除 故弄玄虚 、 
神秘 主义 和 对 自然 运动 的 杂乱 无 章 的 认识 ， 而 代 之 以 可 
“决定 性 的 一 步 是 数学 知识 的 应 


图 理解 自然 界 在 最 初 只 是 一 种 
在 古 希 腊 文 明 的 早期 ， 爱 奥 尼 亚 


学 派 《公元 前 6 或 7 世纪 ) 的 自然 哲学 家 在 世界 的 本 原 这 


199 作 克 荣 因 :《 数 学 : 确定 性 的 下 失 》， 第 1 .4 页 ， 长沙， 湖南 科学 技术 出 版 社 ， 
7。 


276 


第 八 阐 ”教学 与 理性 

一 问题 上 就 曾 倾注 了 大 量 的 精力 ， 按 亚 里 上 多 德 的 说 法 ， 
爱 奥 尼 亚 宇宙 析 学 的 特征 是 ， 克 论 何 时 它 的 信徒 问 “ 件 
么 是 自然 ?” 他 们 都 立刻 将 此 问题 转化 为 “事物 是 由 什么 
组 成 的 ?” 或 者 “什么 是 宇宙 的 基 元 ?” 而 且 ， 在 爱 奥 尼 
亚 学 派 的 哲学 家 们 看 米 ， 自 然 界 诸多 事物 事实 上 是 出 共 
同 的 “ 基 元 ”所 组 成 的 ， 凋 后 者 则 义 或 者 被 归结 为 某 入 
(或 几 种 ) 具体 的 物质 ， 如 泰勒 土 所 猜想 的 水 ， 阿 服 克 西 
米 尼 所 设想 的 空气 等 ， 或 者 被 归结 为 一 种 没有 任何 内 在 
恬 质 的 抽 锭 观念 ， 即 如 阿 那 克 西 芭 德 所 说 的 “无 限 者 ”- 
但 是 ， 无 论 采 取 哪 一 种 说 法 ， 人 在 理论 上 又 痢 存 在 难以 克 
服 的 困难 ， 因 为 ， 如 果 诸 多 的 事物 都 足 由 同 一 种 基 元 纵 
成 的 ,那么 ， 我 们 又 应 如 何 去 对 它们 之 间 的 差异 作出 解 
释 呢 ? 由 于 在 此 并 不 存在 由 均一 的 原初 物质 到 它 所 组 成 
的 无 限 丰 富 的 白 然 界 的 “任何 逻辑 途径 "，“ 因 此 ， 欧 六 
自然 科学 的 第 一 个 伟大 事业 以 失败 告终 了 。”: 
也 正 是 在 上 述 的 意义 上 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 即 可 说 是 
在 古 希 腊 理 性 精神 的 历史 发 展 中 前 进 了 一 大 步 ， 内 为 ， 
正如 第 四 章 中 所 已 指出 的 ， 毕 达 哥 拉 斯 学派 由 谐音 的 全 
究 逐 步 建立 起 了 这 样 的 信念 : 数学 构成 了 一 切 事物 和 现 
象 的 木质。 特殊 地 ， 这 也 就 使 得 人 们 有 可 能 对 爱 奥 尼 亚 
学 派 所 向 临 的 难题 作出 回答 。 这 就 是 指 ， 事 物 的 差异 茹 
以 被 归结 为 数学 上 的 差异 ， 也 即 只 是 一 种 结构 形式 上 的 
差异 ， 而 并 非 构 成 物质 的 差异 。 

正 由 于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 以 让 已 关 于 谐音 的 成 功 全 究 


中 柯 林 式 第 ;:《 自 然 的 观 售 》， 第 45 页 ， 北 京 ， 华 套 出 版 社 。1990。 
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作为 哲学 研究 的 直接 出 发 点 ， 因 此 ， 这 事 


实 上 也 就 为 人 


们 牢固 地 建立 以 下 的 认识 提供 了 必要 的 信心 : “自然 界 是 
有 规律 的 ， 这 种 规律 也 是 可 以 为 人 们 所 认识 的 ”另外 ， 


其 关于 “万 物 篆 数 ”的 根本 主张 由 更 为 人 们 指明 了 具体 


的 努力 方向 : 我 们 即 可 通过 数学 的 研究 来 揭示 自然 近 的 
规律 ， 或 者 说 ， 数 学 即 是 为 人 类 提供 了 打开 自然 界 奥秘 


的 钥匙。 


就 如 第 四 章 中 所 已 提 及 的 ， 毕 达 哥 拉 斯 掌 派 关于 数 
量 关系 移 成 了 一 切 事物 和 现象 的 本 质 的 信念 在 柏拉图 那 


里 又 得 到 了 进一步 的 强 


E。 具 体 地 说 ， 按 照 柏 拉 图 的 观 


念 ， 我们 在 此 必须 对 真实 的 “理念 世界 ”与 作为 其 不 完 


善 摹 本 的 “现实 世界 ” 轧 
中 所 处 理 的 都 是 理想 的 寻 


超越 现实 世界 并 获得 关于 理念 


条 合适 的 途径 。 这 也 就 如 


以 明确 区 分 ; 另外 ， 由 于 数学 


由 此 ， 这 事实 上 就 为 我 们 
+ 界 的 真正 知识 提供 了 一 


克 莱 因 所 指出 的 ;“ 数 学 就 为 心 
灵 做 好 了 思考 更 高 级 思维 形式 


的 准备 。 通 过 使 心灵 抛弃 


对 可 感知 和 易 逝 事物 的 思考 ， 而 转向 对 永恒 事物 的 沉思 ， 
这 样 数 学 就 净化 了 心灵 。 这 种 超度 的 方式 ， 通 过 数学 达 
到 了 对 真 、 普 、 美 的 理解 ， 并 进而 接近 上 帝 。” 了 事实 .1- 
在 柏拉图 看 来 ， 上帝 就 是 一 个 几何 学 家 ， 或 者 说 ， 上 帝 
即 是 按照 几何 的 模式 来 创造 世界 的 ， 从 而 ， 我 们 自然 也 
就 可 以 通过 数学 的 研究 来 认识 世界 。 

一 般 地 说 ， 上 述 关于 数量 关系 构成 了 一 切 事物 和 现 


象 本 质 的 认识 即 可 被 称 为 所 谓 的 “ 毕 达 哥 拉 斯 一 柏拉图 


串 ” 克 莱 因 ，《 西 方 文化 中 的 数学 ?第 33 页 ， 台 北 ， 九 章 出 版 社 ，1995。 
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传统 ”， 而 由 两 方 文明 的 实际 考察 我 们 又 可 看 出 ， 这 - 传 
统 曾 在 西方 社会 中 长 期 占据 了 主导 的 地 位 ， 特 别 是 ,一 
些 曾 在 近代 自然 科学 的 形成 过 程 中 发 挥 重 要 作用 的 科学 
家 ， 如 经 魏 尼 、 开 普 勒 、 伽 利 略 、 笛 卡尔 、 惠 揭 斯 和 后 
赖 等 ， 事实 上 者 处 十 这 一 传统 之 中 ， 央 为 ， 他 们 的 工作 
目标 孝 是 确立 定量 的 数学 上 的 规律 ， 也 即 芍 力 地 去 揭示 
自然 界 的 数学 设计 方案 。 当 然 ， 科 学 的 成 功 反 过 来 义 进 
- 步 强 化 了 这 样 的 信念 ， 即 自然 界 基 有 规律 的 ， 而 且 ， 
我 们 可 以 借助 数学 获得 关于 这 些 规 律 的 认识 ， 
例如 ,由 笔者 的 亲身 体验 ,以 下 的 事实 虽然 十 分 简单 ， 
只 需 通过 简单 的 实验 就 可 实际 地 如 以 检验 :光线 由 镜面 反 
射 时 ,光线 的 入 射 角 恰 好 等 于 反射 角 ( 图 7); 但 是 ,出 于 几 
何 中 已 经 迹 明 了 这 一 路 线 是 最 揭 的 (准确 地 说 , 这 就 是 指 ， 
如 打点 A 与 点 日 位 于 直线: 的 同一 侧 , 那 么 ,在 由 直线 上- 任 
一 点 Q 与 4.B 两 点 连结 所 成 的 诸多 折线 AQB 中 ,以 折线 
APB 为 最 得 ,其 中 点 已 满足 一 APM = 和 人 BPN), 因 此 ,这 
无 疑 就 会 使 人 产生 这 样 的 信念 , 即 白 然 界 确实 是 按照 数学 
法 则 设计 而 成 的 。 
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从 而 ， 总 的 来 说 ， 就 西方 社会 而 言 ， 在 所 说 的 理性 
精神 与 数学 之 间 我 们 就 可 看 到 一 种 相 女 促进 、 互 相 强 化 
的 共生 现 象 ， 而 这 当然 也 就 最 为 清楚 也 表 明了 数学 对 于 
理性 精神 的 形成 和 发 展 有 着 十 分 重要 的 作用 。 

事实 上 ， 除 去 上 述 的 相互 促进 、 互 相 蝇 化 的 现象 以 
外 (对 此 在 下 面 还 将 作出 进 - - 步 的 论述 }， 在 历史 上 我 们 
还 可 看 到 圾 一 种 截然 相反 的 情况 ， 在 中 世纪 的 黑暗 年 代 
中 ， 理 性 精神 与 数学 在 欧洲 同时 路 入 了 困境 ， 并 表现 出 
了 发 展 的 停顿 、 甚 至 是 倒退 。 有 显然 ， 就 本 节 的 论题 而 言 
这 即 是 从 反面 同样 表明 了 在 理性 精神 与 数学 之 间 确 实 存 
在 有 相互 制约 、 互 相 影响 的 密切 联系 。 
具体 地 说 ， 正 如 第 四 章 中 所 已 指出 的 ， 中 世纪 的 欧 
处 于 教会 的 绝对 控制 之 下 ， 而 其 主要 特征 之 一 即 是 对 
于 宗教 神学 的 言 目 信 仰 ， 特 别 是 ， 圣 经 更 被 看 成 是 -- 切 
知识 的 源泉 ， 并 就 构成 了 判断 各 种 真理 的 最 高 权威 。 这 
就 正如 著名 神学 家 奥古斯丁 所 提 及 的 :“ 从 和 圣经 以 外 获得 
的 任何 知识 ， 如 果 它 是 有 和 害 的 ， 理 应 加 以 排斥 ; 如 果 它 
是 有 益 的 ， 那 它 是 会 包含 在 兰 经 里 的 .” 显 然 ， 在 这 样 的 
情况 下 ， 当 时 的 思想 界 表 现 出 思想 僵化 、 教 条 刻板 、 言 
日 信赖 权威 、 俐 向 于 神秘 主义 等 特征 就 十 分 自然 了 ;， 又 
于 这 些 倾 向 都 是 与 古 希腊 的 理性 精神 直接 相对 立 的 ， 
因此 ， 这 事实 上 就 代表 丁 理 件 精神 的 一 次 大 倒退 。 
与 理性 精神 的 衰退 相对 应 ， 数 学 在 中 纪 纪 的 欧洲 也 
陷入 了 停 灌 的 状态 。 例 如 ， 著 名 数学 史家 克 莱 因 就 曾 指 
世 :“ 从 500 到 1400 年 ， 整 个 基督 教 世界 里 ， 没 有 任何 有 
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影响 的 数学 家 。.” 造成 这 一 规 象 的 一 个 重要 皮 过 就 在 于 
“数学 在 -个 自由 的 学 术 气 祭 中 最 能 获得 成 功 "， 而 基督 
教 的 统治 当然 不 可 能 造成 这 样 一 种 气氛 。 

然而 ， 又 如 第 四 章 中 所 已 指出 的 ， 随 着 基 和 芝 教 神学 
的 深入 发 展 ， 它 必然 地 也 会 提出 如 何 从 理论 上 对 月 身 的 
合理 性 作出 论证 的 任务 。 这 任务 是 由 车 名 神学 家 托 马 
斯 ' 阿 硅 那 完成 的 ， 而 其 最 终结 果 就 是 那 本 苦 名 的 《神学 
大 全 》 一 一 在 共 中 他 成 功 地 将 业 里 」: 多 德 的 哲学 与 基督 
教义 综合 成 了 -个 演绎 体系 ， 而 这 不 仅 为 基 芝 教 神学 提 
供 了 最 透 御 、 最 全 面 的 解释 ， 而 且 也 为 理性 的 复归 旧 启 
了 大 门 。 

具体 地 说 ， 对 于 其 督 教义 的 理论 论证 事实 上 就 是 上 
帝 “ 理 性 化 ”的 过 程 ; 而 也 正 央 为 此 ,在 中 世纪 后 期 ， 
教会 和 经 院 哲学 家 们 就 极力 鼓 总 人 们 努力 地 去 领悟 上 徐 
对 自然 的 意图 。 这 就 是 说 ,种 然 界 是 由 上 帝 设 计 安 排 的 
而 人 入 则 应 努力 去 领悟 上 帝 的 推理 、 卓 的 和 音义。 当然 ， 
在 教会 和 经 院 哲 学 家 看 来 ， 后 … 方 向 上 的 成 功 盛 疑 就 是 
对 于 上 帝 的 无 上 智慧 、 匹 上 染 光 的 最 好 证 时: 然 面 ， 在 
当时 的 历史 条 件 下 ， 这 又 确实 为 人 们 实际 地 去 从 事 日 然 
界 的 研究 开辟 了 现实 的 可 能 性 。 

千丈 地 ， 又 如 前 面 所 已 指出 的 ， 在 文艺 复兴 前 后 ， 
我 们 更 可 看 到 基督 教 神学 与 “ 毕 达 可 拉 斯 - 柏拉图 传统 ” 
的 一 种 “联姻 ”"。 这 地 是 指 这 样 的 一 种 认识 ; |: 帝 正 是 按 
照 数学 模式 创造 了 世界 ， 从 而 ， 数 学 也 就 是 入 们 了 解 自 


全 克 业 因 : 《西方 文化 中 的 数学 》、 第 则 页 ， 台 北 . 九 章 出 版 入，1995- 
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然 、 也 即 了 解 上 帝 对 自然 界 意 图 的 一 条 必由之路 。 从 上 
史 的 角度 看 ,后 者 不 仅 造 成 了 数学 的 复兴 ， 而 且 也 直接 
促成 了 理性 精神 的 复活 。 例 如 ， 这 就 正如 克 业 因 所 指出 
的 :“ 上 帝 的 方法 是 正确 的 ， 人 们 可 以 证 明 其 正确 性 。 因 


此 ， 中 世纪 晚期 的 学 者 ， 特 别 是 经 院 哲 学 家 ， 不 仅 为 近 


代数 党 和 科学 的 诞 牛 提供 了 理 折 


环境 ， 而 并 给 文艺 复兴 


时 期 的 大 思想 家 传授 了 这 样 的 观点 : 自然 界 是 上 帝 创 造 


的 ， 上 . 帝 的 方法 能 为 人 们 所 领悟 
事实 上 上， 就 文艺 复兴 


9 


中 


eo 


时 期 各 个 大 思想 家 的 思想 倾向 


而 言 ， 我 们 似乎 可 以 看 到 一 种 十 分 明显 的 矛盾 ， 即 其 一 
方面 表现 出 了 对 于 思想 自由 、 对 于 从 宗教 和 经 院 哲 学 的 
统治 下 获得 感想 解放 的 极度 汐 望 ， 特 别 是 ， 他 们 不 再 对 
基 经 和 亚 里 土 多 德 的 著作 采取 盲从 的 态度 ， 而 是 善 遍地 


采取 了 一 种 批判 的 立场 ， 他 们 并 
i 的 学 究 式 的 、 


取代 了 先前 


F 用 对 自然 界 的 直接 研究 


引经据典 的 研究 方法 ; 但 是 ， 


作为 具体 的 人 ， 这 些 思想 家 又 是 在 宗教 世界 这 样 一 个 特 
殊 的 环境 中 生长 和 受 教 育 的 ， 从 而 ， 他 们 就 不 可 能 轻易 
地 背叛 基督 教 的 基本 教义 ， 以 免 成 为 世俗 意义 上 的 罪人 。 

显然 ,上述 的 “矛盾 ”也 就 更 为 清楚 地 表明 了 文艺 
复兴 时 期 的 大 思想 家 们 为 何 普 遍地 接受 了 这 样 的 观念 ; 
上 帝 是 有 理性 的 ， 他 按照 数学 规律 设计 、 创 造 了 整个 世 
界 , 从 而 ， 人 们 就 可 通过 直接 的 探索 去 发 现 自然 规律 
而 这 事实 二 也 就 是 对 于 王 帝 存 在 竹 的 直接 证 明 。 因 为 ， 
只 有 这 样 ， 他 们 才能 顺利 地 摆脱 上 述 的 “矛盾 处 境 "， 而 


中 克 莱 因 ; 《西方 文化 中 的 数学 ?》， 第 98 页 ， 台北 ， 九 章 出 版 社 ，1995。 
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用 ， 这 就 为 他 们 积极 地 去 从 事 自然 界 的 研究 提供 了 重要 
的 动力 和 信心 ， 因 为 按照 这 样 的 认识 ， 对 于 大 自然 数 
学 规律 的 探求 不 仅 是 一 种 完全 合法 的 宗教 活动 ， 而 秆 必 
然 地 会 受到 上 帝 的 垂直 和 鼓励 。 

例如 ,文艺 复兴 时 期 的 各 个 著名 学 者 ， 如 哥 卢 尼 、 
开 普 勒 、 锦 利 略 、 笛 卡尔 、 菜 布 尼 慈 和牛 题 等 ， 几 曾 向 
三 谈 到 上 帝 通 过 他 的 数学 方案 给 了 宇宙 以 和 谐 ， 如 伽 利 
略 所 说 : “上 沉 企 自然 界 的 规律 中 令 人 赞美 地 体 志 出 来 的 
并 不 亚 于 他 在 圣经 宁 们 中 所 表现 的 *” 另 外 ， 业 布 尼 兹 则 
曾 更 为 明确 地 提出 : “世界 是 按 上 于 帝 的 计算 创造 出 来 的 :” 
从 而 ， 侠 究 数 学 的 道路 ， 就 是 通 向 上 帝 、 舟 近 上 帝 之 路 . 
一 般 地 说 ,这 又 正如 英国 数学 家 、 黄 名 哲学 家 怀特 海 所 
指出 的 ， 我 们 在 此 即 可 看 到 一 种 “本 能 水 平 ” 上 的 强烈 
人 

“我 的 意 吊 是 指 那 不 可 动摇 的 信仰 ， 即 所 发 生 的 每 一 
事件 的 细节 都 可 以 按照 给 一 般 原 理 作出 例证 的 完全 确定 
的 方式 同 它 的 先导 联系 起 来 。 没 有 这 个 信仰 ， 科 学 家 的 
难以 置信 的 劳动 就 没有 希望 。 正 是 这 个 本能 信念 ， 折 后 
E 地 惹 在 想象 之 前 ， 成 为 研究 的 动力 ， 相信 这 里 有 -个 
忆 密 。 这 个 信念 是 怎样 被 活生生 地 植 人 欧洲 思想 之 中 的 
Ca 

“ 当 我 们 把 这 个 欧洲 人 的 思想 状态 和 此 他 文明 的 态 嵌 
一 对 比 的 时 候 ， 好 像 它 只 有 一 个 源泉 。 它 “ 定 是 米 源 
于 中 世纪 对 于 上 帝 理性 的 坚持 ， 这 个 上 帝 被 想象 为 只 有 


全 普 里 高 涩 、 斯 唐 热 ， 《从 混沌 到 有 序 y， 第 84 页 ， 上 海 ， 上 海 译文 出 版 社 ， 
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耶和华 的 
细节 都 被 


个 人 能 力 以 及 某 位 古 希腊 哲学 家 的 理性 。 每 个 
监督 着 和 命令 着 : 对 日 然 进行 探索 的 结果 只 能 


证 明 上 忠于 理性 的 正确 性 。 请 记 住 ， 我 并 韭 在 谈论 几 个 人 


的 明确 信 
生 的 欧 浊 
而 不 仅 是 字 商 上 的 教义 ,” 


容易 看 出 ， 人 怀特 海 所 说 的 “本 能 信念 ” 
味 着 对 于 上 帝 的 信仰 只 是 文化 传统 的 一 种 表现 ， 具 
于 在 一 定 生活 环境 中 、 并 按照 


地 就 是 
而 不 知 不 觉 形 成 的 ， 然 而 
际 上 是 被 召唤 来 为 世界 
中 着 科学 
领域 。 
的 
这 样 的 
的 一 个 发 


“第 一 


各 


展 过 程 ， 因 为 ， 


思想 上 的 印记 。 我 这 号 


推动 "， 进 而 ， 到 了 拉 普 控 斯 ， 他 就 
恨 设 了 ”! 显然 ， 这 一 过 程 事实 上 也 


与 宗教 社 
经 知道 ， 
历史 在 此 选择 了 一 条 

由 上 帝 逐 渐 被 请 出 


学 直接 相 冲突 


。 就 其 实质 两 言 ， 
的 可 理解 性 提供 基础 
的 发 展 ， 上 上 帝 最 终 就 不 可 避免 会 被 逐 出 科学 的 
即 如 在 牛顿 那里 上 帝 的 作用 已 被 仅 


是 指 从 几 个 性 纪 的 坚信 不 疑 中 产 
有 指 的 是 本 能 的 思想 状态 


事实 上 就 意 
主要 


Ee 


“下 


- 帝 实 
从 而 ， 


汐 方 式 
“基督 
的 。 


限于 作出 所 请 
“不 再 需要 
就 是 理性 精神 


就 其 本 质 而 言 ， 理 性 精神 即 是 
的 ; 当然 ， 由 上 而 
这 又 并 非 是 一 个 直截了当 的 简单 过 程 ， 匆 
折 迁 回 的 途径 。 
科学 领域 的 过 程 我 们 也 就 可 以 更 
为 清楚 地 着 到 数学 在 理性 精神 发 


的 论述 我 们 已 
宁 说 ， 


展 过 程 中 的 重要 作用 。 


具体 地 说 ， 正 如 科学 史 的 研究 所 已 清楚 地 表明 的 ， 


对 


在 近代 自然 科学 的 形成 


以 下 转变 具有 特别 的 重要 性 ， 员 
为 问题 ， 也 即 应 当 满 足 于 对 于 事 
物 和 现象 的 数学 描述 ， 而 不 应 去 涉及 “为 什么 ” 


应 当局 限于 “怎么 样 ” 
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fF 程 中 ， 


由 伽利略 所 首先 倡导 的 


是 认为 自然 科学 的 研究 


的 问题 。 


第 八 名 ”元 学 与 理性 


二 的 分 析 主 要 地 


便利 咯 的 上 述 立场 是 与 前 人 、 特 别 是 与 亚 里 上 多 德 
的 作法 吉 接 相对 立 的 。 具 体 地 说 ， 在 从 事 
学 感 兰 时 ， 亚 里 主 多 德 所 关注 的 主要 是 
题 。 例如 ， 正 是 由 于 这 一 原因， 在 对 自然 现象 进行 说明 
十 ， 亚 里 上 多 德 太 上 革 以 后 的 经 院 后 学 家 们 就 常常 拆 诸 十 
所 谓 的 “ 终 骸 原 内 "， 特 别 吓 ， 他 们 更 因此 而 引入 了 作 
、 动 因 、 晶 的、 自然 位 置 和 非 归 然 位 置 等 概念 ; 然而 ， 
在 当时 的 历史 条 件 下 ， 这 种 关 二 终极 诛 
又 只 能 是 思辩 的 结果 ， 或 者 说 ， 即 在 很 人 程度 上 依赖 于 
大 胆 的 想象 或 天 才 的 猜测 一般 地 说 ， 乒 者 串 实 


自然 规律 的 折 
“为 什么 ”的 六 


可 


:也 就 


是 所 谓 的 “ 犁 然 哲 学 ”的 一 个 主要 特征 ， 凤 是 “ 几 理 息 
的 、 纪 想 的 联系 来 代 竺 尚 林 知道 的 现实 的 联系 ， 几 腑 短 


来 补充 缺少 的 事实 ， 几 纯粹 的 想象 来 填补 现实 的 空 户 ， 
从 而 ， 这 就 给 神秘 主义 、 包 括 宗教 述 信和 留 焉 极 大 的 生 


与 此 相对 照 ， 由 于 把 研究 的 日 光 旧 
么 样 "， 也 即 集中 于 自然 界 的 数学 规律 〈 对 伽利略 


“为 什么 ”转向 


来 说 ， 就 是 如 何 用 数学 准确 地 去 描述 事物 的 运动 )， 内 


此 ， 这 就 不 仪 使 数学 的 


也 位 再 一 次 得 到 了 人 确认 和 强化 ， 


而 且 也 使 科学 初步 地 与 宗教 神学 划 清 了 界线 ， 因 为 ， 按 
照 这 样 的 观点 ， 宗 教 神学 的 作用 仅 限 于 如 何 对 “为 什么 ” 
的 问题 作出 解释 ， 而 对 于 事物 和 坝 象 的 描述 则 完全 是 科 


学 的 任务 ， 从 而 ， 上 帝 导 


人 
位 。 


人 @ 《马克 思 怕 格 斯 全 集 》， 负 21 


卷 ,第 340 贝 、 北 京 ， 人 民 出 版 社 ，1965- 
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有 实 上 就 被 请 到 了 自然 科学 的 后 
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对 于 人 徊 利 路 的 上述 贡 献 科 学 史 党 家 们 普遍 给 予 了 极 
高 的 评价 。 例 如 ， 克 莱 因 就 曾 指出 : “近代 科学 成 功 的 秘 
密 ， 就 在 于 在 科学 活动 中 选择 了 一 个 新 的 月 标 。 这 个 
伽利略 提 出 的 、 并 为 他 的 后 继 者 们 继续 追求 的 新 的 目标 ， 
就 是 寻求 对 科学 现象 进行 独立 于 任何 物理 解释 的 定量 的 
描述 ”DD 另外 ， 也 正 是 从 上 述 的 角度 去 进行 分 析 ， 马 克 
思 ' 书 伯 更 把 所 说 的 转变 直接 称 为 近代 自然 科学 的 “ 雇 
魅 ”运动 。 

为 了 更 清楚 地 说 明 问 题 ， 我 们 并 可 以 牛顿 的 力学 研 
究 为 例 作 一 简单 的 分 析 : 

具体 地 说 ， 在 牛顿 以 前 ， 大 上 星球 的 运动 和 地 面 上 
物体 的 运动 通常 被 看 成 具有 完全 不 同 的 狂 质 ， 也 即 构成 
了 其 门 互 不 相干 的 学 科 的 研究 对 象 一 一 天 文学 和 力学 ， 
面 造成 这 种 现象 的 一 个 重要 原因 则 就 是 关于 “终极 原因 ” 
的 分 析 。 因 为 ， 在 后 一 种 研究 中 定性 的 分 析 其 有 特别 的 
重要 性 ,而 当时 的 普通 观念 则 认为 天 上 的 物体 与 地 上 的 
物体 具有 完全 不 同 的 性 质 ， 天 上 是 诸 神 居住 的 地 方 ， 在 
那里 一 切 都 是 完美 的 ， 而 地 上 则 是 卑微 的 人 类 的 寅 所 ， 
这 里 的 一 切 都 是 有 缺陷 的 。 

从 而 ， 尽 管 在 牛顿 以 前 ， 哥 白 尼 、 开 普 款 和 伽利略 
等 已 分 别 对 天 文学 和 力学 进行 了 深入 的 研究 ， 但 只 是 在 
牛顿 那里 ， 这 两 者 才 获 得 了 真正 的 统一 一 它们 被 纳入 
到 了 同一 个 力学 体系 之 中 。 然 而 ， 如 果 始 终 坚 持 先 前 的 
观点 ， 也 邑 认为 “为 什么 ”的 问题 是 最 为 重要 的 ， 那么， 


中 克 莱 因 : 《西方 文化 中 的 数学 》, 第 190 页 ， 人 台北， 九 章 出 版 社 ，1995- 
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牛顿 就 根本 不 可 能 在 这 一 方面 作出 自己 的 重 绰 贡献 ， 

应 当 提 及 的 是 ， 牛 顿 的 力学 研究 已 经 十 分 清楚 地 下 
明了 数学 在 这 一 过 程 中 的 重要 作 几 ， 央 为 ， 归 根 结 底 地 
说 ， 牛 种 的 力学 人 研究 主要 地 即 是 :种 数学 的 工作 ， 这 也 
就 是 说 ， 止 是 数学 为 牛顿 的 力学 研究 提供 了 必要 的 | 内 。 

具体 地 说 ， 为 了 建立 一 个 统一 的 理论 ， 一 个 首要 的 
任务 就 是 要 排出 这 样 的 一 个 力 ， 它 “正好 使 一 个 物体 在 
一 定 轨道 二 以 一 定 速度 运行 ”一 一 -在 牛顿 的 体系 中 ， 这 
就 是 所 请 的 “ 方 右 引 力 ”。 

牛顿 是 在 23 岁 时 作出 关于 万 有 吕 力 的 重要 发 现 的 。 
牛顿 本 人 曾 对 这 一 过 程 作 了 这 样 的 回忆 : “就 在 这 一个， 
我 于 始 想 到 把 重力 引伸 到 月 奈 的 轨道 |， 并 是 在 漠 清 怎 
样 估计 加 形 物 在 球体 中 旋转 时 二 于 球面 的 力量 之 后 ,我 
就 从 开 普 勤 关 于 行星 公转 的 周期 与 其 轨道 半径 的 一 分 之 
定律 中 ， 推 得 推动 行星 在 轨道 上 运行 的 力 
门 到 旋转 中 心 的 距离 成 反比 例 。 王 是 我 把 推 
i 上 运行 的 力 与 地 西 上 上 的 重力 加 以 比较 ， 发 
现 它们 差不多 密 全 。” 了 
牛顿 所 说 的 计算 大 致 是 这 样 的 ， 
月 党 围绕 地 球 运行 的 周期 Ti = 27.3 天 = 2.36 x 
10 秒 ,以 及 地 球 到 月 亮 的 距离 Di = 3.8 x 40 米 ,可 以 算 
出 月 党 在 轨道 上 运行 的 速度 为 
VH = 2xDi/Ts 
月 亮 的 向 心 加 速度 为 


站， 村 皮尔 : 《科学 史 》， 第 222 页 ， 北京， 商务 印 书 稍 ，1975、 
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a = VY /D1 = 42DiZTi = 0.0027 米 / 秒 ?。 


阳 运 行 的 周期 ,由 同样 的 计算 可 求 得 其 向 心 
a = 42D7T2， 
进而 ,如 果 以 mx 代表 行星 的 质量 ,我 丰 


如 果 以 也 表示 行星 凤 太 阳 的 距离 ,以 下 表示 行星 绕 太 


第 三 定律 立即 求 得 行星 所 受 的 向 心力 
F 


ma 


开 普 坦 务 


= 4r2 Dm/T?, 


式 代 人 上 式 上 上 


有 


F = 4r Cm /D?, 


这 就 是 说 ,太阳 对 
的 距离 的 平方 


由 于 太阳 


及 地 球 对 月 亮 的 吸引 
牛顿 看 来 ,由 上 面 的 计算 我 们 
吸引 力 与 这 一 


4 有 《8 = 


成 反比 。 


RR2AD1i， 


加 速度 为 


] 就 可 依据 牛顿 


二 定律 PAT> = C, 即 T? = D3AC., 将 此 


行星 的 吸引 力 应 与 太阳 和 行星 之 间 


对 行星 的 吸引 力 与 地 球 对 它 上 面 的 物体 以 
力 被 认为 具有 同样 的 性质 ,因此 ,在 
也 就 可 以 推 知 地 球 对 物体 的 
物体 到 地 球 距离 的 平方 成 反比 ,从 而 就 有 


其 中 g 为 地 而 上 物体 自由 落体 的 加 速 
径 。. 由 于 D1 = 60R, 由 此 就 可 算得 


48 


顿 确信 自己 的 理论 是 


x (1760)? = 0.0027 米 “ 秒 ?。 
这 样 , 两 种 计算 的 结果 就 是 “ 密 合 ” 的。 这 -- 结 果 使 牛 
E 确 的 ,这 就 是 说 ,太阳 对 行星 的 吸 
引力 与 地 球 对 月 亮 的 吸引 力 是 同一 种 力 ,这 也 就 是 地 球 吸 
引 苹 果 并 使 其 落地 的 力 。 这 样 , 数 学 的 计算 就 直接 帮助 牛 


顿 作出 了 万 有 引力 这 一 重要 的 发 现 。 


[万 有 引力 定律 的 具体 推导 过 程 是 这 样 
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的 : 
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通过 将 引力 公式 中 的 常数 C 归 因 于 太阳 的 质量 M .并 
把 42C 改 写成 &AMM ,上述 公式 下 := 4r2CnzD 就 变形 成 了 

F = kMm /D?, 

对 此 再 加 以 推广 , 我 们 就 获得 了 如 下 的 万 在 引力 定 
律 :任何 两 个 质点 之 闻 相 互 吸引 方 的 大 小 与 它们 质 基 的 乘 
积 成 正比 , 与 它们 之 间距 离 的 于 方 成 反比 , 共 方向 没 两 个 
质点 的 连 线 方向 。 
另外 ,出 万 有 引力 定律 和 运动 三 定律 推出 斤 普 山 夫 体 
运动 一 定律 的 过 程 则 与 前 面 的 发 现 过 程 恰好 相反 
正 是 太阳 对 各 个 行星 的 引力 使 其 绕 太 阳 作 贺 周 
运动 ,因此 ,由 万 有 引力 定律 ,我 们 就 可 立即 算得 

F = kMm /D?; 

另外 ,依据 运动 定律 ,我 们 又 可 得 知 : 当 物 体 作 圆周 运 
动 时 ,其 所 受到 的 力 (向 心力 ) 即 为 

F = ma = pw2/D = (m/DY2aD/TY — 4 mD/T? 
于 这 两 个 力 是 同一 个 力 ,从 而 就 有 
EMm /D’ = 4w mD/T?, 
由 此 就 有 
T2 = 4 DiI/EM。 
由 于 太阴 的 质量 M 和 都 是 常数 ,因此 (4 A&M) 也 
是 个 常数 , 即 与 行星 的 质量 无 关 , 对 此 我 们 可 简 记 为 C'， 
从 而 就 有 

T2 = CD, 

这 就 是 著名 的 开 普 勒 第 三 定律 。 这 一 定律 是 开 党 
经 过 多 年 疯 察 、 反 复 推 荐 后 十 得 到 的 ; 然而 ， 由 牛顿 定 
律 出 发 却 可 在 几 分 钟 兴 就 直接 推出 这 一 定律 ] 
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由 于 牛顿 力学 在 实践 中 获得 了 极 大 的 成 切 ， 特 别 是 
这 一 翌 论 十 分 成 功 地 预言 了 哈 错 芷 昨 的 复归 ， 以 及 海 十 
尿 和 择 壬 星 的 存在 ， 因 此， 这 就 被 誉 为 科学 的 最 高 成 就 
一 一 只 有 用 像 “ 非 凡 的 ”、 “可 敬 的 ”或 “惊人 的 ”这 样 
一 些 形 容 词 ， 科 学 家 们 才能 表达 他 们 对 牛顿 的 敬畏 。 当 
然 ， 就 人 类 对 于 自然 界 的 认识 而 言 ， 这 也 就 是 理性 精神 
的 伟大 胜利 ; 而 且 ， 由 上 面 的 介绍 我 们 可 以 清楚 地 看 出 ， 
又 正 是 数学 在 这 一 过 程 中 发 挥 了 核心 的 作用 。 也 正 因为 
此 ， 数 学 的 影响 就 远 远 超出 了 自然 科学 的 范围 ， 并 事实 
上 过 为 了 西方 文化 的 一 个 主要 特征 。 对 此 德国 芹 学 家 
人 
、 或 说 自然 科学 的 理性 的 实际 上 完全 不 可 和 避免 的 榜样 
作用 的 结果 。 | 自然 科学 具有 最 高 度 的 理性 ， 因 为 它 
是 受 纯 数 学 的 指导 的 ， 它 是 通过 归纳 的 数学 的 研究 而 获 
得 的 结果 。 难 道 这 不 应 成 为 一 切 真正 知识 的 楷模 吗 ? 难 
道 知 识 ， 如果 它 想 成 为 超出 自然 领域 之 外 的 真正 知识 的 
或 许 我 们 在 其 他 的 知识 
领域 内 也 具有 那 种 “ 生 而 固有 的 " 、 通 过 公理 和 演绎 的 方 
法 获得 必 真 的 数学 的 理念 。 当 然 ， 直 接 从 伽利略 起 的 理 
论 和 实践 的 重大 成 功 在 此 起 了 作用 。 从 而 ， 世 界 和 哲学 
呈现 出 全 新 的 面 狐 ; 世界 本 身 必须 是 理性 的 世界 ， 这 种 
理性 是 在 数学 的 自然 中 所 获得 的 新 的 意义 上 的 理性 ; 相 
应 地 ， 哲 学 ， 即 关于 世界 的 普遍 的 科学 ， 也 必须 被 建筑 
成 一 种 “几何 式 的 ”统一 的 理性 的 理论 。 了 


8 了 胡 塞 尔 : 《欧洲 科 学 危 仙 和 超 验 现象 学 ?， 第 72 页 ， 上 海 ， 上 海 译文 出 版 社 ， 


史 


事实 上 ， 
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近代 自然 科学 的 成 功 ， 其 影响 可 以 说 遍及 


思想 和 生活 的 每 一 个 领域 ， 人 包括 道德 、 政治 .技术 、 历 
、 社 会、 文学 等 。 从 而 ， 这 事实 上 就 创造 了 一 种 新 的 


文化 一 西方 现代 文化 ,而 后 者 的 一 个 主要 特征 就 是 数 
学 在 其 中 占有 


和 


应 当 首先 
的 、 伟 化 的 概 


了 特别 重 此 的 位 置 


8. 2 ”数学 理性 的 内 涵 


指明 的 是 , “理性 ”并 不 能 被 看 成 一 个 绝对 
念 ， 而 也 有 其 相应 的 历史 发 展 和 演变 过 程 ， 


而 且 ， 从 横向 的 角 超 看 ， 它 也 共有 - 定 的 文化 相对 性 ， 


上 


上 


神 称 为 “数学 
是 因为 数学 在 这 一 精神 的 形成 和 发 展 过 程 中 发 挥 了 特别 
重要 的 作用 。 
理性 ”的 内 涵 
大 致 地 说 ， 笔 者 以 为 ， 以 下 几 点 即 可 被 下 成 “数学 
性 ” 的 主要 内 涵 : 

1 主客 体 的 严格 区 分 ， 耐 二 在 自然 界 的 研究 中 ,我 
们 应 当 采 取 纯 客观 的 、 理 智 的 态度 ， 而 不 应 挫 杂 有 任何 
主观 的 、 情 感 的 成 分 。 


[是 对 于 不 同 的 民族 或 文化 可 能 共有 不 同 的 内 涵 〈( 串 参 
见 7. 2 节 )。 
介 


也 正 是 基于 这 样 的 认识 ， 在 以 下 的 讨论 中 我 


] 就 将 把 那 种 孕育 于 占 希 腊 文 明 、 并 伴随 着 近代 卓然 科 
学 的 形成 和 发 展 逐 步 定 型 和 不 断 得 到 强化 的 西方 理性 精 


理性 ”， 而 之 所 以 采用 这 样 一 个 名 称 ， 当 然 


特殊 地 ， 我 们 也 将 从 这 样 的 角度 对 “数学 
E 出 具体 的 分 析 。 


显然 ， 从 数学 的 角度 去 分 析 ， 这 种 客体 化 的 研究 立 
场 是 十 分 自然 的 。 事 实 上 ， 出 第 一 章 的 论述 我 们 已 经 知 
道 ， 这 正 是 数学 研究 的 -一 个 主要 特征 ， 即 尽管 数学 对 象 
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并 非 现实 世界 中 的 真实 存在 ， 而 只 是 抽象 思维 的 产物 ， 
但 是 ， 在 数学 研究 中 ， 我们 又 应 采取 纯 客观 的 立场 ,也 
即 应 当 把 数学 对 象 着 成 是 一 种 不 依赖 于 人 类 的 独立 存 
在 ， 并 通过 严格 的 逻辑 分 析 去 揭示 其 固有 的 性 质 和 棚 互 
关系 。 
蝎 为 一 般 地 说 ， 主 客体 的 严格 区 分 ， 也 即 承认 一 个 
独立 的 、 不 依 人 们 意志 为 转移 的 客观 世界 的 存在 ， 显然 
诗 构 成 了 自然 科学 研究 的 一 个 必要 前 提 ， 因 为 ， 归 根 结 
底 地 说 ， 自 然 科学 即 是 对 于 客观 世界 的 研究 。 
另外 ， 由 以 下 的 实例 我 们 也 许 就 可 很 好 地 理解 “ 理 
智 地 ”而 非 “ 情 感 地 ”去 从 事 研究 的 涵义 : 
第 五 章 中 已 经 提 到 ， 莱 布 尼 兹 不 仅 与 牛顿 - :起 最 昔 
创立 了 微 积分 理论 ， 而 且 也 被 公认 为 现代 逻辑 一 一 数理 
人 逻辑 一 一 的 创建 者 。 就 其 基本 的 涵义 而 言 ， 后 者 即 是 指 
这 样 的 一 种 逻辑 理论 ， 在 其 中 我 们 已 经 实现 了 御 底 的 符 
号 化 演算 化 和 系统 化 ， 从 而 ， 我 们 在 此 就 可 像 作 数学 
BE 样 去 从 事 膛 辑 的 研究 。 莱 布 尼 将 不 仅 在 历史 上 有 最早 地 
提出 了 上 述 的 使 多 辑 “数学 化 ”的 思想 ， 而 且 也 明确 地 
省 出 了 这 一 发 展 的 意义 。 莱 布 尼 兹 这 样 写 道 “要 是 我 少 
受 搅 扰 ， 或 者 是 更 为 年 青 些 ， 或 者 有 -- 些 年 青 人 来 帮助 
我 ， 我 将 作出 一 种 “通用 代数 " ， 在 其 中 ,一 切 推理 的 正 
确 性 将 化 归 为 计算 。 它 同时 义 将 是 一 种 通用 语言 ， 但 却 
和 日 前 现 有 的 -- 切 语言 完全 不 同 ; 其 中 的 字母 和 字 将 由 
推理 来 确定 ; 除去 事实 的 错误 以 外 ， 所 有 的 错误 将 只 是 
由 于 计算 而 来 。 这样 , “如 果 人 们 之 间 存 在 着 分 歧 ， 而 
他 们 勾 都 具有 解决 分 歧 的 良好 愿望 ， 所 需要 的 只 是 拿 起 
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笔 和 纸 ， 并 说 : 让 我 们 一 起 来 从 事 计 算 吧 1”” 

2， 对 日 然 界 的 研究 应 当 是 精确 的 、 定 量 的 ， 而 不 应 
是 含糊 的 、 直 觉 的 。 

最 然 ， 上 . 述 思 想 不 仅 直 接 关 系 到 科学 研究 的 基 木 方 
法 ， 亩 且 也 表明 了 科学 研究 的 基本 日 标 ， 即 是 要 揭示 自 
然 界 内 在 的 数学 规律 ; 另外 ， 从 根本 上 说 ， 这 又 可 以 被 
看 成 “ 白 然 界 是 有 规律 的 、 这些 规 律 是 串 以 认识 的 ”这 
一 基本 思想 的 基体 体 贡 和 进步 展 上 于。 出 于 这 一 恩 想 清 
楚 地 表明 了 “数学 理性 ”的 “数学 ”特征 ， 因 此， 在 所 
说 的 意义 上 ， 这 就 可 以 被 看 成 “数学 理性 ”的 核心 所 
在 。 


进而 ， 由 爱 因 斯 坦 的 以 下 论述 我 们 则 可 清楚 地 天 二 
上 述 思想 对 于 自然 科学 研究 的 特殊 重要 性 以 及 数学 在 其 
中 所 发 控 的 重要 作用 : “希腊 人 最 早 作 出 了 种 思想 体 
系 。 它 的 结论 是 谁 也 回避 不 了 的 。 然 后 ,文艺 复兴 时 代 
的 科学 家 把 系统 的 实验 同 数 学 方法 结合 起 来 。 这 种 结合 ， 
使 得 人 们 有 可 能 如 此 精密 地 表述 自然 规律 ， 并 且 有 可 能 
如 此 确定 地 用 经 验 米 入 验 它们 ， 结 果 使 得 趾 然 科学 中 不 
再 有 意见 的 根本 分 歧 的 余地 。” 这 也 就 是 说 ，“ 数 学 给 巴 
精密 的 自然 笠 学 以 某 种 穆 度 的 可 靠 性 ， 没 有 数学 ， 这 些 
科学 是 达 不 到 这 种 可 靠 性 的 。"? 

正 因为 定 景 的 、 精 确 的 研究 对 于 自然 科学 的 钙 究 有 
着 如 此 的 重要 性 ， 因 此 ， 在 不 少 学 者 看 来 ， 这 也 就 可 被 


全 Kneebone: 《Mathcmattcal Logie and The Foundations of Marhematics} , London, 
1963, P51 

各 爱 因 斯 坦 :《 爱 央 斯 地 文集 》， 第 . - 卷 , 第 136 - 137 员 ， 北 京 ， 商 务 纯 书馆 . 
1982。 
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看 成 客观 性 的 主要 标 
“第 一 性 质 ”和 “第 


二 性 质 


具体 地 说 ， 所 谓 


由 主体 所 赋予 它们 的 。 
例如 ， 


第 -- 狂 质 和 第 二 性 质 的 
被 直接 提供 给 心灵 时 ， 是 模糊 、 混 乱 和 矛盾 的 ， 从 而 
与 此 相反 ， 真 实 洪 界 事实 上 
征 的 世界 ， 从 而 ， 就 只 有 全 的 和 本 下 人 
永远 为 真 的 知识 。 


就 是 不 可 靠 的 ; 


才能 获得 确定 无 疑 、 


反 ， 不 能 定量 地 确定 的 1 


普 勒 就 兽 以 和 白 己 的 方式 对 自然 事物 作出 
区 分 。 他 指出 ， 当 知 


应 当 作 出 如 下 的 进步 区 
是 能 定量 地 确定 的 性 质 是 物质 所 真实 地 具有 的 ; 与 此 相 
性 质 则 并 非 物 质 所 固有 ， 


志 。 从 历史 的 角度 看 ， 这 就 是 关于 
”的 区 分 。 

“第 - -性 质 ” 与 “第 二 1 
指 对 于 物质 的 属 福 我 们 


性 质 ”"， 即 是 
分 : 凡 


识 通过 感 


， 伽 利 略 也 


曾 从 本 体 论 的 角度 提 # 
分 : 一 种 东西 是 绝对 和 的、 客观 的 、 不 变 的 和 和 
主观 的 、 起 伏 不 定 和 感觉 得 到 的 ; 


一 种 东西 是 相对 的 、 


时 了 了 如 下 的 关于 “ 由 的 


区 


数学 的 ， 男 


前 者 是 神 和 人 的 知识 王国 ， 后 者 则 是 意见 和 假象 的 王国 。 


这 也 就 是 说 ,自然 的 


第 一 性 的 属性 ;与 此 
也 即 是 主观 的 . 喇 并 
如 ， 
香 或 臭 ， 


惟一 根本 特征 是 数学 特征 ， 这 是 
和 上 反 ， 意 见 与 假象 则 是 第 二 性 的 ， 


FE 客 观 事物 所 真实 地 具有 的 。 例 


伽利略 指出 :“ 关 于 和 白 或 红 , 苦 或 甜 ， 有 声 或 无 声 ， 
不 觉得 我 的 心灵 必须 承认 这 些 情 况 是 与 物 


体 一 定 有 关系 的 ; 如 果 感 官 不 传达 ， 也 许 推理 和 想象 始 


终 不 会 达到 这 些 。 所 以 我 想 物 体 方 


等 等 ， 好 像 真 的 存在 


已 ,仅仅 存在 于 有 感觉 的 物体 之 中 ; 
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面 的 这 些 味 、 嗅 、 色 


于 物体 之 中 ， 


其 实 只 不 过 是 名 称 而 


因此 ， 如 果 把 动物 
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拿 走 ， - 切 这 样 的 特性 就 会 消失 。…… 这 些 性 质 一 一 比 
如 说 味道 、 气 味 、 斋 色 等 一 一 被 灶 答 于 天 牛 的 抠 体 。" 

最 然 ， 按 照 上 述 的 思想 ， 自 然 科学 的 研究 就 应 产 格 
限制 于 第 一 属性 的 孝 围 ， 也 即 应 当局 限于 那些 可 测 蝶 、 
并 吕 定 景 地 予以 研究 的 和 东 册 。 尽 管 关 于 第 -- 性 质 与 第 二 
人 性质 的 区 分 有 次 明显 的 局 限 性 ， 但 是 ， 从 历史 的 角度 在 ， 
这 又 足 对 于 科学 研究 对 象 首次 严格 的 给 定 、 从 而 就 有 将 
重要 的 历史 意义 。 

3， 批 判 的 精神 和 开放 的 头脑 。 

相对 于 以 上 两 条 ,第 三 条 和 第 四 条 可 以 说 是 与 遇 方 
理性 精神 的 历史 发 展 自 接 相对 应 的 ， 并 从 更 为 广泛 的 角 
度 指明 了 “数学 理性 ”的 丰富 内 涵 。 

基体 地 说 ， 所 谓 “ 批 判 的 精神 ”， 实 质 上 鳄 是 表明 了 
这 样 的 一 种 真理 观 ， 即 任何 权威 ， 或 是 自身 的 强烈 信念 ， 
都 个 能 被 看 成 判断 真 翰 性 的 可 靠 依 据 ; 恰恰 相反 ，-- 切 
真理 部 必须 接受 理性 法 故 的 裁决 ， 这 也 就 是 说 ， 在 霖 能 
得 到 理性 的 批准 以 前 ， 我 们 应 对 一 切 所 谓 的 “真理 ”部 
持 产 格 的 批判 态度 。 
事实 上 ， 即 使 是 在 古 希腊 ,批判 的 精神 就 可 被 看 成 
理性 精神 的 一 个 重要 内 洱 。 例 如 ， 尽 管 亚 里 士 多 德 是 柏 
拉 图 的 学 后 ， 但 他 仍然 对 柏拉图 的 理念 论 (包括 其 在 数 
学 本 体 论 问题 上 的 实在 论 立 场 ) 进行 了 上 尖锐 的 批判 。 “和 吾 
爱 吾 师 ， 但 音 更 爱 息 理 。” 亚 里 土 多 德 的 这 一 名 言 即 就 集 
中 地 体现 了 理性 的 批判 精神 。 另 外 ， 在 古 希 腊 以 后 ， 尽 


1 伯 特 :《 近 代 物 理科 学 的 形而上学 某 础 $、 第 72 页 ， 成 者 ， 四川 教 育 出 版 社 ， 
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管理 性 的 批判 精神 曾 在 很 长 时 期 受到 了 教会 和 经 院 哲 学 
家 的 极 大 压制 ， 但 是 ， 到 了 文艺 复兴 的 时 代 ， 这 种 精神 
叉 以 更 大 的 力量 进发 了 出 来 其 势 锐 不 可 当 ， 锋 矛 所 指 ， 
各 种 宗教 神学 和 经 院 哲 学 理论 纷纷 土 骨 所 解 。 

那么 ， 在 这 种 批判 精神 逐步 形成 与 不 断 壮大 的 过 程 
中 ， 数 学 又 发 挥 了 什么 样 的 作用 呢 ? 首先 ， 从 古 希 腊 直 
到 近代 的 欧洲 ， 数 学 一 直 被 视 为 真理 的 典范 。 例 如 ， 笛 
卡尔 就 曾 指出 : “几何 学 家 惯 于 在 最 困难 的 证 明 中 ， 利 用 
一 长 串 简单 而 容易 的 推理 得 出 最 后 的 结论 。” “所 有 人 们 
都 能 够 了 解 、 知 道 的 东西 ， 也 同样 是 互相 联系 着 的 …… 
这 也 就 是 说 ， 为 了 获得 真理 ,我 们 就 应 把 数学 方法 (更 
为 准确 地 说 ， 即 是 公 蛙 化 方法 ) 推广 应 用 于 一 切 知识 的 
领域 。 其 次 ， 从 更 深 的 层次 看 ， 数 学 则 义 可 以 说 是 为 人 
们 的 认识 活动 提供 了 必要 的 信心 ， 从 而 不 至 于 因 普 这 的 
批判 而 倒 向 怀疑 主义 和 虚无 主义 。 例 如 ， 这 就 正如 《 九 
十 年 代 的 中 、 小 学 数学 》 这 一 对 于 当代 数学 教育 改革 有 
着 重要 指导 意义 的 文件 所 指出 的 : “多亏 了 数学 ， 人 们 才 
能 有 些 可 以 确信 的 东西 "， “数学 已 经 给 人 类 带 来 了 无 可 
估量 的 心理 上 的 满足 ， 我 们 不 再 害怕 疯狂 的 上 帝 与 我 们 
人 类 开 冷 酷 无 情 的 玩笑 了 。”? 另外 ， 从 历史 的 角度 看 
这 当然 是 一 个 十 分 重要 的 贡献 ， 即 “在 各 种 哲学 系统 纷 
纷 瓦解 、 神 学 上 的 信念 受 人 怀疑 以 及 伦理 道德 变化 无 党 
的 情况 下 ， 数 学 是 惟一 被 大 家 公认 的 真理 体系 。 数 学 知 
识 是 确定 无 疑 的 ， 它 给 人 们 在 沼泽 地 上 提供 了 一 个 稳妥 


人 ， 阿 昔 亚 : “数学 与 计算 机 革命 "， 载 ICMI 研究 从 书 之 一 : 《国际 展 钮 : 九 十 年 
代 的 数学 教育 ?， 上 海 ， 上 海 教育 出 版 术 ，1990。 
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最 后 ， 如 果 说 以 上 所 涉及 的 主要 是 - : 些 思 想 家 的 论 


述 , 那么 ， 以 下 的 事例 则 曾 


学 作为 一 种 “看 不 见 的 文 
有 着 多 么 重要 的 影响 。 


就 从 更 为 ) 泛 的 角度 表明 了 数 
化 ”对 于 人 们 养 成 批判 的 精神 


“告诉 一 个 小 学 生 第 二 次 世界 大 战 持 绪 了 十 年 ， 他 会 


相信 ; 告诉 他 两 个 4 的 和 
为 ， 通 过 日 常 的 数学 学 习 


为 10， 就 会 引起 争论 了 。” 因 
， 人 们 已 经 逐步 养 成 了 这 样 的 


思维 习惯 ， 即 我 们 度 当 坚持 “证 册 ” 的 要 求 ， 而 不 应 过 


多 地 去 关注 所 说 的 命题 是 [ 
所 提出 的 。 


由 谁 《〈 教 师 、 教 材 或 某 个 检 威 ) 


归于 批判 的 精神 归根 结 底 地 说 是 市 人们 的 求 真 欲望 


所 直接 决定 的 ， 因 此 ,就 各 个 个 人 而 言 ， 这 也 就 意味 着 ， 
在 对 真理 的 探索 过 程 中 我 们 始终 应 当 保持 头脑 的 “开放 
性 "。 这 就 是 说 ， 如 有 果 一 个 假说 或 理论 已 被 证 明 是 错误 
的 , 那么 ,无论 自己 先前 曾 有 过 怎样 强烈 的 信念 ， 现 在 
部 应 与 之 划 清 界限 ; 同样 地 ， 如 果 -个 假说 或 理论 已 经 
得 到 了 理性 的 确证 ,那么 ， 无 论 自己 先前 曾 对 此 具有 怎 


样 的 反感 ， 现 在 又 都 应 当 自 觉 地 去 接受 这 一 真理 。 


出 此 可 见 ， 从 轧 维 发 
是 与 强 的 的 进取 心 直 接 相 


着 互相 补充 、 相 辅 相 成 的 密切 关系 。 


4. 抽象 的 、 超 验 的 号 


全 克 业 因 : 《古今 数学 思想 》， 第 
1979 


展 的 角度 在 ,头脑 的 开放 性 即 
丑 系 的 ， 它 与 批判 的 精神 更 有 


维 取 向。 这 就 是 说 ， 我 们 应 当 


努力 超越 直观 经 验 并 通过 抽象 思维 达到 对 十 事物 本 质 和 


- 册 ， 第 251 页， 上海， 上海 科学 技术 出 版 桂 ， 
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普遍 规律 的 认识 。 

所 说 的 这 种 思维 取向 在 数学 中 显然 也 有 着 最 为 典型 
的 表现 ,因为 ， 作 为 “模式 的 科学 ” (可 参见 第 一 章 )， 
数学 并 非 对 于 真实 事物 或 现象 的 直接 研究 ， 调 是 以 抽象 
思维 的 产物 一 一 (量化 ) 模式 一 一 作为 直接 的 研究 对 象 ， 
而 也 正 因为 此 ， 数 学 规律 所 反映 的 就 并 非 全 别 事 物 或 现 
象 的 量 性 特征 ， 而 是 --- 类 事物 或 现象 的 共同 性 质 。 

另外 ， 又 如 前 面 所 已 提 及 的 ， 柏 拉 网 的 以 下 论述 则 
可 说 是 为 上 述 思维 取向 的 必要 性 和 合理 性 提供 了 理论 的 
依据 ， 因 为 ， 按 照 柏拉图 关于 “理念 世界 ”与 “现实 世 
界 ” 的 区 分 , 后 者 只 是 理念 世界 的 不 完善 区 村， 市 认识 
的 根本 任务 则 就 是 要 超越 现实 泥 界 并 获得 关于 理念 世界 
的 真正 知识 ， 从 而 “抛弃 对 可 感知 和 易 逝 事物 的 思 蓄 ， 
而 转向 对 永恒 事物 的 沉思 ”， 这 种 抽象 的 、 超 验 的 研究 方 
式 就 是 认识 的 必由之路 。 当 然 ， 对 于 柏拉图 的 理念 论 后 
人 未 必 持 完全 肯定 的 态度 ; 但 是 ， 这 却 可 以 说 是 科学 家 
的 一 个 共同 认识 ， 即 科学 人 研究 的 最 终 目 标 就 是 要 透 过 现 
象 以 揭示 事物 的 本 质 。 对 此 , 例如 由 对 于 “规律 ”的 普 
遍 理 解 就 可 清楚 地 看 出 : 规律 是 “事物 发 展 过 程 中 的 本 
质 联 系 和 必然 趋势 。…… 规律 是 看 不 见 摸 不 着 的 ， 只 有 
对 十 分 丰富 的 现象 进行 分 析 研 究 ， 从 感性 认识 上 升 到 了 
理性 认识 ， 才 能 认识 规律 。 科 学 的 任务 就 是 要 揭示 客观 
规律 。 "了 

最 后 ， 上 面 已 经 指出 ， 在 牛顿 以 前 ， 开 普 款 和 伽 利 


D 评 海 编辑 委员 会 :《 辞 海 》， 第 1440 页 ， 上 海 ， 上 海 辞书 出 版 术 ，1979- 
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略 等 人 已 经 分 别 对 天 体 的 运动 与 地 球 上 物体 的 运动 进行 
了 深入 的 研究 ， 与 此 相 比 ， 牛 辆 的 贡献 则 在 十 成 功 地 把 
这 两 者 统一 起 来 了 ， 也 即 清楚 地 揭示 了 这 两 种 运动 
上 了 服从 回 样 的 规律 ， 从 而 ， 与 前 入 相 比 ， 牛 帧 的 工 
达到 了 更 大 的 深度 ， 而 后 者 的 主要 怀 志 则 就 在 于 牛顿 力 
学 具有 更 大 的 普遍 性 ,， 从 坊 史 的 角度 看 ,由 于 牛顿 力学 
在 很 长 时 期 内 一 直 被 认为 是 科学 侠 究 的 典范 ， 因 此 ， 对 
十 普遍 性 的 追求 也 就 成 了 科学 家 们 的 共同 日 标 ， 
以 上 我 们 对 “数学 理性 ”的 内 池 作 了 初步 分 析 、 为 
更 清楚 地 说 明 间 题 ， 以 下 上 表 对 “数学 理性 ”本 古代 中 
的 自然 观 与 认识 论 作 一 简单 的 比较 。 

第 统 地 说 ,西方 的 “数学 理性 ”在 很 大 程度 上 凤 是 
S 杏 代 中 国 的 自然 观 与 认识 论 直接 相对 立 的 。 正 如 7. 2 
节 中 所 已 提 及 的 ， 在 中 国 古 代 有 机 论 的 各 然 钢 占据 了 主 
导 的 地 位 ， 而 盐 主 要 特征 之 .- 即 是 认为 客观 了 主观 是 互 
相 融 合 的 ， 或 者 说 ， 自 身 的 “小 我 ”应 被 消 淤 旬 整 个 大 
宇宙 中 去 ， 从 而 对 是 者 就 不 可 作出 严格 的 区 分 ， 或 老 说 ， 
商 者 构成 了 一 个 有 机 的 整体 。 显然 ,这 种 “天 人 合 - 
的 观点 即 是 与 西方 对 于 主客 体 的 兴 格 区 分 自 接 相对 立 的 。 
再 例如 , “ 道 ”的 概念 无 疑 可 以 被 看 成 中 国 日 然 哲 学 的 以 
心 所 在 ; 然而 ， 任 何 试图 对 此 作出 进一步 了 解 的 人 都 一 
定 会 被 这 一 概念 的 含糊 性 所 困扰 ， 这 也 就 是 所 请 的 
““ 道 "可 道 ， 非 常 “ 道 "。” 另 外 ,传统 的 关于 “悟道 
的 提 法 则 又 显然 表明 : 对 于 道 的 认识 主要 地 是 一 个 “ 感 
情 ” 的 过 程 ( 穿 易 看 出 ， 上 述 关 于 “大 入 合 一 ”的 提 法 
即 是 为 这 种 特殊 的 认识 论 提 供 了 理论 的 依据 ， 因 为 ， 出 
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古 一 


第 二 入 
“天 人 


分 自然 了 )。 此 外 ， 按 照 普遍 的 观念 ， 
一 个 重要 特征 : 
现象 的 实在 ， 
这 也 就 是 与 上 述 
疝 直 接 相对 立 的 。 
对 于 十 训 与 先 师 


代 的 


数学 的 文化 价值 
合 一 ”的 立场 出 发 ， 进 府 


“欧洲 人 倾 


EE 


而 品 


人 则 在 现象 之 


强调 “天 人 感应 ”也 就 上 
这 可 被 看 成 中 国 古 
向 于 寻求 现象 之 外 或 超 乎 
P 寻 求实 在。”? 从 而 


Es: 


“数学 理 4 
最 后 ， 包 
9 无 比 尝 


际 ” 的 
时 于 “ 
敏 ， 显 然 也 构成 了 中 


象 的 、 超 验 的 忠 维 取 
中 唐 之 道 ” 的 刻意 追求 ， 
文化 的 


国 


一 个 重要 特征 ， 从 而 就 与 西方 文化 的 批判 件 、 进 取 性 构 


成 了 鲜明 的 对 照 一 一 特殊 
就 是 诸多 学 者 为 何 把 东 
性 的 )” 和 “ 

除去 中 西方 
于 “数学 理性 ” 


了 


阳性 的 《刚性 
的 比较 以 
的 反思 与 


的 )” 


评 。 


也 ， 在 笔者 看 来 ， 
人 人 时 入 “ 阴 1 


有 实 上 也 
E 的 (有 柔 


上 


的 一 个 


个 重要 原因 


o 


外 ， 我 们 还 可 提 及 现代 商 方 对 


具体 地 说 ， 作 为 现代 人 对 于 文明 发 展 过 程 的 自觉 反 


思 ， 有 不 少 西方 学 者 对 “数学 理性 ” 
义 ” 提 ; 
例如 ， 
0 下 的 描述 : “ 
在 现象 
到 这 些 量 的 变化 规 名 


了 


这 样 ， 


的 革命 
种 世界 观 和 
一 种 实 


SG 
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1 了 直接 的 批评 。 
侍 约 瑟 就 曾 对 所 谓 


些 可 


P 找 出 一 
当中 去 ， 
基 的 世界 就 取代 了 质 的 
推翻 了 
国人 的 
质 上 是 机 械 的 


中 


中 李 约 瑟 ; 《中国 科学 技术 证 第 一 着 ， 第 329 页 ， 


癌 中 ,第 二 着 , 第 353 页 


以 度量 的 因素 ,并 把 数学 方法 应 


或 所 请 的 “科学 主 


的 “数学 机 械 主义 ”作出 


这 是 早已 得 到 承认 了 的 
世界 。…… 的 确 ， 伪 利 略 


世纪 欧洲 人 所 具有 的 有 机 的 世界 观 〈 这 
有 某 种 程度 的 共同 之 处 )， 而 代 之 以 
世界 观 。"2 另外 ， 


与 李 约 瑟 的 以 上 


北京 ， 科 学 出 版 社 ，1978。 


言论 相 比 ， 胡 塞 尔 的 


方式 构成 的 典 念 在 有 的 
惟一 实在 的 ， 通 过 知 ' 


被 经 验 到 
和 自然 科 


的 世界 ， 昌 


衣服 ， 昌 
和 数学 的 自然 科学 ” 
理论 的 符号 的 外 衣 ， 


界 、 化 装 生 活 1 
我 


原先 在 生活 所 


理念 的 化 装 使 得 这 利 
意义 成 为 不 可 


学 的 数学 化 ， 
中 ， 我 们 为 生活 世界 
断 作为 实际 的 东 此 给 


所 


计 
我 任 


有 


i 
3 


方法 


理解 的 。 


ao 


;用 然 更 为 直截了当 : “以 数学 
目 界 站 始 偷偷 摸 摸 
实际 地 被 给 予 的 ， 被 经 验 旬 并 
J 的 日 常生 活 亿 界 .” 
在 可 能 的 经 验 的 天 
《 即 在 我 们 的 兵 体 的 过 界 生 浙 
-我 们 的 世界 ) 晤 体 稚 一 件 理念 的 
所 谓 客 观 科 学 的 真理 的 衣服 。 
9 理念 的 胡 
舌 一 
人 来 赔 作 为 “客观 实际 的 、 真 下 的” 自然 
志 界 的 一切 东西 。 正 是 这 件 理念 的 衣服 
们 把 上 只 是 一 种 方法 的 东西 当 着 真正 的 存 有 而 这 种 方 
法 本 来 是 为 了 在 无 限 进 步 的 过 程 ! 
F 界 的 实际 
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和 


也 取代 了 作为 
能 

又 “在 几何 
F 放 的 无 限 性 
中 不 


a .这 件 “ 数 “ 
[符号 的 数 
受过 教育 


代表 生活 


4 学 


民 ， 或 这 


切 对 于 科学 家 和 有 


用 科学 的 硕 言 来 改进 


也 被 经 验 到 的 和 可 被 经 验 到 的 领 
域 中 改 一 可 能 的 粗略 的 硕 言 的 月 的 而 设计 出 来 的 。 这 层 


、 这 种 公式 、 这 种 理论 的 本 来 


再 例如 ， 法 国 
论述 显然 也 有 着 


学 打破 了 隔绝 大 与 


车 


加 


名 科 


也 的 屏 


而 下 这 是 对 的 。 但 了 
是 把 我 们 的 质 的 和 


E 如 我 


感知 的 1 


闫 史家 亚历山大 柯 伊 莱 的 以 下 
样 的 批判 


涵义 :“ 我 一 直 认 为 ， 近 代 科 
漠 ， 并 且 联 合 和 统一 了 宁 宙 。 
也 说 过 的 ， 它 这 样 做 的 方法 ， 
进 界 ， 我 们 在 里 而 生活 着 、 爱 


普 的 、 死 着 的 世界 ， 代 之 以 女 一 个 最 的 世界 ， 具 体 化 了 


海 详 交 出版 村 ，1988。 


胡 赛 尔 :《 赵 洲 科学 危机 与 超 验 现象 学 3, 第 58 钠 ,第 61 一 62 页 ， 上海， 
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的 几何 世界 ， 虽然 有 每 - 


置 。 于 是 科学 的 世界 


-个 事物 的 位 置 但 却 没有 人 的 位 
现实 世界 一 一 变 得 陌生 了 ， 并 


且 与 生命 的 世界 完全 分 离 ， 而 这 生命 的 世界 是 科学 所 无 


法 解释 的 ， 甚 至 把 
释 ."D 
如 果 说 柯 伊 莱 的 


倾向 ， 那 么 ， 当 代 著 名 


则 更 从 这 样 的 角度 蚤 


它 叫做 “主观 的 ， 世 界 也 不 能 解 


上 述 批评 已 经 表现 出 了 人 本 主义 的 
科学 家 、 诺 贝尔 奖 得 主 普 音 高 
“科学 主义 ”提出 了 省 接 的 批评 : 


“长 期 以 来 ， 科 学 论述 的 绝对 性 一 直 被 视 为 普遍 性 的 标 


志 ， 在 这 种 情况 下 ， 
特殊 性 的 否定 和 超越 。 


科学 论述 的 普遍 性 成 为 对 一 切 文化 
a 这 也 就 是 说 ， 近 代 科 学 发 现 的 是 


“一 -个 失去 了 人 性 的 世界 ”": “一 个 呆 生 的 事情 ， 无 声 、 无 


臭 、 无 色 ， 仅 仅 是 事 
最 后 ， 德 国 著名 


网 的 混乱 ， 无 尽头 ， 无 意义 。 
哲学 家 、 存在 主义 哲学 最 著名 的 代 


表 人 物 之 一 海德 格 尔 (M，Heidegger) 也 曾 具体 地 分 析 


道 :“ 所 有 这 一 切 发 4 


E 在 这 样 一 个 时 代 ， 在 其 中 数学 因素 


早 蕊 从 一 个 世纪 以 来 涌现 出 来 ， 成 为 思想 的 基本 特征 并 


趋向 明朗 ; 按照 这 


一 对 世界 的 自由 筹划 ， 这 个 时 代 开 始 


走向 一 种 新 的 对 现实 的 进攻 。 在 这 里 丝 膏 没有 怀疑 论 ， 


丝毫 没有 自我 的 立场 


和 主观 性 一 一 事实 恰恰 相反 。 因 此 ， 


现代 思想 和 探索 的 热情 就 投 问 在 其 内 在 本 质 中 漆 清 和 展 
开 的 最 初 只 是 暧昧 不 清 的 、 间 敬 式 的 进步 、 常 常 被 错误 


地 说 明 的 基本 态度 。 


但 这 意味 着 : 数学 因素 在 其 本 身 的 


中 普 绎 高 津 、 斯 唐 热 ，《 愉 混沌 到 有 序 》， 第 71 负 ， 上 海 ， 上 海 泽 文 出 版 社 。 


1987。 
多 同 @, 第 87 页 。 
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内 在 的 需要 意义 上 要 月 我 论 计 ; 它 明确 地 把 白 身 展现 为 
一 切 思想 的 尺度 ， 建 立 由 此 出 现 的 法 则 .”… 同样 地 ， 胡 
塞 尔 电 曾 指出 : “我 们 必须 把 新 的 丫 然 观 中 的 :个 基本 成 
分 突出 出 来 。 佑 利 略 在 从 几何 的 观点 和 从 感 任 可见 的 和 
可 数学 化 的 东 遇 的 观点 出 发 考 卡 节 界 的 时 候 ， 抽 象 控 了 
作为 让 着 大 的 生活 的 人 的 主体 ， 抽 象征 了 - 团 精神 的 东 
西 ， - 切 在 人 的 实践 中 物 所 附 有 的 文化 特性 、 这 种 抽象 
的 结果 使 赃物 成 为 纯粹 的 物体 ， 这 些 物 体 被 当 作 其 体 的 
实在 的 对 象 ， 它 们 的 总 体 被 认为 就 是 世界 ， 它 们 成 为 研 
究 的 题材 。 大 们 可 以 说 ， 作 为 实在 的 自我 封 内 的 物体 志 
界 的 自然 疯 是 通过 便利 略 才 第 -次 宣告 产生 的 。 随 背 数 
学 化 很 快 被 视 为 理所当然 ， 自 我 封闭 的 自然 的 因果 关系 
的 观念 相应 而 牛 。 在 此 ， 一 动 事物 被 认为 都 可 -- 义 性 地 
和 预先 地 另 以 规定 .> 毗 然 ， 以 上 的 论述 不 仅 从 反 府 更 
为 清楚 地 表明 了 理性 精神 的 内 滔 ， 击 征 也 十 分 具体 地 指 
明了 数学 在 这 种 精神 彤 成 和 发 展 的 过 程 中 所 起 到 的 重要 
作用 。 

从 而 ， 总 的 来 说 ， 尽 管 以 虐 的 批评 意见 明显 地 反映 
出 了 在 西方 文化 中 所 长 期 存在 的 “科学 主义 ”与 “人 本 
主义 ”的 对 立 (关于 这 种 对 立 的 全 面 分 析 ， 显 然 超 出 了 
本 书 的 范围 ); 但 是 ， 就 对 于 “数学 理性 ”的 深入 理解 而 
言 ， 这 些 批评 无 疑 有 着 一 定 的 启示 意义 ， 特 别 号 ， 我 们 
不 应 对 “数学 理性 ” 持 绝对 肯定 的 态度 ， 并 应 清楚 地 看 


仑 ”海德 格 尔 ; 《海德 格 水 选 华 ;， 第 871 页 ， 上 海 ， 下 - 联 和 1996， 
2 月 塞 条; 人 第 71 页 ，| 海 ， 上 海洋 文山 版 入， 
1988、 
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到 它 所 固有 的 局 限 性 或 不 足 之 处 。 


体 
的 1 


例如 ， 正 如 上 述 的 
的 绝对 区 分 ， 使 人 们 面 | 


t 评 意见 所 已 指明 的 ， 对 于 主客 
帮 着 .一 个 没有 人 性 的 、 冷 冰冰 


上 世 答 ， 更 阻碍 了 两 者 在 更 上 高 层次 上 上 的 融合 ; 


另外 ， 对 


于 精确 性 的 刻意 追求 ， 则 就 为 机 械 论 的 及 然 观 提供 了 合 


适 的 
按照 精确 的 数学 规律 平稳 
的 时 钟 。 再 者 ， 如 果 把 
端 ， 则 就 必然 会 造成 与 经 验 的 严 本 
数学 上 
这 又 必然 会 导致 先 验 沦 ， 


上 壤 。 按 照 后 者 ， 


世界 取代 了 真实 


日 


上 办 只 
也 运行 的 机 器 ， 恰 如 
H 象 的 、 超 验 的 忠 维 趋 


世界 ; 而 从 认识 论 站 
也 即 是 与 所 谓 的 “ 惟 理论” 肯 


是 一 个 巨大 的 机 婚 ， 
一 个 巨大 
向 推 向 级 
抽象 的 、 
角度 看 ， 


和 分离， 也 即 
中 


接 相 联系 的 〈 特 殊 地 ， 数 学 中 对 于 数学 美的 片面 强调 显 
然 也 可 被 看 成 这 种 错误 俐 向 的 一 个 具体 表现 )。 
显然 ， 从 这 样 的 角度 去 分 析 ， 人 怀特 海 的 以 下 论述 就 


是 很 有 道理 的 了 : 
也 产 4 


终 


限 


“数学 的 发 展 既 推进 了 人 类 的 理解 力 ， 
ET 了 新 的 错误 方式 ”了 这 就 是 指 ， 
欧 几 里 得 理性 ,偏重 于 理智 性 和 概念 性 的 
面 


于 过 分 偏重 于 
分 析 ， 以 及 片 


也 追求 公理 化 或 公式 化 的 理解 ， 这 就 使 得 西方 文化 最 


陷 人 了 深 深 的 危机 。 
5 然 ， 从 另外 的 角度 看 ， 
E 的 分 析 


以 上 关于 “数学 理性 ”局 


了 实 上 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 理性 不 应 被 看 


成 一 个 绝对 的 概念 ， 勿 宁 说 ， 随 着 人 类 文明 的 进步 ， 这 


从 


概念 也 必然 地 有 一 个 不 断 发 
历史 的 角度 看 ， 我 们 就 不 应 


位 ”怀特 海 :《 轴 维 方式 》， 第 115 页 天 
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也 “数学 理性 ”(《 或 者 更 为 


津 ， 天 津 教育 出 版 守 ，1989。 


第 八 章 ”区 学 与 理性 
一 般 地 说 ， 西 方 理 性 ) 看 成 人 类 型 性 的 惟一 形式 ， 更 不 
能 以 此 为 标准 而 认定 中 国 古 代 不 在 在 任何 理性 ;恰恰 相 
反 ， 就 如 第 二 部 分 中 关于 中 西 十 代数 学 的 比较 分 析 所 已 
表明 的 ， 我 们 在 此 应 当 明 人 确 承 认 理 性 的 文化 相对 性 。 
但 是 ， 在 清楚 地 看 到 “数学 理性 ”的 局 限 性 的 回 时 ， 

作为 问题 的 男 一 方面 ， 笔 者 人 以为， 我们 义 应 明 懈 地 表 定 
“数学 理性 ”的 历史 进步 性 与 其 对 于 人 类 文明 发 展 的 积极 
意义 。 这 也 就 是 说 ， 我 们 应 当 坚 持 这 样 的 立场 ， 邮 应 从 
历史 的 角度 、 而 不 是 现代 的 并 场 去 对 “数学 百 性 ”作出 
分 析 和 评价 一 一 正如 序 堂 中 所 已 指明 的 ， 后 少 事实 上 就 
可 被 看 成 文化 史 人 研究 的 一 个 基本 汶 场 。 
特殊 地 ， 前 面 的 论述 已 经 滞 你 地 表明 ，“ 数 学 理性 ” 
确 应 被 看 成 近代 自然 科学 何以 能 在 西方 顺利 地 得 以 建 
从 -个 重要 条 件 。 为 了 清楚 地 说 明 问题 ， 我 们 在 此 还 
对 所 谓 的 “ 李 约 瑟 难 题 ” 作 “分析 。 
具体 地 说 ， 所 谓 “ 村 约 瑟 难 题 ” 即 是 指出 企 约 茎 在 
科学 史 的 研究 中 所 提出 的 这 样 一 个 问题 : 为 什么 近 
学 只 在 分 利 略 时 期 的 二 方 产 生 ， 市 在 公 多 前 2 世纪 到 
元 15 世纪 一 直 处 于 领先 地 位 的 中 国 传统 科学 却 始 终 处 
F 原 始 的 经 验 主义 阶段 ， 没 有 能 自发 地 产生 出 近代 科 
了? 


权 攻 要 


有 
TT 
本 | 


访 
六 


S 


朵 


为 了 对 上 述 难题 作出 解答 ， 侠 约 瑟 认 为 ， 我 们 必须 
从 东西 方 的 社会 和 经 济 结构 ， 以 及 相应 的 思想 体系 这 样 
两 个 方面 去 作出 分 析 。 从 疝 ， 这 在 整体 上 就 超出 了 本 书 
的 范 转 。 但 是 ， 在 笔者 看 来 ， 这 盛 疑 应 当 被 看 成 造成 所 
说 现象 的 一 个 重要 原因 ， 即 古代 中 国 的 自然 观 和 认识 论 
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对 于 人 们 深入 
或 阻碍 作用 。 因 为 
国 的 自然 观 和 认识 论 ， 
能 很 好 地 认 讶 


可 能 产 朱 近代 意义 土 的 


作出 严格 的 
学 的 研究 六 
按照 克 菜 
(包括 印度 人 和 阿 


区 分 ， 堵 和 


象 作 H 


， 即 妇 
人 们 始终 
只 到 透 过 现象 去 认识 本 质 的 如 
办 和 直觉 的 猜测 作为 主要 的 认识 导 


主义 留 下 了 极 大 的 余地 ; 


的 观点 ， 缺 
立 伯 人 》 未 能 发 展 起 像 哆 氏 几 何 那 样 的 


也 去 开展 自然 的 研究 有 着 很 大 的 消极 影响 


HE 


下 


自然 科学 ，、 
男 外 ， 妈 
明确 的 界定 。 
过 批判 力 


我 们 也 就 根本 不 可 能 
最 


所 已 指明 的 ,按照 古代 中 
停留 于 现象 的 解释 而 本 


重要 性 ， 更 以 思 
FE 段 ， 这 样 ， 当 然 就 不 
并 为 主观 主义 、 神 秘 
有 果 始 终 未 能 对 主客 观 
对 自然 科 
后 ,还 应 提 太 的 是 ， 
并 就 可 以 被 看 成 东方 


演绎 性 数学 
丙种 文明 均 缺 乏 
满足 于 现 买 现 卖 … 

对 以 上 两 点 进 


+ 判 力 


的 一 个 重要 原因 


岗 此 ， 


RE 


性 ”的 评价 而 言 ， 我 们 


容易 看 出 ， 
民 不 应 作 绝 对 的 肯 
此 持 否 定 的 态度 ; 另外 ， 就 理性 精神 的 进一步 发 


“从 整体 | 看， 


对 于 数学 ， 他 们 可 能 


就 对 于 


年 ， 


“数学 理 
也 不 应 对 
展 


而 言 ， 


我 们 则 又 不 应 期 望 遂 过 完全 抛 着 “数学 理性 ”而 获得 


妇 "。 人 恰恰 相反 ， 


更 不 应 不 切实 际 地 去 提倡 对 于 “ 
笔者 以 为 ， 
“科学 精神 ”与 “人 文 精神 ”、 
互 渗透 和 裔 合 ， 从 而 达到 新 的 、 更 高 的 发 展 水 平 。 


我 们 在 此 应 
西方 文化 与 东方 文化 


“东方 思维 的 复 

当 明 确 地 提 侣 
和 相 
桂 殊 


FE 


地 ， 在 笔者 看 来 ， 这 事实 上 也 就 是 种 种 后 现代 主义 论述 
的 积极 意义 之 所 在 ; 另外 ， 就 理性 精神 的 历史 发 展 面 言 ， 


克 莱 因 : 《数学 : 确定 性 的 次 失 》， 第 108 负 、 长 沙 . 湖南 科学 技术 出 版 社 
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这 则 就 意味 着 对 于 自身 局 限 性 的 一 种 超越 一 一 也 正 是 在 
这 样 的 意义 上 ， 这 就 可 以 被 看 成 理性 精神 历史 发 展 的 必 
由 之 途 。 

册 实 上 上 ， 就 理性 精神 的 现代 发 展 击 者， 此 重要 内 涌 
之 一 即 是 指 我 们 应 当 对 自身 、 昌 身 与 外 部 岂 界 的 关系 ， 
特别 是 自身 的 局 限 性 有 着 清 醒 的 认识 。 值 得 指出 的 是 ， 
数学 在 这 ~ 方面 也 为 我 们 提供 了 有 益 的 启 水 ， 因 为 ， 数 
学 的 现代 发 展 已 经 清楚 地 表明 广 自身 的 局 限 性 

具体 地 说 ， 正 如 第 -部 分 中 所 已 提出 的 ， 数 学 现代 
发 展 的 一 个 主要 特征 即 是 其 研究 对 象 号 经 册 愉 有 明显 坟 
观 背 景 的 量化 模式 扩展 到 了 可 能 的 模式 ， 这 也 就 是 说 ， 
现代 数学 已 在 一 定 程度 上 表现 出 了 与 现实 世界 的 分 离 ， 
而 这 直 要 地 即 是 通过 抽象 化 、 一 般 化 、 形 式 化 得 以 实现 
的 。 这 种 发 展 趋势 是 有 其 一 定 合理 性 的 ， 但是， 在 一 部 
分 人 那里 ， 这 种 趋向 又 被 发 展 到 了 -… 种 绝对 的 地 步 。 例 
如 ， 美 国 数学 教授 斯 通 (M. Stone) 在 60 年 代 发 表 的 一 
篇 题 为 “数学 革命 ”的 文章 中 就 曾 指出 ; “ 当 我 们 再 来 比 
较 一 下 今天 的 数学 和 19 世纪 末 的 数学 时 ， 我 们 会 惊奇 地 
发 现 我 们 的 数学 在 数量 和 复杂 程度 .上 的 飞速 发 展 , 但 间 
时 我 们 也 应 注意 到 这 些 发 展 与 强调 抽象 概念 、 与 对 广泛 
的 数学 模型 的 观察 与 分 析 之 问 存在 着 密切 的 联系 。 直 实 ， 
通过 进 - 步 的 研究 ， 我 们 发 现 只 有 把 数学 与 其 应 用 分 离 
开 来 ， 才 会 产生 这 种 新 的 发 展 方向 。 在 本 世纪 内 ， 这 个 
方向 已 成 为 其 旺盛 生命 力 和 发 展 的 真正 源泉 。…… 数 学 
只 有 脱离 过 去 那 种 必须 束缚 于 现实 的 某 -方面 的 状况 ， 
才能 成 为 我 们 用 于 打 碎 柳 锁 的 极端 灵活 的 有 力 的 工具 - 
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证 明 这 一 论点 的 例子 不 胜 枚 举 -"@ 另外 ， 本 志 纪 最 为 著 
名 的 数学 家 之 …、 英 国 后 期 剑桥 分 析 学 派 的 领袖 哈代 则 
曾 更 为 明确 地 指出 : “不 可 告 认 ， 许 多 基本 数学 ， 包 括 关 
于 运用 微 积 分 演算 的 良好 知识 ， 有 相当 大 的 实际 用 途 。 
但 总 的 来 说 ， 数 学 的 这 些 部 分 是 相当 沉 问 的， 它们 刚好 
是 美学 价值 最 小 的 部 分 。 “真正 ”的 数学 家 的 “真正 ”的 
数学 ， 费 马 的 以 及 欧 拉 的 、 高 斯 的 、 阿 贝尔 和 歼 曼 的 数 
学 ， 是 几乎 完全 “无 用 ” 的。 
从 而 ,在 这 种 极端 化 观念 的 指导 下 ， 在 志 代 的 数学 
研究 中 我 们 就 可 看 到 一 些 危险 的 迹象 ， 即 如 迷恋 于 抽象 
化 、 形 式 化 ， 只 是 为 数学 而 数学 ， 而 完全 忘掉 了 数学 所 
应 担负 的 现实 责任 。 事 实 是 ， 据 克 莱 因 的 估计 ， 在 今天 
活路 于 数学 舞台 的 数学 家 中 ， 约 有 90% 的 人 都 无 视 科学 
并 日 陶醉 于 这 种 纯 数 学 的 研究 : “多 数 数学 家 却 抛弃 了 他 
们 的 传统 和 遗产 ， 自 然 发 和 后 的 秘密 信息 现在 遇 到 的 只 是 
些 紧 闭 的 双眼 和 人 迟钝 的 耳 条 。 数 学 家 们 躺 在 先辈 的 功 芳 
籍 上 ， 幻想 依靠 普 日 辉煌 获得 喝彩 与 支持 。 纯 数学 家 则 
陷 得 更 深 ， 他 们 把 应 用 数学 家 从 问 行 会 中 阮 逐 出 去 ， 变 
想 华 断 数学 家 这 个 令 大 景仰 的 头衔 ， 从 而 独自 所 取 先 大 
的 名 誉 。 他 们 丢弃 了 丰富 的 思想 之 源 ， 人 花费 着 先 大 积累 
的 宝贵 财富 ， 他 们 正 沿 着 一 丝 微 光 走出 这 个 世界 。…… 
从 整体 上 看 ， 数 学 在 自 陷 ; 在 自给 自足 ; 而 且 从 过 去 的 
情形 判断 ， 现 代数 学 研究 的 大 部 分 都 不 可 能 会 为 科学 发 


六 四国 人数 学。 克 定 作 的 吉 类 )。 第 304- 305 页， 长沙， 湖南 科学 掖 术 出 版 
”加 了 Kapur， 《数学 家 谈 数学 本 质 》， 第 256 页 ， 北 京北 京 大 学 出 版 社 ，1973， 
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展 作出 贡献 。 数 学 现在 几 了 
它 根 据 自 己 评判 现实 意义 的 


第 八 章 “教学 与 理性 


成 了 -个 自我 封闭 的 体系 ， 


标准 和 完美 性 的 标准 来 决定 


站 己 的 前 进 方向 ， 它 其 罕 
动力 、 灵 感 相 隔绝 的 状况 。" 工 


满足 


满足 于 自己 与 外 界 的 冲 题 、 


不 如 第 一 部 分 中 所 已 指明 的 ， 这 种 纯 数学 的 研究 趋 
势 即使 对 于 数学 自身 的 发 展 米 说 电 是 二 分 有 定 的 。 央 此 ， 


当务之急 就 是 要 帮助 数学 家 们 如 


能 有 效 地 予以 纠 不 。 


地 表明 了 这 种 局 限 性 ， 这 就 是 所 
0 有 车 名 的 可 德尔 不 完备 性 定理 : 
哥 德 尔 不 完备 世 


别 是 ， 在 此 目 
具体 地 说 ， 
以 形式 算术 系统 为 子 系统 的 


就 一 定 是 不 完备 的 。 因此 ， 这 就 从 数学 


三 


这 样 一 点 ， 
为 ， 对 了 


数学 理论 米 该 


[ 培 式 化 的 研究 


任何 足够 丰富 《是 以 开 
， 只 要 它 是 相 容 的 〈 亚 然 ， 


此 作出 月 觉 的 反思 从 而 
数学 自身 的 发 展 即 已 清 楚 
请 的 “局 限 性 定理 "， 特 


E 定 理 可 以 表述 为 : 任 一 
数 堂 系统， 如 果 是 相 容 的 ， 
严格 地 让 明了 
上 一 定 的 局 限 性 ， 因 
展 出 形式 算术 系统 ) 的 
如 果 理 论 不 相 


容 ， 它 就 不 能 被 看 成 完全 建 
出 适当 的 修正 )， 就 一 定 是 不 
备 的 ; 从 而 ， 
画 得 公 精 确 的 表述 。 


相应 的 概念 就 不 可 


立 好 了 的 ， 也 即 必 须 对 此 作 
宛 备 的 ， 并 是 不 叮 能 予以 完 
能 单纯 依据 纯 形式 的 刻 


正 
理 ， 即 雪 
果 ) 清楚 


共生 


“局 限 性 定理 ”"， 而 其 所 给 予 我 们 


1997 


为 哥 德 尔 不 完 务 性 定理 
斯 基 关 于 真理 概念 可 定义 1 
也 表明 了 数学 自身 的 局 限 性 ， 这 就 常常 被 称 为 


也 的 “- 些 相关 定 
性 问题 的 相应 结 


E (及 上 其 


的 个 重要 启示 则 在 十 ; 


JI 克 莱 因 :数学 ; 确定 性 的 类 失 》， 第 312 内 ， 长 沙 ， 潮 专科 学 技术 出 版 社 、 
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任何 理论 或 方法 都 有 其 一 定 的 局 限 性 ， 重 要 的 问题 在 于 
如 何 能 清楚 地 去 认识 这 种 局 限 性 并 达 介 对 其 的 超越 。 正 
如 前 面 提 及 的 ， 这 事实 上 就 构成 了 现代 理性 精神 的 一 个 
重要 内 涌 ， 从 而 ， 在 这 样 的 意义 上 ， 数 学 就 又 一 次 证 明 
工 自身 对 于 人 类 理性 精神 的 形成 和 发 展 的 特殊 价值 。 
综 上 所 述 ， 我 们 就 应 充分 家 定数 学 对 于 人 类 理性 精 
神 发 展 的 特殊 意义 。 这 也 就 如 克 某 因 所 指出 的 : “在 最 广 
的 意义 上 说 ， 数 学 是 一 种 精神 ， 一 种 理性 的 精神 。 正 
是 这 种 精神 ， 激发、 促进 、 鼓 舞 和 和 驱使 人 类 的 思维 得 以 
运用 到 最 完善 的 程度 ， 亦 正 是 这 种 精神 ， 试 图 决定 性 地 
影响 人 类 的 物质 、 道 德 和 社会 生活 ; 试图 回答 有 关 人 类 
自身 存在 提出 的 问题 努力 去 理解 和 控制 自然 ; 尽力 去 
探求 和 确立 已 经 获得 知识 的 最 深刻 的 和 最 完美 的 内 涵 。 
当然 ， 从 喝 为 广泛 的 角度 看 ,这 也 就 表明 了 数学 确 应 被 
看 成 整个 人 类 文化 的 ~- 个 重要 组 成 成 分 :“ 数 学 一 直 是 形 
成 现代 文化 的 主要 力量 ， 同 时 又 是 这 种 文化 极其 重要 的 
来。 全 显然 ， 从 这 样 的 角度 去 分 析 ， 我 们 也 就 应 当 明 
确 肯定 齐 民 友 先生 的 以 下 论述 : “历史 已 经 证 明 , 而 匡 将 
继续 证 明 ， -个 没有 相当 发 达 的 数学 的 文化 是 注定 要 豪 
落 的 ， 一 个 不 掌握 数学 作为 一 种 文化 的 民族 也 是 注定 要 
衰落 的 。3 特殊 地 ， 若 虑 到 中 国 的 传统 文化 从 来 没有 能 
给 予 数学 应 有 的 重视 ， 也 没有 能 清楚 地 看 到 数学 的 文化 
价值 ， 这 一 断言 就 更 应 被 看 成 有 着 十 分 重要 的 现实 意义 。 


Rd 


BS 文化 中 的》 第 8~…9 页 。 台北 、 九 章 出 版 社 ，1995。 
济 齐 民 发 : 《数学 与 文化 ?， 第 12 -13 页 长沙， 湖南 教育 出 版 社 ，1991- 


310 


第 九 章 数学 与 思维 


第 九 章 ”数学 与 思维 


本 章 主 朗 从 微观 的 角度 指明 了 数学 的 文化 价值 ， 即 
数学 对 于 人 们 养 成 良好 的 思维 习惯 有 有 着 -| 分 重要 的 意义 
寺 别 是 ， 我 们 将 指明 这 样 一 些 思 维 模式 或 研究 恢 想 ， 它 
们 或 者 直接 济源 于 数学 ， 或 者 在 数学 的 研究 中 有 阁 最 为 
典型 的 表现 ， 然 而 ， 这 些 思维 模式 或 研究 思想 义 都 在 数 
学 以 外 产生 了 十 分 广泛 的 影响 并 取得 了 成 功 的 应 用 ; 男 
外 ， 作 笔者 看 来 ， 这 事实 上 也 就 从 一 个 侧面 对 我 们 如 何 
搞 好 数学 教育 改革 指明 了 努力 的 方向 ， 这 就 是 指 ， 在 数 
学 教育 中 我 们 不 应 惟一 注意 数学 类 识 的 学 习 ， 而 应 更 用 
重视 思维 方法 的 训练 和 培养 


9. 1 数学 化 的 思想 
所 谓 “ 数 学 化 "， 在 此 是 指 如 何 由 实际 问题 去 建构 出 
它 的 数学 模型 ， 并 应 用 数学 的 知识 和 方法 以 求 得 问题 的 
解决 。 显 然 ， 数 学 化 的 过 程 直接 关系 到 了 数学 的 实际 应 
用 , 而且， 从 更 深信 的 层次 看 ， 这 也 涉及 到 了 一 些 十 分 
重要 的 思维 方法 或 研究 思想 ， 
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1. 由 定量 到 定性 的 研究 上 思想 。 这 就 是 指 ， 在 对 事物 
或 现象 进行 研究 时 ， 应 当 尽 可 能 地 用 数学 的 概念 去 对 对 
象 作 出 刻画 ， 并 通过 数学 的 研究 去 揭示 其 内 在 的 规律 。 

事实 上 ， 由 前 一 章 的 讨论 我 们 已 经 知道 ， 定 量 的 研 
究 正 是 近代 自然 科学 得 以 形成 的 一 个 重要 条 件 ， 这 就 正 
如 克 菜 因 所 指出 的 : “近代 科学 的 历史 ，…… 就 是 将 关于 
光 、 声 、 力 、 化 学 过 程 以 及 其 他 概念 的 模糊 思想 化 归 成 
数 及 电 性 关系 的 访 史 。”D 了 更 为 一 般 地 说 ,按照 康德 的 观 
点 ， 这 事实 上 就 可 以 被 看 成 - ' 门 科 堂 成熟 程 度 的 重要 标 
志 ， 即 上 共有 当 一 门 科 学 达到 了 成 功 地 应 用 数学 的 程度 ， 
才能 被 看 成 真 下 成熟 了 的 。 

另外 ， 研 究 强调 的 是 ， 定 量 分 析 方法 的 应 用 在 现今 
也 已 下 再 局 限于 物理 学 、 化 学 等 自然 科学 ， 而 是 进一步 
扩展 到 了 人 文科 学 和 社会 科学 的 范围 。 囊 实 上 ， 就 数学 
的 应 用 而 言 ， 应 当 说 并 不 存在 任何 绝对 的 界限 ， 对 此 例 
如 由 经 典 数 学 到 统计 数学 、 由 精确 数学 到 模糊 数学 的 发 
展 就 可 清楚 地 看 出 。 
具体 地 说 ， 岩 着 自然 科学 研究 的 深信， 人 们 逐渐 认 
误 到 了 对 于 客观 事物 和 现象 应 当 作 出 必然 性 和 或 然 狂 的 
区 分 : 前 者 是 完全 确定 的 ， 后 者 则 表现 出 了 很 大 的 随机 
性 ， 即 如 气体 是 由 大 量 分 子 组 成 的 ， 而 其 中 每 一 个 分 子 
的 运动 都 是 无 规划 的 ， 即 在 每 一 时 刻 部 可 能 有 各 种 不 同 
的 位 置 、 不 辐 的 方向 和 不 同 的 速度 ， 另外， 在 正常 的 情 
况 下 ,我 们 显然 也 木 可 能 就 明子 的 投掷 情况 作出 准确 的 


他” 克 菜 因 :《 西 方 文化 中 的 数学 》， 第 192 页 ， 台 北 ， 九 齐 出 版 社 ，t995。 
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预言 

出 二 传统 数学 (经 典 数 学 ) 主要 局 限于 必然 性 的 研 
究 ， 因 此 ， 这 类 数学 就 不 可 能 成 功 地 被 用 于 或 然 性 的 研 
究 ; 但 是 , 后 者 却 义 不 能 被 看 成 数学 研究 的 绝对 界线 
恰恰 相反 ， 在 此 所 需要 的 即 是 敢 十 超越 传统 的 范围 并 发 
展 起 新 的 数学 理论 和 工具 。 如 众 所 知 ， 这 就 是 所 请 的 
“统计 数学 "， 后 者 并 已 成 为 数学 大 家 庭 中 的 一 个 重奖 成 


局 
A 


另外 ， 册 于 精确 性 一 直 被 看 成 数学 的 主要 特点 之 一 ， 
因此 ， 存 很 长 时 期 内 人 们 就 一 上 惫 认为 数学 对 于 模糊 事物 
和 现象 的 饶 究 是 无 能 为 力 和 的。 然而 ， 数 学 的 现代 发 展 又 
已 突破 了 这 -历史 的 局 限 性 、 

其 体 地 说 ， 这 启 是 由 美国 控制 论 专家 查 德 (L. 
Zadeh) 率先 发 展 起 米 的 异 糊 数学 。 首先 ， 借 助 于 “来 属 
瑰 数 "， 我 们 即 可 引信 模糊 集合 的 概念 。 例如 ，“ 小 ”这 
一 概念 就 可 大 敏 地 用 以 下 的 模糊 集合 来 表 泵 : 

EY =0.9971+0.96 记 +0.92A3+ 和 二 三 人 AT 

其 中 六 Ca) = Tl1+ (nz 而 [0.9941]、 
[0.96/2] 等 分 别 表 示 自 然 数 1 和 2 可 以 被 看 成 “小 ”的 
程度 ， 也 即 其 对 于 【小 】 这 一 模糊 集合 的 隶属 度 分 别 为 
0.99 和 0.96; 特殊 地 ， 如 果 一 个 元 素 的 隶属 度 为 1， 则 
就 表示 这 一 元 素 完全 属于 这 一 集合 ， 而 如 果 其 求 属 度 为 
0， 则 就 表 志 这 一 元 素 完全 不 属于 这 一 集合 。 

其 次 ,以 模糊 集合 论 为 基础 , 我们 义 可 进而 发 展 起 各 
种 模糊 数学 理论 。 例 如, 所谓 的 “近似 推理 ”就 是 指 这 样 的 
推理 模式 , 其 真 值 和 推理 规则 都 是 模糊 的 而 并 非 是 精确 
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的 ,显然 ,近似 推理 在 社会 实践 中 的 应 用 是 十 分 广泛 的 , 即 


如 
就 
我 们 
使 之 成 为 了 数学 的 研究 对 象 。 

2. 相对 于 实际 问题 而 言 
一 定 的 简化 和 理想 化 。 这 就 
程 d 


前 提 “x 有 点 小 " 和 “如 时 


吉 


例如 ， 
一 个 典 再 例子 。 


推出 “y 有 点 大 ”这 一 近似 的 结论 ,然而 , 利 
就 可 为 这 种 推理 过 程 建立 相应 的 数学 模型 ,从 而 


工 是 小 的 , 则 > 是 天 的 ”， 


我 们 
也 就 


， 数 党 化 的 过 程 必然 包含 有 
是 说 ， 在 数学 模型 的 建构 过 


PF 我 们 应 当 集 中 于 具有 关键 作用 的 量 和 关系 
F 顿 关于 天 体 运 动 的 研究 就 吓 看 成 这 方面 的 


其 体 地 说 ,在 由 万 有 引力 定律 和 三 个 力学 原理 去 证 


明 开 普 和 勒 的 大 体 运行 规律 时 
对 象 作 了 如 下 的 极 大 简化 
而 且 ， 太阳 和 相关 的 行星 都 
行星 对 这 一 行星 的 引力 以 及 
是 微不足道 的 。 由 于 牛顿 清 
于 真实 世界 的 一 种 简化 ， 风 
后 ,牛顿 又 对 自己 的 工作 作 
首先 就 是 指 我 们 应 当 岗 时 考 
行星 对 于 太阳 的 反作用 ,这 
得 到 了 更 好 的 解释 ， 即 它 人 有 
圆 焦点 中 心 一 一 太阳 一 一 作 
一 行星 同时 以 椭 贺 为 轨道 围 
动 。 进 而 ， 牛 顿 又 由 所 谓 的 
体 问题 ”或 “多 体 问题 >， 上 


二 


器 


《参见 第 八 章 )， 和 牛顿 对 研究 
各 假设 太阳 自身 中 不 动 的 ， 
可 被 看 成 数学 上 的 点 ， 其 他 
这 一 行星 对 于 太阳 的 引力 则 
楚 地 知道 上 述 的 假设 只 是 对 
此 ， 在 完成 了 上述 的 工作 以 
了 进一步 的 发 展 。 例 如 ， 这 
起 太阳 对 于 行星 的 作用 以 及 
样 , 行星 的 真实 运行 情况 就 
事实 上 并 不 是 简单 地 周 绕 本 


运动 ， 恰 恰 相 反 ， 太 阳 和 这 


绕 它 们 的 共同 引力 中 心 作 运 
“二 体 问题 ”过 渡 到 了 “二 
在 研究 行星 的 运行 时 ， 不 仅 


要 考虑 太阳 对 于 这 一 行星 的 
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星 对 它 的 作用 。 显然 ， 在 这 样 的 情况 下 ， 我 们 又 必须 对 
相应 的 结论 进一步 的 修正 。 当然 应 当 指明 的 是 ， 这 时 
科学 家 所 面临 的 情况 就 是 上 分 复杂 的 了 。 

从而 ， 由 牛顿 的 实例 我 们 就 可 看 出 ， 必 攀 的 简化 事 
实 上 就 是 科学 研究 能 够 顺利 进行 的 -个 必要 和 条件。 当然 ， 
又 刀 前 一 章 中 所 已 指出 的 ， 我 们 在 此 不 应 用 “数学 进 界 ” 
去 完全 取代 “现实 世界 "， 也 寻 不 应 把 “数学 此 界 ” 看 成 
是 真实 的 ， 而 把 “现实 世界 ”看 成 前 者 的 个 个 完 这 部 
本 ; 恰恰 相反 ， 我 们 应 当 明 确 地 和 藉 认 “数学 世界 ”只 吓 
真实 世界 的 一 个 简化 了 的 模型 ， 并 应 通 过 不 断 遂 近 顽 得 
更 为 可 靠 的 知识 。 

最 后 ， 笔 者 以 为 ， 以 下 的 例子 即 就 上 分 清楚 地 友 明 了 
“理想 化 ”在 科学 研究 中 的 重 村 作用 ， 特 别 是 ， 这 就 呆 以 被 看 
成 概念 创造 的 一 个 重要 源泉 

县 体 地 说 ， 统 计 表 明 ， 尽管 全 就 每 个 具体 的 个 人 而 言 ， 具 
在 智力 和 体力 等 方面 都 可 能 有 很 大 的 差别 ， 亿 就 整体 市 言 ， 
几乎 人 类 的 所 有 特征 又 部 呈现 出 了 “ 正 态 分 布 ”现象 ， 即 其 
统计 图 线 都 表现 为 如 下 的 “ 正 态 曲 线 ”( 峡 8)。 
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《其 中 ，M 为 基 一 特征 值 的 了 

偏差 "， 即 是 各 个 数据 与 平 共 
图 线 表明 ，68.2% 的 数 

一 个 标准 偏差 的 

离 介 于 


据 


区 域内 ，27.2% 的 数据 位 于 与 可 
-个 标准 偏差 至 二 个 标准 
据 这 一 分 析 ， 我 们 在 此 就 可 对 


均值 ; 则 是 所 消 的 “标准 
值 偏差 的 平方 的 均 方 根 。) 


FF 与 半 均 值 距离 不 超过 
FE 均 值 中 
偏差 的 区 域内 。 从 而 ， 
进 “ 理 想 人 ”的 概念 : 


位 寺 


各 项 特征 秆 就 等 ] 


9 2 公理 化 的 思想 
所 谓 “ 公 理化 ”"， 即 是 指 有 有 
能 少 的 概念 和 命题 作为 必要 前 
和 逻辑 推理 来 建立 演绎 的 体 


“数学 化 ”而 言 ， 公 理化 的 思想 达到 
为 一 种 组 织 形式 ， 公 理化 导 


因为 ， 
命题 (事实 人 性 结论 ) 和 概念 得 
了 由 个 别 向 整体 的 过 湾 。 


代 人 研究 获得 了 实验 的 论据 。 


各 个 分 布 
就 如 “理想 分 子 ” 的 概念 对 于 研究 气体 的 运动 是 十 
的 , “理想 人 ”的 概念 对 于 社会 科学 的 人 研究 也 是 很 
的 ， 而 这 正 是 通过 理想 化 〈 更 为 准确 地 说 ， 即 是 通 
以 数学 为 工具 的 理想 化 ) 而 创造 的 一 个 慨 


线 的 平均 值 。 实 践 表 


人 


Yes] 


E 理 论 的 台 
基础 , 寺 


且 织 中 上 应当 用 尽 可 
F 通 过 明确 的 定义 
系 。 显 然 ， 相 对 于 十 述 的 
了 更 高 的 抽象 层次 ， 
了 实 上 涉及 到 了 诸多 
的 逻辑 联系 ， 从 而 就 包含 


值得 提 及 的 是 ， 上 述 的 结论 也 已 由 学 习 心理 学 的 现 


例 轨 


， 按 照 Van Hiele 夫妇 的 研究 ， 学 #4 


E 在 几何 学 习 


H 


灾 ” 张 偶 记 等 其 :《 数 学 教育 学 )， 第 六 章 
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i 的 思维 发 展 水 平 可 划分 为 如 下 的 五 个 等 级 :人 


， 南 昌 。 江 西 教育 出 版 社 。1991。 


水 平 0: 


如 能 讲 出 二 


直观 : 


乡 


分 析 。 


于 
学 牛 能 从 外 形 上 整体 地 认识 图 形 ， 和 例 


、 丰 方形 或 长 方形 ， 等 等 ,但 不 能 消 楚 
地 确定 图 形 的 性 质 。 

水 平 1: 
能 分 析出 矩形 


学 牛 能 对 和 图形 的 性 质 进行 分 析 ， 例 如 


的 对 角 线 相等 ， 萎 形 的 四 边 柑 等， 但 不 能 


清楚 地 将 一 些 图 形 或 性 质 联 系 起 米 。 


水 平 2: 


和 象 - 


米 ， 例 如 惟 得 正方 


推导 出 进 一 


步 的 结 
朋 和 为 180 度 ， 但 1 


学 生 能 将 - 些 图 形 或 性 质 相互 联系 起 


EB 也 是 短 形 ， 俱 不 会 组 织 起 … 系 列 命 
题 来 主 明 观察 到 的 东 眶 。 
水 平 3: 


学 生 能 展开 一 系列 命题 ， 从 一 些 结论 


论 ， 例 如 山 平 行 线 公 理 让 明 三 角形 内 
也 们 还 不 能 认识 到 严 多 性 的 要 求 ， 也 不 


能 理解 演绎 体系 之 间 的 关系 。 


水 平 4: 


学 生 能 以 较 高 程度 的 严密 性 分 析 各 种 


演绎 系统 ， 能 将 演绎 体系 的 这 种 性 质 理解 为 公 旦 的 相 容 
性 独立 性 和 完备 性 。 


也 就 从 一 个 侧面 表明 了 公理 化 思想 确 应 被 


我 们 在 此 还 可 提 及 车 各 心理 学 家 、 
Piaget) 关于 儿 章 智力 发 展 水 平 的 论 


下 成 属于 较 高 的 思维 层次 ， 
更 为 一 般 地 说 ， 

哲学 家 皮 亚 杰 《J. 

述 。 


具体 地 说 ， 作 为 儿童 认识 发 展 过 程 的 只 体 分 析 ， 皮 


亚 杰 指出 ， 


我 们 在 此 可 以 区 分 出 以 下 的 四 个 人 不同 阶段 : 


(1) 感知 运动 阶段 。 这 是 智力 的 萌芽 阶段 。 在 这 一 


阶段 中 ， 儿 章 靠 感觉 系统 利 动作 行为 与 环境 直接 作用 ; 


另外 ， 在 这 … 阶 段 的 后 期 ， 儿 童 逐步 开始 学 会 使 用 表征 
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符号 来 了 解 世界 。 
(2) 前 运 演 阶段 。 


能 力 ， 特 别 是 ， 已 能 使 用 语音 作为 表征 
事 或 物 ， 并 能 依据 事物 的 表示 或 日 我 看 法 进行 推理 ， 但 
述 丰 能 进行 罗 辑 推理 ， 其 认识 活动 具有 


(3) 具体 运 演 


辑 思考 应 所 


这 一 阶段 的 儿童 已 共有 表象 思维 


阶段 。 此 时 网 辑 思 维 开 
能 够 看 到 方法 的 互补 性 
只 能 对 具体 的 或 观察 所 及 的 事物 进行 运 演 ， 


多 重 分 类 

(4) 形式 和 运 演 
逻辑 思维 和 
容 分 离 ， 从 


显然 ， 


于 抽象 符号 


按照 这 样 的 


al 


阶段 。 此 国 
命题 演算 ， 
而 息 维 已 不 再 局 限于 事物 的 
的 事实 ， 并 朝 着 抽象 思维 和 概念 化 活动 的 方向 
区 分 ， 就 只 有 达到 


能 


题 。 这 一 阶段 的 


已 能 使 用 
假设 进行 推理 ， 


了 


段 ， 人 们 才 有 可 能 真正 理解 和 运用 公 

正 因为 公理 化 的 过 程 即 是 将 研 
展 到 了 相应 
命题 之 间 的 逻辑 联系 ， 


题 和 概念 扩 


的 


理化 思想 。 
究 的 对 


集合 ， 


符号 去 代表 某 种 


自我 中 心 的 特点 。 
始 出 现 ， 
、 观 念 的 相互 冲 罕 等 ; 


即 如 
但 一 般 还 


而 不 能 将 轩 
儿童 并 可 进行 
系列 顺序 、 守 恒 观念 及 时 空 关系 等 心理 运作 。 

象 的 名 词 进行 
将 形式 和 内 
具体 内 容 或 感知 
S 式 运 演 阶 


象 由 个 别 的 命 
并 能 清楚 地 揭示 概念 


因 


此 ,这 就 常常 被 看 成 对 于 理论 
进行 整理 和 进行 表述 的 最 好 形式 。 例 如 ， 正 是 在 这 样 的 
意义 上 ， 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 就 一 直 被 看 成 科学 三 
究 的 一 个 典范 。 这 也 就 如 
的 伟大 目标 ， 即 要 从 尽 可 色 


爱 因 斯 坦 所 指出 的 : 


能 少 的 假说 或 者 公开 


“一 切 科 学 


过 逻辑 的 演绎 ， 概 括 尽 可 能 多 的 经 验 事实 。 9 


外 爱 因 斯 坦 :《 爱 因 斯 坦 文集 》， 第 一 卷 . 第 262 页 ， 
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北京 ， 商务 


出 发 ， 通 


印 书馆 ，1982。 


第 九 章 教学 与 思维 
值得 措 出 的 足 ， 数 学 的 这 种 影响 事实 上 已 超出 自然 
科学 的 范围 而 扩展 到 了 政治 学 、 经 济 学 、 伦 理学 等 各 个 
方面 ， 特 别 是 ,在 88~19 世纪 的 欧洲 更 出 现 了 一 个 人 文 
科学 和 社会 科学 “数学 化 ”的 高 潮 。 例 如 ， 以 下 的 诸多 
著作 事实 上 就 都 可 以 被 看 成 这 一 方向 上 的 努力 ， 内 为 ， 
所 有 这 些 著 作 都 以 建立 公理 化 的 理论 体系 作为 口 已 的 最 
终日 标 ， 杰 文 斯 的 《政治 经 济 学 理论 》 瓦尔 拉 斯 的 《 纯 
粹 经 济 学 要 义 》、 斯 宾 诺 水 的 《伦理 学 》、 洛 克 的 《人 类 
理性 论 》、 贝 克 莱 的 《人 类 知识 永 理 》、 休 并 的 《人 忻 论 》 
利 《 人 类 理解 研究 》、 边 沁 的 《道德 与 立法 原 旺 理论 》、 
鼻 勒 的 《人 性 分 析 》， 等 等 。 
例如 ， 侍 嘉 图 无 疑 是 经 济 思想 史 中 的 最 为 重要 人 物 
之 一 ， 因 为 ， 尽管 古典 的 增长 论 、 价 值 和 分 配 论 的 各 个 
点 在 斯 密 、 马 尔 萨 斯 、 威 斯 特等 人 的 兰 作 中 都 可 找到 ， 
巴 这 些 要 素 总 括 成 -个 严密 的 逻辑 体系 的 却 是 析 高 图 。 
体 地 说 ， 李 亮 图 的 这 一 工作 应 当 说 仍然 处 十 斯 密 的 影 
之 下 , 但 他 所 提出 的 却 是 一 个 截然 不 同 的 体系 ， 而 两 
的 主要 区 别 则 就 从 于 : 李嘉图 用 的 是 长 链 的 纯 演 绎 法 ， 
的 却 是 同 经 验 观 察 交错 的 短 链 论证 方法 。 对 此 
著名 经 济 学 家 布 劳 格 曾 评论 道 : “如 果 经 济 党 基本 上 
一 种 分 析 机 械 和 一 种 思想 方法 ， 而 不 是 “ 堆 实 际 的 成 
， 那 么 ， 可 以 党 不合 张 地 说 ， 正 是 李嘉图 发 明了 经 济 
的 方法 。 
另外 , 在 政治 学 的 领域 内 ， 洛 克 的 理论 应 当 涪 有 着 


09 罗 术 "巴克 亭 斯 :， 《现代 经 济 分 析 史 》， 第 44 页 ， 成 者， 四 川 人 民 出 版 社 ， 


朱 
形 


卜 酒 各 北 到 下 蝇 壮 富 竟 
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十 分 重要 的 影响 。 例 如 ， 


曾 直 接 引用 了 洛克 的 以 下 论点 : “我们 坚信 这 些 


1776 年 美国 的 《独立 宜 


的 真理 : 人 人 生 而 平等 ， 他 们 都 从 他 们 的 “造物 十” 那 


里 被 赋予 某 些 不 可 转让 


狼 权 力 ， 其 中 包括 生命 权 ，、 站 出 


权 和 追求 幸福 的 权力 。 为 了 保障 这 些 权力 ， 所 以 才 在 人 
们 中 间 成 立 政府 。 而 政府 的 正当 权利 ， 系 得 二 被 统治 者 
的 同意 。 如 果 遇 有 仔 何 一 种 形式 的 政府 变 成 是 损 宕 这些 
目的 的 , 那么 ， 人 民 就 有 权利 来 改变 它 或 废除 它 ， 以 建 


立新 的 政府 。 这 新 的 政 


府 ， 必 须 是 建立 在 这 样 的 原则 基 


础 上 ， 并 十 是 按照 这 样 的 方式 米 组 织 它 的 权利 机 构 ， 即 
就 人 民 看 来 是 最 能 够 促进 他 们 的 安全 和 享 祝 的 了 然而 ， 
洛克 的 政治 学 说 事实 上 也 是 -- 个 公理 化 的 理论 ， 特 别 是 ， 


洛克 就 以 “人 人 和 后 而 平 


等 ”作为 最 基本 的 公理 ， 并 以 此 


为 依据 对 政府 的 义务 和 人 民 的 权力 进行 了 论证 。 这 就 是 


说 ,政府 应 当 保障 人 民 


的 基本 权力 ， 而 如 果 违 反 了 这 样 


一 点 ， 人 民 就 有 权利 推翻 它 。 


肯 例 如 ， 斯 宾 诺 莎 
学 而 构造 的 ， 其 中 有 定 
的 一 切 都 由 演绎 论证 作 
边 沁 的 理论 ，“ 快 乐 ”和 和 
两 个 概念 ， 而 对 快乐 的 
人 类 活动 的 最 基本 动力 


的 《伦理 学 》 也 完全 是 仿照 见 何 
义 、 有 公理 、 有 定理 ， 公 理 后 面 
了 “严格 ”的 证 明 。 另 外 ， 按 照 
“痛苦 ”是 伦理 学 中 最 为 基本 的 
追求 与 对 痛 符 的 躲避 则 就 构成 了 
。 边 沁 认 为 ， 任 何 增加 入 类 快乐 


的 行为 都 是 善 的 ， 那 些 减少 人 类 快乐 的 行为 则 是 恶 的 ， 


从 而 这 就 构成 了 伦理 学 
多 病因 ， 《西方 文化 中 的 六 
320 


理论 中 的 两 条 公理 ， 也 则 我 们 应 


学 》, 第 337 一 338 页 ， 台 北 。 九 章 出 版 杜 ，1993。 
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当 以 此 为 依据 去 关 断 人 们 行为 的 是非 或 善 恶 - 
最 后 ， 应 当 指 出 的 是 ,在 笔 始 看 来 ， 硕 尔 伯 特 的 
下 论述 即 玉 人 
及 其 普遍 意义 : “的确 ,不 管 在 蛙 个 领域 ， 对 二 任何 闫 
的 研究 精神 来 说 ， 公 理化 方法 都 是 放疗 委 六 -个 合 
的 不 可 缺少 的 助手 ， 它 在 逻辑 上 是 盛情 可 而 的 ， 同 内 
是 窜 丰 成果 的 ; 因此 它 保 让 了 研究 的 完全 自由 ;在 这 
意义 上 ， 用 公 虹 化 进行 研究 就 等 于 用 已 掌握 了 的 东西 
行 思考 - 早年 没有 公理 化 方法 的 时 候 ， 人 们 只 能 素 相 
把 某 些 关系 作为 信条 米 遵守 ， 公 乍 化 的 研究 方法 则 局 
的 
过 
喝 


六 革 信 着 村 富 


医学 


挤 这 种 素 村 性 而 使 信仰 得 到 利益 :” 义 “在 个 理论 
立 : 且 成 熟 时 ， 就 开始 服从 于 公理 化 方法 ，…… 通 
过 到 公理 的 唱 架 层次 四 :我 们 能 够 获得 科学 由 维 的 
入 的 润 察 力 ， 并 漠 清 我 们 的 知识 的 统一 性 。” 忆 


减 柱 引 


六 


9. 3 思维 的 和 让 上 

正如 第 一 篇 中 所 已 指出 的 ， 作 为 “模式 的 科学 "， 数 
学 并 长 对 于 事物 或 现象 的 直接 侠 究 ， 而 是 以 抽象 思维 的 
产物 作为 直接 的 研究 对 象 。 由 于 后 者 在 一 定 意义 上 就 总 
味 着 本 真实 世界 的 分 离 ， 因 此 ， 这 也 就 为 思维 的 自由 创 
造 提供 了 现实 的 可 能 性 ; 另外 ， 又 如 前 面 所 已 提 及 的 ， 
现代 数学 发 展 的 决定 性 特点 就 是 其 研究 对 象 的 极 大 扩展 ， 
也 邯 是 由 具有 明显 现实 背景 的 量化 模式 扩展 到 了 上 品 能 的 
量化 模式 ， 这 就 是 说 ， 在 一 定 的 限度 内 ， 我们 可 以 单纯 


和 在。 克 莱 因 ; 《 占 今 数学 思想 》， 第 四 册 ， 第 100 内， 上 海上. 痢 科学 技术 出 版 社 、 
1979 


想象 与 创造 
| 
1 
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凭借 “思维 的 自由 想象 和 创造 ”去 构造 出 各 种 可 能 的 量 
化 模式 ， 从 而 ， 在 这 样 的 意义 上 ， 我 们 也 就 可 以 说 ， 数 
学 为 人 类 创造 性 才能 的 充分 发 挥 提 供 了 最 为 理想 的 场所 。 
这 也 就 如 彭 加 莱 所 指出 的 : “数学 科学 是 人 类 精神 从 外 界 
借 取 的 东西 最 少 的 创造 物 之 一 ，…… 它 …… 充 分 地 向 我 
们 表明 ， 当 人 类 精神 越 来 越 多 地 摆脱 外 部 世界 的 英 绊 时 ， 
它 能 够 创造 出 什么 东 上 是 。” 又 “数学 …… 是 一 种 活动 ， 在 
这 种 活动 中 ， 人 类 精神 似 平 从 外 部 世界 所 取 走 的 东西 最 
少 ， 在 这 种 活动 中 ， 人 类 精神 起 着 作用 ,或 者 似乎 只 是 
自行 起 着 作用 和 按照 自己 的 意志 起 作用 。” 了 

尽管 数学 被 说 成 是 “人 类 精神 从 外 界 借 取 的 东西 最 
少 的 创造 物 ”"， 但是， 在 现代 的 自然 科学 、 特 别 是 理论 科 
学 的 研究 中 ， 轴 维 的 自由 想象 与 创造 应 当 说 同样 发 挥 了 
十 分 重要 的 作用 ， 而 数学 则 不 仅 为 这 种 创造 性 工作 提供 
了 必要 的 概念 工具 ， 而 且 也 在 很 大 程度 为 之 指明 了 仅 力 
的 方向 。 具 体 地 说 ， 按 照 现代 的 观点 ， 科 学 理论 主要 地 
应 被 看 成 是 一 种 “假说 -演绎 ”系统 ， 这 也 就 是 说 ， 则 
中 的 普遍 原理 已 不 再 建立 在 对 于 经 验 事实 的 直接 归纳 之 
上 , 恰恰 相反 ， 这 些 原理 只 是 一 种 暂时 性 的 假说 ， 而 其 
真理 性 则 就 取决 于 由 此 所 推导 出 的 具体 命题 能 和 否 得 到 经 
验 的 确证 。 显 然 ， 按 照 这 样 的 观点 ， 自 然 科学 与 经 验 的 
距离 就 变 得 愈 来 您 大 了 ， 而 在 很 多 科学 家 看 来 ， 后 者 事 
实 上 也 就 清楚 地 表明 了 数学 对 于 自然 科学 的 研究 有 着 愈 
来 愈 大 的 重要 性 。 例 如 ， 这 就 正如 爱 因 斯 坦 所 指出 的 : 


DD 彭 加 莱 ;《 科 学 的 价值 ,第 367 页 、 第 374 页 ， 北 京 ， 光 明日 报 出 版 入 ，1988- 
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在 现代 的 科学 研究 中 , “ 塑 畔 基础 傅 来 您 远 离 经 验 事实 ， 
而 且 我 们 从 根本 基础 通 阿 孝 些 同感 觉 经 验 相 关联 的 导出 
命题 的 思想 路 线 ， 也 不 断 变 得 愈 来 愈 艰难 、 意 来 愈 漫长 
户 ， 从 而 ,， “理论 科学 家 在 探索 理论 时 ， 就 不 得 不 愈 来 
人 熏 听 从 纯粹 数学 的 、 形 式 的 考虑 ，” 这 就 是 说 ， “我 们 能 
够 用 纯粹 数学 的 构造 来 发 现 慨 念 以 及 把 这 些 概念 联系 起 
来 的 定律 ， 这 些 概念 和 定律 是 理解 自然 现象 的 钥匙 了 
例如 ， 作 为 一 个 具体 的 例子 ， 我 们 邵 可 看 量子 力学 
理论 的 发 展 。- : 般 认 为 ， 波 动 万 学 构成 了 量子 力学 的 主 
要 出 发 点 。 其 体 地 说 ,波动 力学 的 基本 立场 即 是 认为 微 
观 粒子 同时 具有 波动 性 和 粒子 性 ， 而 又 下 是 为 了 能 对 这 
种 波 粒 二 象 性 作出 统一 的 描述 ， 奥 地 利 物 现 学 家 苹 定 滚 
(EE，Schrodinger) 引进 了 波 噶 数 的 概念 ， 它 被 用 子 表明 微 
观 粒子 的 状态 ， 市 决定 微观 粒子 变化 的 方程 就 是 所 谓 的 
“ 套 定 汕 方程 "。 然 硬 ， 在 当 针 苹 定 调 却 术 能 对 波 蕊 数 的 
物理 意义 作出 进一步 的 解释 ,从 而 其 主要 地 就 是 从 数学 
中 借用 了 必要 的 概念 工具 。 这 也 就 如 当时 在 学 术 界 中 流 
行 的 一 首 小 诗 所 说 : “ 薛 定 请 运用 波 函 数 ， 能 算出 不 少 好 
东西 ; 要 问 函 数 的 意义 怎么 样 ， 却 又 淮 都 说 不 上 。 后 
来 ， 德 国 物 理学 家 玻 恩 (M，Born) 对 波 函 数 的 意义 作 了 
如 下 的 解释 : 波 函 数 表明 物质 波 乃 是 电子 分 布 的 几率 波 ， 
而 这 事实 上 也 就 意味 着 基本 概念 框架 的 重要 变化 ， 即 在 
量子 力学 中 几率 的 概念 已 取代 原来 的 确定 性 概念 而 占据 
了 主导 的 地 位 ， 从 而 ， 又 正 是 数学 为 量子 力学 的 进一步 


中， 爱 因 斯 坦 :《 爱 因 斯 坦 文集 ), 第 -- 卷 . 第 372 页 、 第 262 以、 第 316 页 ， 北 
京 ， 商 务 印 书 销 ，1982。 


323 


第 三 篇 “数学 的 文化 价 介 
发 展 提 供 了 必要 的 概念 工具 。 

另外 ,与 上 述 的 发 展 相 类 似 ,麦克 斯 韦 (J. Maxwell) 在 
最 初 也 正 是 借助 于 数学 而 引进 了 “位 移 电 流 ” 这 样 个 
概念 ， 并 以 此 为 基础 发 展 起 了 自己 的 电磁 场 理 论 。 由 于 
电磁 波 的 存在 只 是 在 二 十 多 年 后 十 得 到 了 证 实 ， 因 此 ， 
在 很 长 的 时 间 内 ， 就 如 村 尔 姆 鹤 蔬 〔Von Helmholtz) 所 


指出 的 ， 电磁波 也 只 是 作为 “符号 的 
对 此 赫 获 也 曾 写 道 
题 ， 我 不 知道 任何 简单 和 确定 的 
韦 的 理论 就 是 麦克 斯 韦 方程 组 。 

从 而 ， 总 的 来 说 ， 这 就 正如 美国 


“对 于 什么 基 麦 克 


回答 


“对 于 一 个 物理 学 家 来 说 ， 数 学 不 
的 工具 ,而且 是 可 以 创造 新 理论 
要 源泉 …… 一 个 物理 学 家 必须 借 
论 ， 因为 ， 数 学 使 他 能 比 有 条 理 


西 。" 
oe 


当然 ， 和 数学 的 现代 研究 一 样 ， 
被 理解 成 在 自然 科学 的 研究 中 我 们 


念 或 理论 的 创造 


的 


的 


恰恰 相反 ， 我 们 


载体 ”而 存在 的 。 
折 韦 的 理论 这 一 ' 问 


， 徐 非 是 : 支 克 斯 


学 者 戴 森 所 指出 的 : 
仅 是 可 以 用 来 计算 现象 
那些 概念 和 原则 
于 数学 来 建立 他 
思考 想象 出 更 多 的 东 


9 
的 肆 


上 述 的 现象 也 不 能 
可 以 任意 地 去 从 事 概 
在 此 应 当 明 确 肯定 实 


践 的 决定 性 作用 。 除 此 以 外 ， 数 学 也 为 我 们 有 效 地 去 从 


事 科学 


要 目标 。 


的 创造 活动 提供 了 一 个 相 玉 
指 ， 对 于 数学 美的 追求 也 可 看 成 科 


的 评价 标准 。 这 
学 研究 活动 的 一 个 重 


就 是 


事实 上 ， 我 们 在 此 即 可 首先 提 及 彭 加 菜 关于 发 明 创 


利 特 尔 :“ 数 学 的 不 确定 性 "， 载 《自然 科学 哲学 问题 从 刊 》，1982 后 、 第 一 
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造 的 本 质 的 分 析 。 


质 弛 是 慨 念 的 可 能 组 合 ”的 观点 ， 
造 实际 上 是 什么 呢 ? 


出 新 的 组 合 。 任 何 
的 组 合 在 数 日 上 是 
处 ,创造 恰恰 在 于 
极 少 的 组 合 。 发 明 


是 如 何 去 作 出 所 说 的 选择 的 呢 ? 


感 在 此 发 挥 了 核心 的 作用 。 影 加 
数 和 形 的 和 谐 感 . 

家 都 知道 的 宙 美 感 

已 经 说 过 的 微妙 的 筛选 作 


审美 感 的 人 永远 不 会 成 为 真 下 的 


第 九 章 ”数学 与 已 名 


针对 先前 即 已 存在 的 发 明 创 造 的 本 


-个 人 帮会 作 
无 限 的 ， 它 作 
不 作 无 用 的 纪 


它 并 不 存在 干 用 已 知 的 数学 实体 作 


闷 加 菜 提出 ; 


这 种 组 合 ， 但 这 样 作出 
] 中 的 大 多 数 完 企 没有 用 
由 合 ， 而 作 有 用 的 、 为 数 


就 是 识别 、 选择 .7 了 那么 ， 科 学 家 义 


彭 加 莱 认为 ， 正 是 审美 
蒸气 道 : “数学 的 美感 、 


几何 的 雅致 感 ， 这 是 -- 切 真正 的 数学 


i 正 是 这 种 特殊 的 审美 感 ， 起 着 我 


”也 正 因为 此 , “缺乏 这 种 


创造 着 ， 字 


尽管 彭 如 莱 在 此 主要 是 就 尤 意 识 的 思维 活动 进行 分 


析 的 ， 但 却 又 在 一 
于 科学 研究 有 着 特 


定 程度 上 清楚 
九 的 重要 性 。 


也 指明 了 美学 的 考虑 对 
义 由 于 数学 即 就 构成 了 


科学 的 语言 ， 因 此 ， 数 学 美 事实 上 上 就 可 被 看 成 科学 美的 


主要 形式 ， 特 别 是 ， 
作为 自己 直接 的 工作 目标 。 
具体 纯 说 ， 科 学 家 们 对 于 


科学 家 们 往往 就 以 对 数学 美的 追求 


F 数 学 美的 追求 往往 反映 


其 对 于 简单 性 和 统一 性 的 追求 。 例 如， 在 理论 科学 的 研 
常 以 简单 性 作为 自己 的 工作 月 标 ， 并 
力图 通过 简单 件 而 最 终 达 到 对 于 真理 的 认识 ; 而 由 实例 


究 中 ， 科 学 家 们 党 


的 考察 可 以 看 出 ， 


科学 


P 的 简单 性 又 往往 是 指 用 简单 的 


财 茧 惧 菜 ， 人 的) 第 377 页 . 北京 ， 光 明日 报 出 版 社 ，1988c 


了 由 第 38 
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第 篇。 数学 的 义 化 价值 


数学 公式 揭示 出 了 隐藏 在 复杂 现象 背后 的 深刻 规律 或 本 
质 ,， 从 而 ,这 里 所 说 的 “简单 性 ” 盾 实 上 就 是 一 种 “ 数 
学 的 简单 性 ”"。 俩 如 ， 爱 因 斯 坦 就 自称 是 一 个 “到 数学 的 
简单 性 去 寻找 真理 的 惟一 可 靠 源 泉 的 人 ”。 另 外 ， 海 森 堡 
也 曾 指出 : “我 相信 自然 规律 的 简单 性 具有 一 种 客观 的 特 
征 ， 它 并 非 只 是 思维 经 济 的 结果 。 如 果 白 然 界 把 我 们 引 
向 极其 简单 商 美 丽 的 数学 形式 一 一 我 所 说 的 形式 是 指 假 
设 、 公 理 等 等 的 贯彻 一 致 的 体系 一 一 引 向 前 人 所 木 见 过 
的 形式 ， 我 们 就 不 得 不 认为 这 些 形式 是 “ 真 ” 的 ， 它 们 
是 显示 出 自然 界 的 息 正 特征 。” 又 “我 又 地 跌 原 认 ， 我 被 
自然 界 向 我 们 显示 的 数学 体系 的 简单 性 和 美 漠 烈 地 吸 | 
住 了 。 你 一 定 也 有 这 样 的 感觉 ， 自 然 界 突然 在 我 们 的 商 
前 展开 这 些 关系 的 几乎 令 人 震惊 的 简单 性 和 完整 
性 .了 


事实 上 ， 在 科学 史上 我 们 也 可 看 到 不 少 这 样 的 例子 ， 

其 中 正 是 数学 的 简单 性 给 了 科学 家 以 必要 的 信心 ， 从 
而 才能 在 逆境 中 坚持 自己 的 理论 或 新 的 创见 。 例 如 ， 正 
如 第 四 章 中 所 已 提 及 的 ， 背 白 尼 的 日 心 说 在 最 初 就 木 能 
彻底 地 摆脱 托 勒 密 在 地 心 说 中 所 引进 的 “本 轮 ” 和 “ 均 
轮 ” 的 概念 ， 而 只 是 把 它们 的 数 日 由 77 个 压缩 到 了 34 
个 ; 然而 ， 却 又 正 是 这 种 数学 上 的 简单 性 使 哥 白 尼 坚 信 
自己 理论 的 真理 性 ， 因 为 他 相信 “自然 是 喜爱 简单 性 
的 "。 而 且 ， 从 历史 上 看 ， 这 事实 上 也 就 是 当时 的 不 少 科 
学 家 之 所 以 支持 日 心 说 的 一 个 主要 原因 。 例 如 ， 被 人 称 


D ni 《严密 自然 科学 革 础 近年 来 的 变化 $， 第 216~217 页 ， 上 海 ，| 海 详 
文 出 版 社 ， 
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为 “天 空 的 立法 者 ” 


深 处 证 明 它 是 真实 的 


它 的 芙 ”， 而 这 就 是 


第 九 章 ”教学 与 思维 
多 下 普 勒 就 兽 写 到 ; “我 从 灵魂 的 最 
， 我 以 难 十 相信 的 欢乐 心情 友和 次 赏 
为 “ 哥 白 尼 的 体系 只 有 更 大 的 数学 


上 


简单 性 与 和 谐 的 缘故 -了 


另外 ， 海 森 保 半 
于 “一 部 分 与 另 一 前 


此 所 说 的 “各 谐 性 
性 ”， 而 后 者 的 主要 
数学 


F 泗 指出 ， 精 密 科学 中 美的 含义 就 在 
分 以 及 整体 之 问 的 和 谐 .” 海 森 堡 但 
”也 就 是 通常 所 谓 的 科学 的 “统一 
表现 形式 则 又 往往 症 括 大 们 用 统一 的 


公式 对 不 同 的 事物 或 现象 作出 了 成 功 的 概括 ， 从 而 


揭示 出 了 对 象 之 问 的 内 在 联系 或 共 共 问 本 质 : 


例如 ， 正 如 前 


所 已 提 太 的 ， 和 牛顿 的 力学 研究 在 和 


I 


大 程度 [就 可 被 看 成 对 于 
F 普 和 靳 和 伽 利 
上 物体 的 运动 规律 进行 了 研究 ， 但 这 两 者 却 


顿 以 前 ， 
物体 与 地 夯 ] 


被 认为 是 鼎 不 相关 的 ; 
式 来 允 
i 者 的 统一 1 

L 作 相 类 似 ， 爱 内 


学 公 


用 同样 的 数 
条 地 去 明 了 
与 牛顿 的 


广义 相对 论 


的 研究 也 


下 
3 


“统一 人 性 ”的 一 种 追求 :在 和 
略 己 从 定量 的 角度 分 别 对 天 上 的 


与 此 相反 ， 和 牛顿 证 明了 我 们 可 以 
这 两 种 运动 进行 描述 ， 从 而 就 清 
性 。 
斯 坦 关 于 狭义 相对 论 与 
说 是 对 于 统一 性 的 一 种 追求 。 具 


体 地 说 , 爱 


斯 坦 创 立 狭义 相 浊 


| 论 的 动机 之 一 就 是 希望 


能 把 牛顿 的 经 典 力 
这 就 正如 爱 因 
大 的 成 就 。 它 使 力 
动力 学 


后 二 


下 “ 丹 皮 尔 : 《科学 史 》， 


斯 坦 本 人 所 指出 的 : 
学 和 电动 力学 相互 协调 。 它 减少 了 电 
FP 逻 辑 上 二 不 相关 的 假说 的 数目 。 它 对 基本 概念 


学 与 慨 克 斯 韦 的 电动 力学 统一 起 米 。 
“狭义 相对 论 得 到 了 


站 


第 193 页 北京， 商务 印 书 锚 ，1975 
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第 -篇 ”数学 的 文化 价值 
作 了 必 不 可 少 的 方法 论 分 析 。 它 把 动量 守恒 定律 和 能 量 
守恒 定律 联结 了 起 来 ， 揭 从 了 质量 和 人 能量 的 统一 - "9 另 
外 ， 爱 因 斯 坦 建立 广义 相对 论 的 目的 则 可 说 是 为 了 消除 
在 狭义 相对 论 中 依然 存在 的 介 速 参照 系 i 非 匀速 参照 系 
的 “不 一 致 恰 "。 这 也 就 如 爱 因 斯 坦 本 人 所 指出 的 : “ 同 
古典 力学 一 样 ， 狭 义 相对 论 在 同 所 有 其 他 的 运动 状态 作 
比较 时 ， 保 留 了 对 某 些 特别 优越 的 运动 状态 车 人 性 系 
的 运动 状态 一 一 的 区 分 ， 攻 实说 ， 带 有 这 种 保留 其 至 比 
起 只 对 惟一 的 一 个 运动 状态 予以 特殊 看 待 ( 络 像 静 仿 光 
以 太 理论 所 做 的 那样 ) ， 更 难于 协调 一 丛 。 "2 
特殊 地 ， 对 称 性 显然 就 可 被 看 成 统一 性 的 种 具体 
表现 ， 因 此 ， 科 学 家 们 也 就 往往 以 对 称 为 美 ， 并 以 此 作 
为 直接 的 工作 日 标 。 具 体 地 说 ， 由 于 对 称 性 在 历史 上 最 
初 主要 是 一 个 几何 的 概念 ， 因 此 ， 这 事实 上 也 就 是 对 于 
几何 对 称 性 的 一 种 追求 。 例 如 ， 哥 白 尼 之 所 以 仍然 采 
“本 轮 ” 和 “ 均 轮 ”的 概念 ， 主 要 地 就 是 基于 这 方面 的 考 
虑 。 哥 白 尼 这 样 气 道 : “首先 ,我 们 应 当 指 出 ， 宇 宙 是 球 
形 的。 这 是 因为 球形 是 万 物 中 最 完美 的 形状 ;因为 这 科 
形状 的 容积 最 大 ， 宜 于 包罗 一 切 ; 因为 宇宙 的 局 部 形体 ， 
即日 月 星辰 ， 都 是 这 种 形状 ; 因为 万 物 都 趋 于 这 种 形状 ; 
就 像 空中 的 水 滴 和 别 的 液体 一 样 。 因 此 ， 谁 也 不 怀疑 ， 
天 空 也 应 赋予 这 种 形状 。"@ 另外 ,杨振宁 则 曾 指出 , 爱 
斯 坦 把 电磁 场 看 做 时 空 结构 ， 其 实质 就 是 将 物理 原则 


斯 坦 ， 《 爱 因 斯 坦 文集 》, 第 卷 ， 第 185 页 ， 北 京 、 商务 印 节 馆 ，1982.。 
i 忆 ， 《天 体 运 行 论 》， 第 8 页 ， 北 京 ， 科 学 出 版 社 ，1973。 
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几何 化 :“ 店 十 许多 几何 图 形 部 是 美的 ， 物 理 理论 借助 于 
几何 形式 来 表现 ， 自 然 会 电 得 优美 ”人 
当然 ， 由 于 数学 的 发 展 ， 对 称 性 的 概念 现 已 超出 儿 
何 的 范 轩 并 获得 了 更 加 广泛 的 意义 。 一 般 地 说 ， 这 即 是 
指 组 成 某 一 事物 或 现象 的 两 个 部 分 之 问 的 对 等 性 ; 然而 

我 们 稻 然 可 以 从 数学 于 去 把 握 和 表 夫 。 例 如 ， 这 
正如 海 森 堡 所 指出 的 : “最 终 的 物质 理论 ， 像 在 柏 拉 
里 - 样 ,将 以 -系列 重要 的 对 称 性 要 求 为 标志 ，…… 
这 些 对 称 性 已 不 能 像 在 柏拉图 的 物体 中 那样 ， 简 单 地 
图 形 来 说 明 ， 而 需要 用 方程 来 解释 。 字 
例如 ， 犹 拉克 (P，Dirac〉 关于 正中 子 的 预言 就 吕 看 
成 这 方 击 的 一 个 实例 。 只 体 地 说 ，1928 年 狄 拉 克 把 量 于 
力学 的 薛 定 齐 方 程 推广 到 了 相对 论 领 域 ， 得 出 的 许多 结 
果 都 同 实验 相符 ， 但 却 遇 人 包 了 电 于 可 能 有 负 能 量 的 困难 。 
按照 通常 的 观念 ， 负 能 值 被 认为 是 尤 意义 的 ; 然而 ， 出 
于 对 称 性 的 考虑 ， 犹 拉克 吉大 胆 地 认为 负 能 态 是 可 能 的 ， 
进而 提出 了 负 能 区 域 已 被 电子 所 填 满 的 思想 ， 按 照 狄 拉 
克 的 解释 ， 这 种 “ 负 能 态 的 海洋 ”就 是 通常 所 说 的 真空 。 
显然 ， 按 照 这 样 的 思想 ， 如 果 负 能 区 战 中 的 电 于 网 出 的 
话 ， 在 负 能 态 海 洋 中 就 会 出 现 :个 “ 空 穴 "。 我 们 应 当 怎 
样 看 待 这 种 空 穴 呢 ? 狄 拉 克 写 道 : “在 我 开始 有 这 个 想法 
时 ， 我 觉得 在 空 穴 和 普通 电子 之 闻 有 对 称 性 -” 又 “假如 
有 一 个 涧 ， 那 个 涧 就 是 实验 物理 中 还 不 知道 的 一 种 新 粒 


北京 ， 人民 出 版 村 ，1986: 
， 第 169 页 ，|. 海 ，| 海 译 福 出 
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子 ， 同 电子 的 项 量 相同 ,电荷 方 向 相反 ， 我 们 可 以 把 这 
种 粒子 叫做 反 电 子 。S 这 样 ， 对 子 对 称 性 的 追求 就 直接 
导致 了 正 电 子 的 概念 的 产生 。 
综 上 可 见 ， 对 子 数学 美的 追求 就 在 一 定 程 度 上 为 科 
学 研究 指明 了 努力 的 方向 。 狄 拉克 写 道 ; “理论 物理 学 家 
把 数学 美的 要 求 当 做 信仰 的 行为 。 它 没有 什么 使 人 非 信 
不 可 的 理由 , 但 过 去 已 经 证 明了 这 是 有 益 的 目标 。 例 如 ， 
相对 论 得 到 如 此 普遍 的 斥 认 ， 其 卡 要 原因 就 在 子 它 的 数 
学 美 ” 又 “这 种 对 数学 美的 欣赏 支配 着 我 们 的 全 部 工 
作 。 这 是 我 们 的 一 种 信条 ， 相 信 措 述 自然 界 基 本 规律 的 
方程 必定 有 显著 的 数学 美 ， 这 对 我 们 就 是 一 种 宗教 。 奉 
行 这 种 宗教 是 很 有 益 的 ， 可 以 把 它 看 成 是 我 们 许多 威 功 
的 基础 。”® 
当然 ,应当 强调 的 是 ,我 们 在 此 又 相应 把 对 于 数学 
美的 追求 看 成 科学 研究 的 主要 或 惟一 的 目标 ， 勿 宁 说 ， 
这 即 是 为 我 们 更 好 地 认识 客观 世界 提供 了 一 种 重要 的 工 
具 和 方法 。 这 也 就 如 彭 加 莱 所 指出 的 : “其 主要 对 象 是 研 
究 这 些 空虚 框架 的 数学 分 析 是 精神 的 空洞 游戏 吗 ? 它 给 
予 物理 学 家 的 只 不 过 是 方便 的 语言 ， 这 难道 不 是 平庸 的 
贡献 吗 一 一 严格 地 讲 ， 没 有 这 种 贡献 ， 也 能 够 作 到 这 样 
一 点 ? 甚至 人 们 无 须 担心 这 种 人 为 的 语言 可 能 成 为 设置 
在 实在 和 物理 学 家 眼睛 之 间 的 屏障 吗 ? 远 非 如 此 ! 没有 
这 种 语言 ， 事 物 的 大 多 数 密 切 的 类 似 对 我 们 米 说 将 会 永 


TT 姑 《科学 思想 史 》， 第 333 页 ， 南京 ， 江 苏 科 学 技术 出 版 社 ，1985。 
| 克 : “理论 物理 学 方法 *， 载 《自然 料 学 哲学 问题 丛刊 }，1982 年 ,第 四 


”七 狄 拉 克 ;“ 回 忆 那 激动 人 心 的 年 代 "， 载 《科学 和 哲学 》，1981 年 ， 第 六 期 。 
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远 地 未 知 的 。 而 且 ， 我们 将 永远 不 了 解 世 界 的 内 部 科 


谐 ." 了 


9 


已 掌 握 


数学 活动 


因 


的 艺术 ”， 
渐 发 展 


.4 解决 问题 的 艺术 
由 于 “问题 解决 "， 也 即 如 何 综合 地 、 创 造 性 地 应 


4 知识 和 方法 去 解决 各 种 


色 了 一 整套 十 分 有 效 的 解 


第 万 章 ”数学 与 思维 


非常 规 的 问题 ， 梅 成 了 


(包括 数学 研究 与 数学 学 习 ) 的 .个 基本 形式 ， 
此 ， 在 这 样 的 意义 上 上 ， 数 学 就 常常 被 称 为 “解决 问题 
因为 ， 止 是 通过 解决 问题 的 实践 ， 数 学 家 们 送 


题 策略 ， 而 后 者 则 不 仅 


所 


以 被 


而 言 
的 角 
法 的 


期 


活动 的 各 个 领域 。 
例 负 
我 们 应 当 首 先 肯定 波 利 亚 
上 度 看 ， 波 利 亚 在 此 事实 上 起 


于 数学 内 部 ， 而 月 也 可 


HH， 正 如 第 二 章 中 所 已 提 


具体 地 说 ， 在 人 类 的 历史 发 


效 地 从 


问 


人 们 曾 希 望 能 找到 这 样 
发 明 创造 ， 或 成 功 地 解 


广泛 地 被 用 于 人 类 实践 


及 的 ， 就 这 方面 的 研究 
的 页 献 ， 因 为 ， 从 访 史 
到 了 -种 “复兴 ”局 发 


展 中 曾 有 过 这 样 … 个 时 
一 种 方法 ， 用 之 即 可 有 
决 一 切 问题 。 例 如 ， 笛 


卡尔 就 曾 提出 过 所 谓 的 “万 能 方法 ": 第 一 ， 把 任何 问题 


转化 为 数学 问题 ; 第 二 ， 把 任何 数学 问题 转化 为 代 


题 ; 第 三 ,把 任何 代数 问题 归结 为 解 方程 。 从 现在 


数 问 
的 观 


.5 
辟 行 ， 


“ 述 对 于 


FF “万 能 方法 ”的 寻求 显然 是 过 了 


FF 简单 了 ， 


因为 ， 即 如 并 不 存在 可 以 把 万 物 点 化 为 黄金 的 “哲人 之 


习 ， 喜 如 莱 :《 科 学 的 价值 》， 第 190 页 ， 北 京 ， 光 虹 目 报 出 版 社 ，1988。 
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石 " ， 能 有 效 地 从 事 数学 发 现 或 解决 一 
法 ”显然 也 是 不 存在 的 。 然 而 ， 


大 们 却 因 出 


数学 的 文化 价值 


切 问题 的 “万 能 


就 基本 的 研究 倾向 昕 言 ， 
由 个 极 端 走 向 了 另 


-个 级 端 ， 印 认为 要 本 


不 存在 任何 关于 发 现 的 方法 。 在 历史 上 后 一 种 观念 是 与 


逻辑 实证 主义 的 


的 方法 ” 
(证 明 ) 


的 地 位 ， 
法 的 研 
正 是 在 上 述 的 
起 了 “复兴 ”启发 法 的 重任 。 波 利 亚 在 这 -- 
本 立场 是 : 所 谓 的 
种 各 样 的 规则 还 是 有 


等 等 。 


于 已 有 的 成 功 实践 、 


波 利 


发 性 法 则 "。 从 而 ， 相 对 于 上 述 的 两 极 对 立 而 襄 ， 


这 些 都 还 是 有 用 的 。 


“科学 观 ” 坦 接 相 联系 的 : 逻辑 实证 主 
义 明确 地 提出 了 关于 “检验 〈 证 明 ) 的 方法 ”了 
的 区 分 ， 并 认为 方法 论 的 研究 应 当 
4 范围 ， 而 发 现 的 问题 则 完全 属 ] 
围 ， 对 此 不 需要 、 
析 ， 从 


发 现 
局 限于 检验 
F 心 理学 的 范 


也 不 可 能 作出 任何 理性 的 或 逻辑 的 分 
而 也 就 根本 不 存在 任何 真正 意义 上 
由 于 逻辑 实证 主义 在 西方 学 术 界 中 曾 长 期 占据 主导 
因此 ， 关 于 数学 发 现 《 及 至 一 般 科 学 发 现 ) 方 
究 就 一 度 陷 人 了 停顿 状态 


舟 “ 发 现 的 方 


“万 能 方法 ”是 不 存在 的 ; 但 是 
的 ， 诸 如 行为 准则 、 


但 是 ， 它 们 对 新 的 实践 活 


格言 和 指 二 统称 “局 


， 波 利 亚 自沉 地 原 所 
问题 上 的 基 
，“ 各 
指南 ， 


格言 、 


这 就 是 说 ,我 们 可 以 通过 对 
包括 解 题 过 程 的 深入 研究 ， 总 结 出 
一 般 性 的 思维 方法 或 模式 ， 尽管 后 者 并 非 可 以 被 机 械 地 
用 以 解决 问题 的 a 
动 仍 可 起 到 重 : 
2 把 所 说 的 行为 


也 正 因为 此 ， 


在 此 和 


# 实 上 就 是 开拓 了 第 三 种 可 能 性 ， 即 我 们 


波 利 亚 
可 以 、 而 


量 应 当 积极 地 去 从 事 启发 法 的 研究 。 
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只 体 地 说 ， 波 利 业 在 这 一 


好、《 数 学 的 发 现 》 和 《数学 


多 论文 。 企 这 些 2 了 


模式 或 方法 :了 分 解 与 
加 模式 ， 特 环 化 方法 ， 
立 次 日 标 ， 合 情 推 加 的 借 
苍术 知 数 ， 回 到 和 定义 去 ， 了 


有 LH 会 ， 


| 


方向 上 曾 发 表 卫 《 乓 翌 
学 与 猜想 》 等 多 部 著作 和 和 
这 样 些 启 发 性 
笛 卡 尔 模式 ， 地 轨 人 慌 式 ， 
L 方 法， “从 后 向 前 推 ”， 
(归纳 与 类 比 )， 茵 图 法 ， 
基 相 关 的 问题 ， 对 问题 进 


变 展 ， 等 等 


另外 ， 波 利 
和 建议 可 被 看 成 数学 启发 法 的 核心 ， 因 为 ， 只 
题 和 建议 就 能 起 划 


当 ， 这 些 问 


亚 并 曾 明确 提出 


证 出 ， 


一 些 “ 定 型 的 ”问题 
归 运 用 得 


的 作用 ， 邵 


“思想 指南 ” 


给 解 题 者 定 的 启示 ， 从 而 帮助 他 们 去 发 吉 好 的 或 正 


确 的 解 题 方法 与 解答 。 特 处 
按照 解 题 过 各 
“实现 


划 "、 
著名 的 “ 怎 
对 于 


il 
解 题 表 " 
F 波 利 


也 ， 如 巢 把 这 些 问题 和 建议 
4 四 个 阶段 ， 昌 “制定 计 
利 “ 回 成” 组 织 起 来 ， 我 们 就 得 到 了 


亚 的 上 述 贡 献 人 们 普遍 给 也 了 高 度 评价 。 


国 


例如 ， 美 


(A. Schocnfel 
“现代 启发 法 
分 国 “TD 


d 


; 


当代 著名 的 数学 教育 家 会 费 尔 德 
) 就 普 指 出 : “对 于 波 利 亚 在 复兴 所 请 的 
方面 所 取得 的 成 功 无 论 如 何 评价 都 不 过 


前 的 论题 而 过 ,我 们 在 此 偿 应 特别 指明 以 


波 利 亚 曾 明确 地 强调 了 数学 启发 法 的 普遍 


是 款 育 出 版 社 ， 1991. 
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意义 。 

首先 ， 按 照 波 利 3 
构成 了 人 类 全 部 活动 
中 表现 。 例 如 ， 波 利 + 
而 智力 乃 是 人 类 的 天 赋 ， 
的 情况 下 迁 回 的 能 力 
使 人 高 出 最 聪明 的 动 
又 “ 解 题 是 人 类 的 本 
的 动物 "; 他 的 生活 充 
部 分 的 有 意识 思维 是 
娱乐 或 白 日 作 梦 时 ， 
次 ， 波 利 亚 又 具体 地 


“不 限于 任何 题目 。 我 
数学 的 或 非 数 学 的 ， 王 
实 ] 
义 。 


们 的 


尽管 波 利 亚 的 


但 是 ,这些 论述 的 真理 性 又 已 


的 观点 ， 
交 基 本 形式 ， 并 就 是 人 类 智力 前 
下 写 道 : “ 解 题 是 智力 的 特殊 成 就 
工 
， 使 聪明 的 动物 高 出 串 繁 的 动 
物 ， 并 
件 。 我 
满 了 不 可 立即 实现 的 目标 。 我 人 
与 问题 相关 
我 们 的 思想 有 善明 确 的 目标 。” 守 
指明 了 数学 
决 问题 能 力 的 普遍 意义 。 这 就 是 说 ， 数 学 启发 法 的 用 


有 论 的 或 实际 的 … 
加 


上 述 论 述 主 


“问题 解决 ” 即 可 被 看 成 
集 


E 是 绕 过 障碍 、 在 眼前 无 捷径 
移 ， 
使 降 明 的 人 高 出 蚌 繁 的 人 
们 可 以 把 人 类 定义 为 “ 解 


和; 当 我 们 并 末 沉 溺 


中 沁 习 六 六 


启发 法 对 于 提高 人 人 


解 
途 
是 可 以 是 代数 的 或 儿 们 的 ， 
显然 ， 这 生 


问 


3 


要 是 在 五 六 十 年 代 作出 的 ， 
现代 的 认 知 科学 研究 和 


人 工 智 能 研究 得 到 了 进 一 


贺 ) 就 曾 指出 


步 的 
能 研究 的 主要 开拓 者 之 一 西蒙 
“人 类 的 解决 问 


确证 。 例如， 现代 人 工 智 
{H，Simon， 中 文 名 司马 
题 过 程 …… 这 一 过 程 可 以 


一 一 而 且 已 经 时 常 一 一 被 比 作 在 迷宫 中 的 搜索 。… 在 过 


:了 波 利 亚 :《 数 学 的 发 现 }， 第 一 卷 ， 


1980. 
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第 172 页 ， 吓 和 浩特 ， 内 蒙古 人 民 出 版 社 ， 


名 波 利 严 :《 怎 样 解 题 >， 第 2 页 ， 北 京 ， 科 学 出 版 村，1982。 


第 尤 束 “ 施 学 与 旭 纵 
友 主 十 年 中 ， 关 于 用 以 表现 人 类 共有 的 解决 问题 任务 
( 仅 提 此 项 ; 证 明定 理 、 坡 这 、 下 棋 、 进 行 投资 、 半 衡 生 
产 线 ) 的 迷宫 的 性 质 ， 人 们 已 学 到 了 很 多 东西 。 我 们 关 
于 这 些 迷 宵 的 一 切 知识 都 指向 同一 结论 : 人 类 的 解决 问 
题 过 程 ， 从 最 鲁莽 的 到 直觉 能 力 最 强 的 ， 玫 不 过 是 反复 
试验 法 与 选择 的 不 同 程度 的 组 全 而 已 。 选 择 性 来 口 各 种 
经 验 定 则 《或 直观 推断 法 )， 它 们 提示 我 们 应 先行 探索 哪 
些 路 径 ， 已 探索 了 的 路 径 中 哪些 有 希望 通 向 日 标 。 上 义 
“随机 时 错 走 一 步 就 要 全 部 倒退 ， 所 以 我 们 需要 利用 穹 门 
和 有 关 的 知识 ， 采 取 有 效 的 解 题 方法 。 这 种 有 效 的 方法 
就 叫做 启发 性 搜索 (或 选择 性 搜索 )。” 显 然 ， 西 蒙 的 这 
些 论述 与 波 利 亚 对 于 妆 发 法 的 强调 是 完全 - 致 的 。 另 外 ， 
值得 提 及 的 是 ， 在 实际 从 事 解 题 机 的 研究 时 ， 波 利 亚 的 
数学 启发 法 并 就 构成 了 西蒙 等 人 最 为 重要 的 思想 渊源 之 


7 


除去 具体 的 解 题 策略 以 外 ， 应 当 指明 ， 数 学 对 于 提 
高 人 们 的 元 认 知 水 平 也 有 着 十 分 重要 的 意义 。 

具体 地 说 ， 就 解 题 活动 而 言 ， 所 谓 “ 元 认 知 ” 即 是 
指 解 题 者 对 于 据 身 所 从 志 的 解 题 活动 的 自我 意识 和 自我 
控制 ， 包 括 对 于 数学 知识 和 解 题 策 略 的 选择 ， 整 个 过 各 
的 组 织 ， 以 及 对 于 所 从 事 ] 作 的 自我 分 析 (评估) 和 自 
我 调整 等 。 由 于 这 些 工 作 与 具体 的 认 知 活动 相 比 显然 属 
于 一 个 更 高 的 层次 ,因此 通常 就 被 称 为 “元 认 刘 ”"。 男 
外 ,这 正 是 关于 数学 解 题 过 程 的 现代 研究 所 揭示 的 一 个 


条。 是 蒙 :《 人 工科 学 ， 第 176- 178 页， 北 水 ， 商 务 印 书 坟 ，1987， 


第 一 箭 ”数学 的 文化 价值 
要 事实 ， 即 元 认 知 也 应 被 看 成 决定 人 们 解决 问题 能 力 
重 此 因素 ， 而 数学 则 义 正 是 提高 人 们 元 认 知 水 平 
重要 途径 。 
例如 ， 通 过 初学 者 与 数学 家 解 是 活动 的 对 照 研究 我 
们 就 可 看 出 ， 两 者 在 元 认 知 的 水 平 上 表现 出 了 重要 的 区 
别 。 具 体 地 说 ， 初 学 痢 往往 不 加 思考 地 采取 某 一 方法 或 
解 是 途径， 或 总 是 在 各 种 可 能 的 “ 解 题 途径 ”之 问 徘 简 ， 
而 对 自己 在 干什么 、 特 别 是 为 什么 要 这 样 十 始终 缺乏 明 
确 的 认识 ， 另 外， 在 沿 着 车 -… 解 题 途径 走 下 去 时 ， 他 个 
又 往往 不 能 对 自己 目前 的 处 境 作出 清醒 的 评估 并 由 此 作 
出 必要 的 调整 ， 而 只 是 “一 股 劲 地 往 前 走 ”"， 直 金 最 终 
入 f 伪 局 (这 既是 指 遇 到 了 不 可 多 服 的 困难 ， 也 是 指 获 
得 了 某 种 结果 但 却 对 解决 原 米 的 问题 毫 无 作用 ) 而 不 知 
所 措 。 与 比 相反， 数学 家 在 具体 地 采用 某 一 方法 或 解 题 
途径 前 往往 对 各 种 可 能 性 经 过 了 仔细 的 考虑 ; 在 整个 解 
是 过 程 中 则 又 显得 “心中 有 数 ”"， 即 清楚 地 知道 自己 在 干 
什么 和 为 什么 要 这 样 十 ; 他们 能 对 日 前 的 处 境 作 出 清醒 
的 评估 ， 并 由 此 而 作出 必要 的 调整 ， 特 殊 地 ， 即 使 出 现 
了 错误 ， 他 们 也 不 会 简单 地 抛弃 已 有 的 工作 ， 而 是 力图 
从 中 吸取 有 益 的 成 分 ; 最 后 ， 在 成 功 地 解决 了 问题 以 后 ， 
他 们 又 能 自觉 地 对 所 进行 的 工作 进行 回顾 ， 特 别 是 考虑 
是 否 存在 更 为 有 效 的 解 题 途径 。 
应 当 指出 ， 元 认 知 水 平 的 高 低 木 仅 对 于 数学 解 题 活 
动 有 着 上 分 重要 的 影响 ,而且 对 于 人 们 有 效 地 太 从 事 各 


他” 郑 航 信 ;《 门 题解 决 与 数学 教育 ?第 5.1 节 , 市 京 , 江苏 教育 出 版 社 ，1994 
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种 活动 


类 的 行为 主要 地 是 


次 定 的 。 特 


IH 
别 是 ， 人 类 


的 间 标 。 由 于 所 说 的 “ 
人 们 的 元 认 知 能 力 ， 


个 


中 表现 。 另 外 ， 正 如 
的 敏捷 


重要 指标 ; 然而 ， 由 
这 些 属性 与 元 认 知 的 
是 ， 对 于 内 在 思维 
作出 自我 评价 和 必要 


也 有 着 | 分 重要 
来 ， 这 就 可 以 被 看 成 人 让 


同 的 新 的 环境 ， 从 而 就 能 在 各 和 


度 发 展 的 元 认 知 能 力 事实 上 就 可 


性 、 灵 活性 、 深 


的 品质 ， 并 认为 这 下 


活 


第 九 京 、 数 学 与 思 纹 
内 点 义 。 事 实 上 ， 人 在 不 少 学 洛 看 
类 与 动物 的 一 个 根本 区 别 ， 即 人 
标 、 而 并 非 是 出 外 部 的 刺激 物 所 
能 应 用 可 变 的 行动 计划 去 适应 不 
不 同 的 环境 中 达到 预期 
“计划 性 ”和 “可 变性 ”显然 依赖 
因此 ,在 这 样 的 意义 上 上 ， 上 共有 高 
[被 看 成 人 类 管 熙 的 一 个 
大 家 所 熟知 的 ， 人 们 常常 把 思维 
刻 忻 、 批 判 性 和 创造 性 看 成 是 思 
是 衡 最 人 们 智力 或 思维 能 力 高 低 
上 面 的 分 析 我 们 又 可 看 出 ， 忆 维 
发 展 水 平 都 有 着 直接 的 联系 ， 特 
动 有 着 清醒 的 白 我 意识 并 能 及 时 
的 调整 更 应 被 看 成 思维 的 深刻 性 、 


MT 


判 性 和 创造 性 的 重要 表现 或 必要 条 件 ， 从 调 ， 在 这 伴 


意义 上 ， 我 们 也 就 
并 质 的 关键 所 
F 数 学 正 是 提高 
这 也 就 从 又 一 角 


记 


此 ， 


以 说 ,元 认 知 的 培养 和 训练 止 是 
在 。 

人 们 元 认 知 水 平 的 一 条 有 效 途 径 ， 
度 表 明了 数学 对 于 


FF 人们 思维 的 训 


练 和 培养 有 着 特别 的 重要 性 。 


显然 也 应 被 看 成 人 们 轧 
在 不 少 著名 科学 家 看 来 
例如 ， 爱 因 斯 坦 就 曾 这 
个 问题 更 为 


最 后 ， 除 去 解决 问题 的 能 力 以 外 ， 提 出 问题 的 能 


维 水 平 的 一 个 车 要 表现 。 事 实 上 ， 
， 提 出 问题 比 解 决 问题 更 为 重要 。 
样 指 出 : “提出 一 个 问题 比 解决 一 


要 ， 因 为 解决 问题 也 许 是 -个 数学 上 或 实 
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验 上 的 技能 而 已 ， 而 提出 新 的 问题 、 新 的 理论 ， 从 新 的 
角度 去 看 旧 的 问题 ， 却 需要 创造 性 的 想象 力 ， 击 且 标 志 
着 科学 的 真正 进步 。 末 
然而 ,由 初学 者 与 数学 家 的 比较 研究 可 以 看 出 ， 这 
也 是 两 背 的 一 个 重要 区 别 ， 即 初学 者 往往 满足 于 用 其 种 
方法 (包括 观察 、 实 验 长 至 猜测 ) 求 得 了 问题 的 解答 ， 
而 不 内 进行 进一步 的 思考 和 研究 ; 与 此 相反 ,作为 “ 数 
学 传统 ”( 第 二 章 ) 的 具体 体 志 ， 数 学 家 们 则 并 不 满足 于 
各 个 具体 问题 的 解决 ， 而 是 致力 于 这 样 的 思考 ， 在 这 些 
看 上 去 并 无 联系 的 事实 背后 是 否 隐 藏 着 某 种 普遍 的 理论 ? 
这 些 事实 能 和 否 被 纳入 某 个 统一 的 数学 结构 ， 等 等 。 显 然 ， 
这 种 思维 方式 正 是 理论 思维 的 重 上 要 表现 ， 而 所 说 的 差异 
则 又 清楚 地 表明 了 数学 对 于 人 们 提高 提出 问题 的 能 力 、 
特别 是 学 会 理论 思维 有 着 特别 的 重要 性 。 


9. 5 从 教育 的 角度 看 

作为 全 章 的 结束 ， 我 们 再 依据 以 上 的 论述 对 数学 教 

育 的 若 十 相关 问题 作出 简要 的 分 析 。 

1. -工具 作用 与 思维 洲 练 

首先 ， 笔 者 以 为 ， 我 们 应 当 注 意 纠 正 这 样 一 种 倾向 ， 

即 是 惟一 地 强调 数学 的 工具 作用 ， 并 把 后 者 与 数学 的 思 

维 训练 功能 绝对 地 对 立 起 来 。 
具体 地 说 ， 我 们 在 此 事实 上 就 涉及 到 了 数学 教育 的 

基本 日 标 。 如 众 所 知 ， 作 为 人 类 社会 的 一 种 自觉 活动 ， 


斯 起 、 英 费 尔 德 ， 《物理 学 的 进化 ;、 第 66 页 ， 上 海 ， 上 海 科学 技术 则 版 


社 , i979. 
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教育 的 一 个 主要 特征 就 是 其 有 着 明确 的 日 的 性 ， 而 日 ， 
又 止 是 所 说 的 目的 性 在 很 大 程度 上 上 决定 了 教学 内 容 、 教 
学 方法 旋 至 全 部 的 教育 过 程 。 那 么 ， 究 葛 什 么 是 数学 教 
育 的 基本 目标 呢 ? 从 历史 的 角度 阅 ， 对 于 这 -问题 应 当 
说 存在 多 种 不 同 的 意见 ， 特 别 是 ， 人 在 此 我 们 更 可 经 常 看 
到 这 样 一 种 观念 ， 即 是 突出 地 强调 了 数学 的 了 其 作用 ， 
也 即 认为 数学 教育 的 主要 目标 就 是 要 帮助 学 习 者 掌握 数 
学 这 样 一 种 认识 和 实践 活动 的 重要 工具 。 

例如 ， 作 为 上 述 观念 的 一 种 极端 表现 ，“ 实 用 主义 ” 
在 20 世纪 上 半 叶 的 美国 就 兽 占 据 了 主导 的 地 位 。 这 就 正 
如 豪 森 (G. Hawson) 等 所 指出 的 : “20 批 纪 上 半 叶 出 现 
的 美国 教学 法 改革 ， 其 理论 建立 在 哲学 和 心理 学 基础 之 
上 ; 数学 和 自然 科学 的 课程 改革 ， 情 况 亦 是 如 此 ,学校 
数学 的 内 容 看 来 建立 在 一 个 坚实 的 、 完 全 充分 的 知识 体 
系 的 基础 上 ， 而 这 个 体系 则 主要 是 适应 这 样 的 - -个 信念 
的 ， 即 只 有 可 以 直接 应 用 的 论题 才 应 放 在 旨 在 为 一 般 公 
众 提供 教育 的 学 校 中 去 教 。 因 而 在 小 学 里 应 以 计算 的 技 
能 技巧 为 主 ， 而 在 中 学 里 则 应 以 简单 的 代数 、 三 骨 以 友 
商业 计算 等 应 用 为 主 ."@ 从 更 为 深入 的 层次 去 分 析 ， 应 
当 指 出 ， 上 述 的 倾向 事实 上 并 反映 了 这 样 的 社会 需求 ， 
即 是 能 培养 出 为 大 规模 机 器 生产 所 需要 的 、 大 景 的 、 能 
够 胜任 简单 机 械 劳 动 的 廉价 劳动 力 。 

当然 ， 从 现今 的 角度 看 ， 把 数学 的 工具 作用 仅仅 局 
限于 直接 应 用 无 疑 是 过 于 肤浅 了 。 事 实 是 ， 就 如 亚 亡 山 


企 ” 囊 森 : g 数 学 课程 发 展 }， 第 153 页 、 上 海 ， 上 海 教育 出 版 守 ，1992- 
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大 党 夫 在 《数学 一 一 它 的 内 容 、 意 义 和 方 法 》 一 书 中 所 
指出 的 ,我 们 应 在 H 常 生活 和 工作、 工程 技术 、 科 学 研 
究 这 样 二 个 层次 上 间 时 肯定 数学 的 重要 作用 .这 就 是 说 : 

“第 一 ,我 们 经 常 地 、 几 乎 每 时 每 刻 在 生产 中 、 在 日 
常生 活 中 、 在 社会 生活 中 运用 葫 最 普通 的 数学 概念 和 结 


论 ， 甚 至 并 不 意识 到 这 一 点 。 


“第 二 ,如果 没 有 数学 ， 全 部 现代 技术 都 是 不 可 能 
的 。 离 开 或 多 或 少 复杂 的 计算 ， 也 许 任何 一 点 技术 的 改 


进 都 是 不 可 能 的 在 新 的 技术 部 门 的 发 展 上 数学 起 着 十 


分 重要 的 作 


着 数学 。 ‘精确 科学 ， 


“最 后 ， L 乎 所 有 科学 部 门 都 多 多 少 少 很 实际 地 应 用 


学 、 以 及 在 很 


大 程度 上 的 化 学 一 一 通常 都 是 以 一 些 公 式 表 述 自己 的 定 


数学 ， 这 些 科学 的 进步 简直 是 不 可 能 的 。 


律 ， 都 在 发 展 自己 的 理论 时 广泛 点 用 了 数学 工具 。 没 有 
ee 无 论 如 何 ， 


数学 儿 乎 在 所 有 科学 中 ， 从 力学 到 政治 经 济 学 ， 都 有 着 


这 样 那样 的 应 用 。” 


但 是 ， 现 在 的 问题 是 ， 所 说 的 数学 的 工具 作用 与 


维 的 训练 与 培养 有 什么 样 的 关系 ? 特别 是 ， 我 们 是 得 应 


当 把 这 两 者 对 立 起 来 ， 即 是 惟一 强调 数学 的 工具 作用 


而 完全 忽视 思维 的 训练 与 培养 ? 


与 上 述 的 观念 相对 立 ， 笔 者 以 为 ， 在 数学 的 工具 作 
用 和 思维 训练 功能 这 两 者 之 间 事 实 上 存在 有 - -种 相 辅 相 


成 的 辩证 关系 ， 特 别 是 。 数 学 的 工具 作 上 | 


于 数学 的 思维 。 


为 了 清楚 地 说 明 这 样 一 点 ， 我 们 即 可 
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即 就 直接 依赖 


就 数学 应 用 的 


借 式 作 -简单 的 分 析 : 


实际 问题 (抽象 】 | 数学 问题 

(现实 原型 ) (数学 模型 ) 
数学 处 理 
+ 

实际 解答 |。 (实际 解 种 ) | 亲 闻 得手 

(理论 预期 ) 数学 多 和 


如 众 所 知 ， 以 上 即 就 表明 了 数学 应 用 的 一 个 基本 模 
式 。 其中， 所 谓 的 “抽象 "， 就 基 指 如 何 应 用 纯粹 的 数学 
请 并 〈 数 学 概念 符号、 命题 、 公 式 等 ) 去 对 客观 事物 
或 现象 的 量 性 特征 作出 刻画 ， 从 而 得 出 相应 的 “数学 模 
型 "; 其次， 所 消 的 “数学 处 理 ” 则 主要 地 就 是 一 个 “ 问 
题解 决 ”的 过 程 ， 也 即 如 何 综合 地 、 创 造 性 地 应 用 已 掌 
握 的 知识 和 方法 去 解决 所 面临 的 问题 。 当 然 ， 无 论 就 
“抽象 ”或 是 “数学 处 理 ” 而 言 ， 在 已 有 的 数学 语言 或 方 
法 不 够 用 或 不 够 理想 的 情况 下 .我 们 应 当 努 力 地 去 创造 
新 的 数学 概念 和 方法 。 
亚 然 , 由 以 上 的 分 怕 我 们 即 已 可 以 清楚 地 看 出 在 数 
学 的 .[- 具 作用 和 思维 训练 功能 之 间 存 在 的 重要 联系 ， 特 
别 症 ， 就 止 是 数学 的 思维 方法 为 数学 的 实际 应 用 提供 了 
必要 的 基础 。 因 为 ， 所 说 的 出“ 现实 原型 ”到 “数学 模 
型 ”的 抽象 显然 就 依赖 于 数学 化 的 思想 ; 进而 ， 所 谓 的 
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“数学 处 理 ” 当 然 也 离 不 开 数 学 的 解 题 策略 《包括 元 认 
知 )， 最 后 ， 新 的 数学 概念 或 方法 的 创造 则 喝 依 赖 于 数学 
的 理论 起 维 。 
从 而 ,总 的 来 说 ， 纯 粹 的 “作为 工具 的 数学 ”就 是 
不 存在 的 ; 恰恰 相反 ， 数 学 工 其 作用 的 发 控 在 很 大 称 虚 
上 就 以 数学 思维 作为 必要 的 条 件 。 
显然 ， 以 上 的 分 析 事 实 上 也 就 清楚 地 表明 了 这 样 一 
点 ， 即 在 数学 教育 中 我 们 不 应 惟一 地 强调 数学 的 上 只 作 
用 〈 例 如， 在 香港 课程 发 展 委员 会 所 制定 的 《中 学 课程 
纲要 一 一 数学 科 》 [1985] 中 ， 我 们 就 可 看 到 这 样 的 提 
法 : 中 学 课程 强调 “将 数学 作为 应 用 .上 具 。 多 十 作为 一 
种 思维 方法 ”7， 勿 宁 说 ， 我 们 在 此 应 当 更 为 重视 数学 由 
维 的 训练 与 培养 。 显 然 ， 后 提 法 与 以 下 的 观点 也 是 完 
全 - . 致 的 ， 即 人 们 何 之 始终 对 数学 予以 特别 的 重视 :“ 洗 
多 世纪 以 来 ， 数 学 被 看 作 是 训练 “ 锥 理 ” 能 力 的 最 作 学 
科 ， 为 什么 在 中 小 学 有 这 么 多 数学 课 呢 ? 无 沦 过 去 还 是 
现在 ， 对 于 这 个 问题 最 普遍 的 回答 是 :“ 它 教 你 思考 "。 下 
当然 ， 后 者 也 不 应 被 理解 为 一 种 纯粹 的 “素养 "， 而 应 是 
与 数学 的 实践 活动 (包括 数学 的 实际 应 用 ) 密切 相关 ， 
相 专 渗透 的 ， 妈 直 接 关系 到 了 我 们 应 当 如 何 去 认 识 世 田 
和 处 理 问题 。 
2. 大 众 数学 、 素 质 教育 与 数学 地 思维 
就 数学 教育 的 基本 日 标 而 言 ， 我 们 自然 也 应 提 到 关 
于 “ 双 基 ”的 传统 提 法 ， 即 如 中 学 数学 教学 应 当 “ 按 照 


他， 硒 蒂 亚 :“ 数 学 与 计算 机 革 傅 "， 载 ICMI 研究 从 书 之 一 : 《国际 能 望 : 九 十 年 
代 的 贱 学 好 有 “第 738 页， 上海， 上海 教育 出 版 村 ，1990。 
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学 生 在 今后 的 成 人 生活 、 就 业 和 升学 等 方面 的 不 同 需要 ， 
结合 学 沾 的 生活 实际 和 年 龄 特征 ， 使 学 生 逐 步 掌 握 代 数 、 
几何 、 三 角 的 基础 知识 和 基本 技能 ， 学 会 用 数学 的 观点 、 
坊 度 和 方法 去 观 娃 和 处 理 现实 世界 中 数量 关系 和 宰 闻 形 
式 的 有 关 问 题 。 在 教学 过 程 中 注意 培养 学 牛 准确 而 敏捷 
的 计算 能 力 ， 一 定 的 逻辑 思维 能 力 和 图 形 识别 能 力 ， 并 
帮助 学 生养 成 良好 的 科学 态度 ， 树 立正 确 的 数学 观 。 
当然 ,我 们 在 此 不 可 能 对 坝 行 的 教学 大 网、 特别 是 
基本 知识 和 基本 技能 方面 的 具体 要 求 作出 仔细 的 分 析 或 
评价 ， 我 们 也 不 准备 从 历史 的 角度 对 我 国 数学 教学 大 纲 
的 历史 演变 过 程 作出 回顾 ; 与 此 相反 ,笔者 住 此 只 是 想 
突出 地 强调 这 样 一 点 ， 即 数学 教育 目标 的 制订 必须 首先 
考虑 社会 的 需要 。 
具体 地 说 ， 笔 者 以 为 ,我 国 的 数学 教育 工作 者 必须 
清醒 地 认识 到 这 样 一 点 ， 即 数学 教育 现 正经 历 着 “全 民 
化 ”这 一 重要 的 转变 ， 对 此 例如 由 “大 众 数学 ”、“ 素 质 
教育 "、“ 普 及 教育 ”等 口号 就 可 清楚 地 看 出 。 
社会 的 进步 ， 也 即 由 工业 社会 向 信息 社会 的 发 展 无 
疑 是 促成 上 述 转变 的 最 为 重要 的 因素 。 但 是 ,在 笔者 看 
来 ,现今 的 主要 问题 已 不 再 是 如 何 对 这 一 转变 的 必然 性 
或 必要 性 作出 论述 ， 而 是 要 具体 地 去 弄 清 究竟 什么 是 
“全 民 化 的 数学 教育 ” (或 者 相应 地 ， 什 么 是 “素质 教育 
下 的 数学 教育 ") 的 主要 内 涵 ， 从 而 有 效 地 防止 诸如 “大 
众 数学 就 意味 着 没有 数学 ”这 样 的 现象 。 
更 为 具体 地 说 ， 笔 者 以 为 ， 这 里 的 关键 点 就 在 于 
“数学 教育 的 全 民 化 ”是 否 就 意味 着 “数学 上 的 高 标准 "? 
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进而 ， 什 么 又 是 所 说 的 “高 标准 ”的 主要 内 容 ? 

显然 ， 从 社会 的 需要 这 一 角度 去 分 析 , 对 寺前 -- 问 
题 我 们 无 疑 应 当 作 出 肯定 的 间 答 ; 其 次 ， 笔 普 以 为 ， 帮 
助 学 生 学 会 数学 地 思维 则 就 应 当 被 看 成 “数学 上 高 标准 ” 
的 主要 内 容 。 [以 下 的 提 法 或 许可 被 认为 是 更 为 恰当 的 ， 
即 我 们 应 当 帮 助 学 生 “通过 数学 学 会 思维 ” (thinking 
through mathematics)， 也 即 应 当 帮 助 “所 有 的 学 生 ， 而 
不 只 是 少数 学 生 ， 经 由 数学 课题 作 思考 ,成 为 能 思考 的 
人 "”。] 

当然 ， 就 上 述 目标 的 具体 实现 而 言 ，。 述 有 大 量 的 工 
作 要 做 。 例 如 ， 从 教学 的 角度 看 ， 以 下 的 问题 就 有 着 特 
别 的 重要 性 ， 即 应 如 何 通过 日 常 的 数学 教学 来 培养 学 生 
的 数学 思维 ， 因 为 “思考 活动 不 是 在 获得 课程 内 容 的 知 
能 之 后 才 出 更 的， 而 是 成 功 的 学 习 过 程 中 整体 的 一 部 分 ， 
因此 课程 内 容 须 能 挑动 思考 的 灵感 ， 即 使 在 最 不 起 眼 、 
最 基本 的 课堂 情 撞 中 ， 亦 可 启发 思考 的 泉源 。 

从 而 ， 如 何 帮助 学 生 学 会 数学 地 思维 ， 也 就 直接 关 
系 到 了 教学 内 容 的 选择 、 以 及 具体 的 教学 方法 。 就 后 者 
而 言 ， 笔 者 以 为 ， 国 内 已 有 实践 表明 以 下 的 作法 是 较为 
可 取 的 ， 即 我 们 不 应 以 数学 思维 方法 的 训练 和 培养 去 取 
代数 学 基本 知识 和 技能 的 教学 ， 耐 应 将 思维 方法 的 训练 
和 培养 渗透 于 日 常 的 数学 教学 活动 之 中 ， 也 即 应 当 以 思 
想 方 法 的 分 析 去 带动 、 促 进 具体 数学 内 容 的 教学 。 因 为 ， 
只 有 这 样 ， 我 们 才能 真正 把 数学 谍 “ 讲 活 ”、“ 讲 仅 ”、 


加“ 郑 航 信 《数学 教育 阁 学 第“ 部分， 成 都 ， 由 川 教育 出 版 村，1995 
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“ 讲 深 ” 所 谓 “ 讲 活 "， 是 指教 帅 应 通过 自己 的 教学 
活动 为 学 生 展 现 出 “活生生 的 ”数学 研究 工作 ， 而 不 是 
死 的 数学 知识 ; 所 谓 “ 讲 懂 ”"， 是 指教 师 应 当 帮 助 学 生 真 
止 理解 有 关 的 数学 内 容 ， 而 不 是 圆 轿 看 素 ， 侈 记 硬 背 ; 
最 后 ， 所 谓 “ 讲 深 ”， 则 是 指 通 过 数学 教学 教师 不 仅 应 使 
学 牛 掌握 具体 的 数学 知识 ， 而 也 应 帮助 学 生 学 会 数学 
地 思维 。 

显然 ， 就 本 文 的 论题 而 言 ， 这 事实 上 也 就 表明 了 数 
学 思维 的 训练 和 养 成 与 具体 的 数学 知识 和 技能 的 学 习 相 
比 是 更 为 重要 的 。 

最 后 ， 就 数学 教育 的 基本 目标 而 言 ， 笔 者 以 为 ， 除 


、 去 从 个 人 的 角度 进行 分 析 以 外 ， 我 们 还 应 清楚 地 看 到 数 


学 对 于 整个 社会 、 民 族 乃 至 全 部 人 类 文明 进步 的 重要 意 
义 。 这 也 就 姐 前 一 章 中 所 指明 的 ; “一 个 没有 相当 发 达 的 
数学 的 文化 是 注定 要 衰落 的 ， 一 个 不 掌握 数学 作为 一 种 
文化 的 民族 也 是 注定 要 衰落 的 。” 从 而 ,我 们 应 当 努 力 建 
立民 族 或 国家 的 清醒 的 “数学 意识 ”。 

3. 问题 解决 与 数学 地 思维 

如 众 所 知 , “问题 解决 ”是 美国 乃至 世界 范围 内 数学 
教育 界 在 80 年 代 的 主要 口号 ， 即 是 认为 应 当 以 “ 癌 题解 
决 作为 学 校 数学 教育 的 中 心 ”。 

以 今天 的 眼光 来 分 析 , “问题 解决 ”这 一 口号 应 当 说 
还 是 有 其 一 定 合理 性 的 ， 特 别 是 ， 这 在 一 定 程度 上 即 可 
被 看 成 一 种 时 代 的 要 求 ， 并 集中 地 反映 了 数学 观 的 现代 
演变 和 数学 教育 理论 研究 的 深信 发 展 。 

具体 地 说 ， 所 谓 数学 观 的 现代 演变 即 是 指 由 静态 的 
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数学 观 问 动态 的 数学 观 的 转变 : 在 很 长 时 间 内 ， 人 们 人 往 
往 把 数学 等 同 于 数学 知识 (特别 是 “事实 性 结论 ") 的 汇 
集 ， 而 卫 ， 数 学 的 发 展 主 要 地 又 只 是 一 个 积累 的 过 程 ; 
但 是 ， 从 60 年 代 起 ， 在 数学 哲学 的 领域 内 这 种 静态 的 观 
点 已 经 逐渐 为 动态 的 数学 观 所 取代 ， 而 后 者 的 基本 立场 
则 就 是 指数 学 主要 地 即 应 被 看 成 人 类 的 一 种 创造 性 活动 。 
显然 ， 按 照 动态 的 数学 观 ， 在 数 党 教育 中 我 们 也 就 不 应 
惟一 地 去 强调 数学 知识 的 学 习 ， 而 应 更 加 重视 如 何 帮助 
学 生 学 会 像 数 学 家 那样 去 工作 、 像 数学 家 那样 去 思维 。 
村 殊 地 ， 由 于 问题 解决 构成 了 数学 活动 (包括 数学 研究 
和 数学 教学 ) 的 一 个 基本 形式 ， 因 此 ， 从 这 样 的 角度 去 
分 析 ， 对 于 问题 解决 的 突出 强调 也 就 上 分 自然 了 。 其 次 ， 
所 谓 数学 教育 理论 研究 的 深 估 发展 ， 在 此 主 归 地 即 是 指 
关于 数学 学 习 过 程 的 深入 研究 ， 特 别 是 ,现代 的 研究 邵 
已 清 优 地 表明 了 这 样 一 点 : 数学 学 习 并 非 是 一 个 被 动 的 
吸收 过 程 、 而 是 一 个 以 学 习 者 已 有 的 知识 和 经 验 为 基础 
的 主动 建构 过 程 。 显 然 ， 按 照 这 样 的 观点 ， 最 好 的 学 习 
方法 就 是 在 二 中学， 也 即 所 谓 的 “学 数学 就 是 做 数学 ” 
( “knowing” mathematics is“doing”mathematics)， 从 而 ， 
数学 学 习 心理 学 的 现代 研究 也 就 从 理论 上 为 “以 问题 解 
决 作为 数学 教育 的 中 心 ” 提 供 了 重要 的 依据 。 最 后 ,又 
如 前 面 所 已 提 及 的 ， 人 类 社会 由 工业 社会 向 信息 社会 的 
转变 已 对 数学 教育 提出 了 新 的 更 高 的 要 求 ， 特 别 是 ， 由 
于 “21 世纪 的 劳动 力 将 是 较 少 体力 型 而 更 多 智力 型 、 较 
少 机 械 的 而 更 多 电子 的 、 较 少 稳定 的 而 更 多 变化 的 "， 因 
此 ,“ 信 息 社 会 已 经 创造 了 一 个 在 其 中 后 干 要 比 单纯 苦 干 
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重要 待 多 的 世界 经 济 ， 这 一 经 济 需 鉴 的 是 智力 上 适合 的 
劳动 者 ， 即 善于 吸收 新 思想 、 能 适应 各 种 变化 …… 并 善 
于 解决 各 种 复杂 问题 的 劳动 力 。 了 从而， 从 数学 教育 的 
角度 看 ， 这 也 就 对 提高 学 生 解 决 门 题 的 能 妃 提 出 了 直接 
的 杰 求 。 

尽管 “问题 解决 ”有 其 一 定 的 合理 性 , 但 是 ， 已 有 
的 实践 也 已 表明 ,这 -口号 也 有 其 一 定 的 局 限 性 ， 特 别 
是 ， 这 容易 导 笃 这 样 的 倾向 ， 即 无 论 是 学 生 或 教师 都 容 
易 满足 于 具体 解答 的 获得 ， 而 未 能 从 理论 的 角度 作出 进 
一 步 的 思考 和 研究 ， 包 括 如 何 对 已 获得 结果 的 正确 性 作 
出 证 明 、 对 结论 进行 推广 、 从 方法 论 的 角度 去 作出 改进 
等 ; 另外 ， 又 如 前 面 所 已 提 太 的 ， 就 数学 教育 的 基本 于 
标 而 言 ， 我 们 显然 义 不 应 惟一 强调 解决 问题 的 能 力 ， 而 
应 同时 注意 培养 学 牛 提出 问题 的 能 力 。 

也 正 是 基于 这 样 的 考虑 ， 企 很 多 党 性 看 来 ， 与 “ 捐 
题解 决 ” 相 比 ，“ 数 学 地 思维 ”这 一 提 法 就 是 更 为 恰当 
的 。 例如， 美国 “问题 解决 ”的 不 要 代表 人 物 之 ~ 低 费 
尔 德 就 曾 这 样 写 道 : “现在 让 我 回 到 “问题 解决 ”这 一 论 
题 。 尽 管 我 在 85 年 出 版 的 书 用 了 《数学 解 题 》 这 样 - -个 
名 称 ， 我 现在 认识 到 这 一 和 名称 的 选用 足 不 很 恰当 的 。 我 
所 考虑 的 是 单纯 的 问题 解决 的 思想 是 过 于 狭 窗 了 。 我 所 
希望 的 并 非 仅仅 是 教会 我 的 学 生 解 决 问题 一 特别 是 别 
大 所 提出 的 问题 ， 而 是 帮助 他 们 学 会 数学 地 思维 。 不 用 
说 ,问题 解决 构成 了 数学 思维 的 一 个 重要 部 分 , 但 这 并 


TD NRC: 《Everybody Comts~ A report te the Nation on the Future of Mathematics 
Educavion}, 1989, P il&P. 1 
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括 是 全 部 的 
当然 ， 
们 在 此 也 应 
第 一 ， 
训练 功能 我 
四 维 的 发 展 
的 发 展 ， 而 
例如 ， 


骨 “ 数 学 化 ” 


动 。 因 为 ， 
的 ， 即 既 应 


即 如 对 “问题 解决 ”不 能 作 狭 义 的 硅 解 ， 我 
正确 、 人 全面 地 理解 “数学 地 思维 ”的 内 涵 。 

本 意 的 论述 显然 已 经 表明 ， 对 于 数学 的 思维 
门 不 能 惟一 地 理解 成 “数学 有 利于 人 们 部 辑 
”; 恰恰 林 反 ， 数 学 不 仅 有 助 于 人 们 逻辑 思维 
且 对 十 人们 提高 创造 性 能 力也 是 分 有 疮 的 。 
三 述 关于 数 掌 应 用 模式 的 分 析 事 实 十 即 已 下 
的 过 程 主要 地 也 应 被 看 成 一 种 创造 性 的 劳 
首先 ，“ 数 学 模型 ”的 建构 应 是 “恰如其分 ” 
包含 对 于 “现实 原型 ”的 必要 简化 ， 同 时 又 


能 反映 事物 或 现象 的 不 质 ， 从 而 ， 这 就 从 -个 侧面 表明 


了 这 一 过程 


的 创造 件 质 ;， 其 次 ， 为 了 解决 所 而 临 的 问 是 ， 


我 们 又 必须 创造 性 地 去 应 用 已 有 的 知识 和 方法 ， 从 而 、 


这 也 就 不 应 
或 者 说 ， 这 
当然 ， 


被 看 成 对 于 现成 算法 或 解 题 程序 的 机 械 应 用 ， 
同样 清楚 地 表明 了 这 一 过 程 的 创造 性 质 。 
数学 的 以 下 特征 可 以 说 是 最 为 清楚 地 表明 了 


数学 对 于 人 们 创造 性 能 力 的 特殊 意义 ， 即 数学 的 对 象 下 
是 人 们 抽象 思维 的 产物 ， 耐 由， 其 在 一 定 程度 上 更 可 被 


看 成 “思维 


的 自由 想象 与 创造 "。 从 而 ， 就 如 彭 加 莱 所 指 


出 的 , “数学 科学 是 人 类 精神 从 外 界 借 到 的 东西 最 少 的 创 


造物 之 一 ， 


和 它 …… 充 分 地 向 我 们 表明 ， 当 人 类 精神 


越 来 越 多 地 摆脱 外 部 世界 的 靶 绊 时 ， 它 能 够 创造 出 什么 
东 虞 。” 又 由 于 创新 的 能 力 事 实 上 即 可 被 看 成 人 类 的 最 大 


了 A. Schoenield: “What 33 all the fos aheut problem solving ? ” ZLDM, 1991, 


No 1 
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壬 征 :， 人 类 “具有 发 明 发 击 和 创意 创新 的 能 力 ， 而 这 利 
能 力 正 是 一 切 其 他 生物 几乎 不 具有 的 、 人 类 独特 的 本 
| 内 此 ,这 事实 上 也 就 清楚 地 表 骨 了 这 样 :点 ， 即 
局 发 人 类 在 的 这 种 最 高 贵 的 性 能 ， 莫 过 于 妥善 利用 
到 育 - 2 
第 二 ” 监 于 创新 在 数学 中 的 香 要 地 位 ， 我 们 旺 然 也 


就 可 以 得 出 这 样 的 
恰 相 反 ， 我们 


美 


论 的 内 容 作 出 猜测 ， 


我 
程 


直觉 ) 等 非 逻 辑 
例如 ,在 得 出 明确 的 


们 义 必 须 对 
而 吉 ， 


结论 : 数学 并 不 总 是 那么 严格 的 ; 恰 
应 当 有 明确 肯定 猜测 、 想 
因素 在 数学 中 的 重要 作用 。 
结论 之 前 
同样 地 ， 人 在 

证 明 的 思路 作出 猜测 
这 又 往往 依赖 于 不 断 的 学 


1 节 )。 另 外 ， 又 如 彭 加 莱 关于 发 


楚 地 表明 的 ， 想 象 力 和 直觉 对 3 


别 的 重要 性 。 当 然 ， 我 们 在 此 不 能 停留 于 想象 和 直觉， 
因为 ，“ 它 《 们 ) 不 能 给 我 们 以 严格 性 ， 甚 至 不 能 给 我 们 
以 可 靠 性 。” 从 而 ， 总 的 来 说 ， 人 逻辑 与 直觉 就 构成 了 数学 
创造 的 双翼 。 这 也 就 如 彭 加 莱 所 指出 的 :“ 多 辑 和 直觉 各 


有 其 必要 的 作用 。 两 者 缺 一 不 可 。 惟 有 逻辑 能 给 我 们 以 


口 


名 科 

18 和 成 都 ， 相川 教 育 出 版 社 ，1986。 
3 识 

8, 


靠 性 ， 它 是 证 明 的 工具 ;而 直觉 则 是 发 明 
显然 ,如 果 采 用 现代 发 明 心 理学 的 术语 ， 以 上 的 分 
析 即 就 清楚 地 表明 了 : 数学 有 利于 人 人 入 


日 艾 布 斯 基 语 ， 


F 数 学 中 的 创新 也 有 着 特 


和 象 、 直 觉 〈 人 包括 审 


， 我 们 显然 必须 对 结 
E 出 严格 的 证 明之 前 ， 
; 而 及 ， 就 实际 的 过 
试 与 改进 (可 参见 3， 
创造 本 质 的 分 析 所 清 


的 工具 。"@ 


] 右 半 脑 和 左 半 


转 引 自 米 山 国 藏 ，《 数 党 的 精神 、 思 想 和 方法 }， 第 197 ~ 


加 繁 《科学 的 价值 第 85 页 、 第 202 真 ， 北 京 ， 光 明日 报 出 版 福 ， 
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第 二 篇“ 数学 的 文化 价 信 

的 均衡 发 展 ， 而 后 者 事实 上 就 可 被 看 成 充分 发 挥 人 类 创 
造 性 才能 的 必由之路 。 

最 后 ， 除 去 逻辑 与 自觉 的 辩证 统一 以 外 ， 我 们 达 可 

从 认 知 与 元 认 知 的 关系 更 为 深入 地 揭示 数学 对 二 人 们 思 
维 发 展 的 特殊 意义 。 

具体 地 说 ， 正 如 前 面 所 已 提 及 的 ， 学 习 心理 学 的 现 

代 研究 已 经 清楚 地 表明 了 元 认 知 在 人 们 认 知 活动 中 的 重 

要 作用 。 更 为 一 般 地 说 ， 我 们 在 此 并 就 直接 涉及 到 了 学 

i 

更 

数 


习 活 动 的 革 质 ， 即 其 不 仅 是 对 于 所 学 材料 的 识别 、 坟 
和 理解 ， 丽 且 也 是 对 于 上 述 过 程 的 自我 监控 和 调节 ， 
包括 对 于 自身 认 知 结构 的 改善 或 重组 例如， 著名 
学 教育 家 斯 根 普 (R. Skemp》 就 曾 指 出 :“ 这 就 是 我 对 于 
学 习 的 理解 : 这 即 是 机 体内 在 的 指导 系统 的 改进 过 程 
从 而 就 能 够 更 好 地 发 挥 作用 。”? 由 于 数学 对 于 提高 人 们 的 
元 认 知 能 力 有 着 特别 的 重要 性 ， 因 此 ， 这 也 就 从 又 
度 清 楚 地 表明 了 数学 对 于 人 们 思维 训练 和 培养 的 重要 意 
义 。 

4. 数学 的 “ 善 ”与 “ 恶 ” 

以 上 的 分 析 即 已 表明 了 数学 对 于 人 们 思维 发 展 的 重 
雍 性 ， 从 而 ,如 果 借 用 伦理 学 中 “ 普 ” 与 “ 尺 ” 的 概念 ， 
这 就 可 以 说 是 从 一 个 侧面 表明 了 数学 的 “ 善 ”"， 即 其 对 十 
人 类 的 智力 发 展 和 自我 完善 有 着 特别 的 重要 性 。 

事实 上 ， 除 去 思维 的 发 展 以 外 ， 我 们 还 可 从 更 为 广 
泛 的 角度 去 论 及 数学 的 “ 善 ”， 特 草 是 ,我 们 在 此 并 可 只 


也 R， Beep ole Psychology of Leaming Mathematicsy , Lawrence Edbaum As 
Sorate ne, , Pub., 
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第 九 章 数学 与 思维 


体 地 指明 数学 的 “德育 功能 "， 例 如 ， 前 苏联 的 著名 数学 


家 闪 饮 就 曾 指 出 ， 数 学 
也 可 以 堵 养 人 的 奖 旱 与 


可 以 培 准 人 止 自 与 减 实 的 品质 ， 
勇气 。 颇 有 趣味 的 是 ， 闻 钦 的 上 


述 结论 并 就 是 与 香港 大 学 的 省 文 强 先生 经 由 参与 国际 数 
学 伍 林 匹克 竞赛 所 得 出 的 体会 十 分 -一 敏 的 :“ 练 就 清晰 的 


表达 能 力 、 解 决 疑难 的 


周 力 和 有 学 术 真 诚心 ， 这 就 是 数 


学 锋 林 匹克 竞赛 给 少年 选 于 所 带 米 的 好 影响 ”0 另外 ， 
克 莱 因 的 以 下 论述 则 就 是 从 - -个 更 为 广泛 的 角度 指明 了 
数学 对 于 人 类 的 特殊 意义 : “讨论 这 种 人 类 理性 的 成 就 


在 一定 程度 二 能 增强 我 
天 面临 着 就 毁灭 的 危险 


门 对 文明 的 信心 ， 这 种 文明 在 今 
， 燃 居 之 急 可 能 是 政治 上 和 经 济 


上 的 。 在 这 些 领 域 中 ， 至 今 还 没有 公分 的 证 据 表 明 人 类 


的 力量 能 克服 自身 的 困 


难 ， 进 而 建设 一 个 合理 的 世界 。 


通过 研究 人 类 最 伟大 利 
使 得 我 们 坚 依 ， 人 类 的 


最 富 于 理性 的 艺术 一 一 数学 ， 则 
力量 足以 解决 自身 的 问题 ， 而 且 
1 用 的 最 成 功 的 方法 是 能 够 找到 


到 现在 为 止 人 类 所 能 下 
的 ,外 


上 面 的 论述 是 很 有 道理 的 ; 但 是 ， 笔 者 以 为 ， 在 充 


分 肯定 数学 的 积极 意义 


的 同时 ， 我 们 也 应 清楚 地 看 到 数 


学 所 固有 的 局 限 性 ， 从 而 才能 更 好 地 发 挥 数 学 的 “ 善 ”， 
并 有 效 地 防止 数学 的 “ 恶 "- 
具体 地 说 ， 所 谓 “ 数 学 的 “ 恶 ”“”， 在 此 即 是 指 如 果 


缺乏 应 有 的 自觉 性 ， 那 


么 ,数学 的 固有 特性 就 很 可 能 导 


1 肖 文 强 :“ 国 了 ;数学 糯 栖 匹克 竞赛 随想 录 ”， 加 《 科 技 畦 报 3。1994 咎 ,第 153 
加 ”上 克 业 四 : 《西方 文化 中 的 数学 ?， 第 511 页 台北， 九 高 出 版 社 ，1995， 
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年-_ 往 数学 的 文化 价 舍 


致 某 些 消极 的 后 果 ， 包 括 不 应 有 的 研究 思想 、 学 术 态度 、 
万 至 人 七 哲学 等 。 

例如 ， 如 果 过 分 好 强调 定量 分 析 ， 则 就 容易 使 人 忽 
视 对 于 事物 和 对 象 在 整体 上 的 把 握 以 及 对 其 本 质 的 深入 
分 析 ， 而 后 者 与 前 者 相 比 显然 是 更 为 重要 的 。 事 实 上 
在 笔 考 看 来 ， 这 也 就 是 在 数学 教育 中 所 经 常 可 以 看 到 的 
一 -种 弊病 ， 即 只 是 满足 于 对 教学 结果 《特别 是 ， 即 如 
“多 重 选择 题 ” 这 样 的 考试 成 绩 ) 的 定量 分 析 ， 而 忽视 了 
对 于 学 生 学 习 过 程 、 特 别 是 内 在 思维 过 程 的 深入 研究 与 
分 析 ， 而 这 对 于 我 们 努力 提高 教学 质量 显然 是 十 分 不 利 
的 。 


又 例如 ， 如 果 过 分 地 强调 数学 创造 的 白 由 性 ， 则 就 
很 容易 导致 “为 数学 而 数学 "， 特 别 是 把 美的 追求 看 成 数 
学 研究 的 惟一 日 标 。 值 得 指出 的 是 ， 这 不 仅 会 对 数学 的 
发 展 造成 极 大 的 威胁 ， 而 且 ， 就 研究 者 个 人 而 过， 也 很 
容易 造成 “闭门造车 ， 孤 芳 自 赏 ” ， 甚 至 是 “ 妄 自尊 大 "。 
事实 是 ， 如 果 与 自然 科学 家 相 比 较 ， 上 述 的 现象 在 数学 
中 显然 是 更 为 常见 的 ， 从 而 ,这 也 就 不 得 不 说 是 数学 所 
容易 导 笋 的 一 种 “县”。 

再 者 ， 对 于 “问题 解决 ”的 不 恰当 理解 ， 则 就 很 容 
易 造 成 把 数学 变 成 了 解 题 党 ， 并 把 愿 海战 术 看 成 数学 教 
学 的 主要 手段 。 显 然 ， 对 中 国 的 数学 教学 来 说 ， 这 是 一 
种 应 当 予 以 特别 警惕 的 危险 倾向 
最 后 ， 数 学 甚至 也 可 能 成 为 人 们 “超然 自 逸 ”的 一 
种 手段 。 例 如 ,这 就 正如 爱 因 斯 坦 所 指出 的 : “至 于 艺术 
上 和 科学 上 的 创造 ， 那 么 ， 在 这 里 我 完全 同意 叔 本 华 的 
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o 


辣 见 ， 认 为 摆脱 日 党 4 


活 的 单调 乏味 ， 逢 


我 们 创造 的 形象 的 


~、 
区 


， 也 可 以 
像 , 使 
以 获得 我 作 


数学 的 和 


疑 会 极 大 地 力 


的 消极 后 果 。 


学 理性 ” 
低 了 数学 上 


觉 性 。 


人 站 组 


中 


扳 芳 


以 上 所 说 的 种 种 数学 的 “ 
缺乏 自觉 性 的 一 种 表现 ， 从 而 ， 就 如 
的 分 析 所 已 指明 的 ,我们 人 在 
价值 ， 匆 宁 说 ， 所 需要 的 


第 九 剖 ”数学 与 思维 


在 这 个 充满 着 


世界 中 去 半 找 避难 所 的 意 感 ， 才 十 
门 的 最 强 有 力 的 动机 。 这 个 址 界 可 以 f 
日 成。 我 从 
息 们 在 那里 而 就 像 感 到 在 3 
] 在 日 常生 活 中 不 能 达到 的 安 
动机 对 二 数学 的 发 展 来 说 并 不 是 一 伯 
止 相 应 的 研究 会 在 现 实 世 界 中 立 和 后 研 


f 音 乐 的 音符 组 
创造 合理 的 出 
EE 一样 ， 开 且 可 
.也 许 这 种 
F 坏 于 ， 但是， 这 无 
的 倾 铝 ， 更 不 能 防 
究 才 自己 所 不 期 户 


试 


最 后 ,我 们 愿意 以 肖 文 强 先 后 大 于 数学 教育 日 标的 


一 段 分 析 


的 目标 ; “学 、 才 、 
的 , 即 ( 甲 ) 思维 训练 、 


养 ,” 肖 文 蝇 先 牛 并 进一步 指出 : 


FE 为 本 章 的 结束 ， 肖 文 强 先 生 在 此 借 
文学 家 发 枚 关于 “学 、 才 、 


了 清 代 


识 ” 的 论述 来 说 明 数 学 教育 
识 正好 借用 以 概括 一 项 数学 教育 月 


〈 乙 ) 实 


知识 、( 认 ) 文化 素 


“ 单 是 学 的 传授 ， 仪 是 


狭义 的 数学 教育 商 已 ， 才 、 学 和 识 二 者 兼 丘 才 是 广义 的 
数学 教育 。 这 种 广义 的 数学 教育 不 把 数学 仪 视 作 一 件 实 
用 工具 ， 而 是 通过 数学 教学 达 至 喝 广 阀 的 教育 功能 ， 包 


卫 爱国 斯 是: 《 爱 央 斯 坦 文 集 》， 第 - - 卷 ， 第 285 页 ， 北 各 网 务 印 种 纺 ，1982 
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第 一 篇 “数学 的 交 化 价 昨 


括 数学 思维 延 作 至 一般 思维 ， 培 养 正确 的 学 习 方 法 和 态 
度 、 良 好 学风 和 梧 德 修养 , 也 包括 从 数学 欣赏 带 来 的 学 
习 恰 悦 以 及 知识 的 尊重 ”0 显然 ， 肖 文 强 先 牛 的 这 -总 
见 与 这 一 部 分 中 关于 数学 文化 价值 的 分 析 是 完全 一 致 的 。 
最 后 ， 肖 先生 在 这 一 文章 中 着 重 引用 了 惠 枚 的 以 下 论述 ; 
“学 如 号 努 ， 才 如 箭 铂 ， 识 以 领 之 ， 方 能 中 移 。 显然 ， 
这 事实 上 也 就 清楚 地 表明 了 在 上 述 三 个 方面 之 间 所 存在 
的 辩证 关系 ,特别 是 ,与 具体 数学 知识 的 党 习 相 比 ， 数 
学 的 文化 价值 (包括 思维 训练 和 文化 素养 ) 是 更 为 重要 
的 。 当 然 ， 作 为 间 题 的 另 一 方面 ， 正 如 上 曾 所 已 提 及 的 ， 
我 们 又 应 强调 : “ 才 ” 和 “ 识 ” 的 培养 必须 渗透 于 “学 ” 
的 传授 ,这 也 就 是 说 ， 数 学 文化 价值 的 充分 发 挥 不 能 依 
赖 于 空洞 的 说 教 ， 而 必须 通过 实际 的 数学 活动 、 特 别 是 
数学 教学 才能 真 止 得 以 实现 。 


全 肖 文 强 ;“ 数 学 史 与 数学 教育 "， 载 《数学 传播 》， 台 北 ，19%92 年 ， 第 九 期 ， 
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结束 语 ”数学 教育 的 社会 -文化 
研究 


我 们 将 以 关于 国际 上 数学 教育 的 社会 - 文化 研究 的 
简要 介绍 作为 全 节 的 结束 。 这 二 要 包括 : 他 数学 教育 的 
社会 维度 ; 加 (数学 ) 教室 文化 ; 国民 俗 数 学 与 数学 教 
育 。 


一 、 数 学 教育 的 社会 维度 

所 谓 “ 数 学 教育 的 社会 维度 "”， 即 是 把 数学 教育 看 成 
整个 社会 -文化 系统 的 一 个 有 机 组 成 成 分 ， 并 从 这 样 的 
角度 对 数学 教育 的 各 个 问题 作出 具体 的 分 析 。 例 如 ， 在 
此 首先 涉 太 到 的 就 是 数学 教育 的 目标 。 
事实 上， 作为 人 类 的 一 种 自觉 活动 ， 这 下 是 全 部 教 
育 工 作 的 一 个 主要 特征 ， 即 其 有 着 明确 的 目的 性 ; 而 且 ， 
就 现代 社会 而 言 ， 所 说 的 教育 目标 又 在 很 大 程度 .上 可 被 
看 成 社会 需要 的 一 种 直接 反映 ， 特 别 是 ， 这 集中 体现 了 
一 定 社会 集团 的 利益 或 愿望 。 

例如 ， 从 这 样 的 角度 去 分 析 ， 我 们 就 可 较 好 地 理解 
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资本 主义 社会 的 教育 何以 长期 采取 “双重 的 目标 "， 即 对 
大 多 数学 牛 的 低 鉴 求 和 少数 学 生 的 高 标准 ， 因 为 ， 这 事 
实 上 集中 地 体现 了 资产 阶级 的 需要 ， 虹 一 方面 培养 出 大 
批 能 够 胜任 简单 机 械 劳 动 的 劳动 力 一 一 从 而 ， 对 大 多 数 
学 生来 说 ， 所 需要 的 就 只 是 “健壮 的 体格 、 有 天 巧 的 双生 
和 简单 的 技能 ”; 另 -… 方 面 ， 对 于 少数 学 生 的 高 标准 则 就 
具体 体 了 葬 了 培养 本来 社会 上 上 层 人 十 的 需要 。 显 然 ， 这 也 
就 最 为 清楚 地 表明 了 资本 主义 社会 教育 的 阶级 性 质 。 

-- 般 地 说 ， 我 们 可 以 明确 提出 如 下 的 “关于 数学 教 
会 日 标的 社会 性 准则 ”"， 数学 教育 应 当 充 分 体现 社会 的 要 
求 ， 培 养 出 社会 需要 的 人 才 ;S 另外 ， 从 这 样 的 角度 去 分 
析 ,， 社会 的 进步 显然 也 应 当 被 看 成 促进 数学 教育 改革 的 
一 个 重要 动力 ,特别 是 ， 我 们 即 应 在 下 述 的 意义 上 明确 
肯定 数学 教育 的 时 代 性 质 : 数学 教育 必须 与 社会 的 进步 
相 适 应 ， 而 这 又 不 仅 是 指数 学 教育 应 当 充 分 反映 社会 的 
需要 ， 凋 且 也 是 指数 学 教育 应 当 完 分 利用 现代 社会 所 提 
供 新 的 物质 和 文化 条 件 一 一 容易 看 出 ， 后 者 也 就 是 实现 
前 一 目标 的 一 个 重要 保证 。 

特殊 地 ， 笔 者 以 为 ， 这 事实 上 就 为 我 们 更 好 地 理解 
日 前 在 世界 范围 内 莲 勃 开展 的 数学 教育 改革 运动 提供 了 
重要 的 启示 ， 因 为 ， 从 根本 上 说 ， 所 说 的 数学 教育 改革 
运动 就 可 被 看 成 社会 进步 的 一 个 直接 产物 : 与 人 类 社会 
由 工业 社会 向 信息 社会 的 发 展 相 适应 ， 我 们 点 当 努 力 创 
造 信息 时 代 的 数学 教育 。 


呈 ” 参 见 郊 航 信 :《 数 学 教育 哲学 》， 第 三 章 . 成 都 ， 四 川 教育 出 版 社 ，1995、 
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例如 ， 在 笔者 看 来 ， 这 


80 年 代 末 在 美 


1 世纪 对 
较 少 体力 型 、 
于 的 ， 
创造 了 一 个 在 其 中 
验 。 这 -~ 
收 新 思想 、 能 适应 各 种 变 
题 的 劳动 力 。" 于 
于 其 中 的 大 多 数 人 都 将 从 
要 从 事 脑 力 劳动 ， 从 而 与 了 
求 不 同 ， 信 息 社会 所 提 


P 巧 于 要 HH 


HH 
下 


国 兴起 的 新 的 数学 教育 改革 运动 的 一 
地 说 ， 作 为 这 一 改革 
, 《人 人 算数 》 就 曾 围绕 社会 的 进步 具体 地 论述 了 
劳动 力 的 不 同 要 求 : 
而 较 多 智力 型 的 ， 
较 少 稳定 的 、 而 更 多 变化 的 。” 又 “信息 社 


-经 验 需 要 的 是 智力 上 适合 


了 # 实 上 ， 信 息 社会 的 一 个 主 


种 鲜明 的 时 代 性 就 可 被 看 成 


个 主 


性 文 


站 运动 的 主 归 指导 


“21 世纪 的 劳动 力 将 是 
较 少 机 械 的 、 而 更 多 电 
会 已 经 
单纯 苗 干 重要 得 多 的 世界 经 
和 劳动 者 ， 即 闫 于 吸 
善于 解决 各 种 复杂 问 
要 特征 就 在 
有 信息 的 管理 与 生产 ， 也 即 
[ 业 社 会 对 大 多 数学 生 的 低 要 
9 就 是 一 种 普遍 的 高 要 求 , 


只 


教育 了 
标准 ”进行 了 论证 : 与 工 


| 


要 求 末 来 的 劳动 力 普遍 地 
除去 单纯 从 社会 生产 的 角度 分 析 以 外 ， 美 
[作者 还 从 社会 民主 化 的 角度 对 所 说 的 


具有 较 高 的 智力 水 平 。 

国 的 数学 
“普遍 的 高 
分 不 同 ， 


此 社会 严格 的 阶级 划 


现代 的 民主 化 社会 要 求 社会 的 每 个 成 员 都 应 成 为 社会 平 


等 的 一 员 ， 即 具有 同等 的 权利 
E 活 中 


等 )， 并 能 在 社会 的 政治 4 


包括 学 习 和 工作 的 
同样 发 挥 积极 的 作用 


权力 


然 , 教育 上 普遍 的 高 标准 了 
象 的 一 个 重要 前 提 ; 另外 ， 


NRC: 《Everybody Counr 
ard 1989, Pr IT a PE 1. 


生活 ， 也 就 要 求 相应 的 教育 体 人 


E 是 消除 就 业 机 会 上 上 不平 
为 了 积极 地 参与 社会 的 政治 
所 能 够 充分 发 挥 每 个 成 员 
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积极 参与 、 努 力 进取 的 精神 ， 并 使 之 具有 商 许 发 展 的 理 
性 思维 (包括 批判 分 析 和 刘 辑 由 维 能 力 ) 机 创造 性 才 
能 。 
容易 看 出 ， 这 种 对 于 未 来 社会 合格 公民 的 要 求 与 前 
述 关 于 未 来 劳动 者 普遍 的 商 归 求 是 完全 …- 致 的 。 从 而 ， 
总 的 来 说 ， 社 会 的 发 展 就 决定 了 我 们 必须 用 “普遍 的 高 
标准 ”去 取代 先前 的 “双重 日 标 "。 这 也 就 如 《人 人 算 
数 》 中 所 指出 的 :“ 在 历史 上 ， 美 国 的 学 校 是 围绕 双重 日 
标 而 设计 的 : 教 给 大 多 数学 生 在 工业 或 农业 中 终身 工作 
所 需要 的 基本 技能 ， 对 少数 精英 一 一 他 们 将 进入 高 等 院 
校 并 最 终 成 为 社会 的 上 层 分 子 一 一 则 实现 彻底 的 教育 - 
出 于 社会 的 要 求 已 经 发 生 了 变化 …… 原 先 只 适用 于 少数 
人 的 高 标准 现在 必须 成 为 普遍 的 日 标 ”。 

所 说 的 “普遍 的 高 标准 ”当然 也 包括 了 数学 上 的 高 
标准 。 事 实 上 ， 正 如 《人 人 算数 》 中 所 指出 的 , “先前 只 
是 对 那些 将 从 事 科 技工 作 的 人 所 要 求 的 数学 上 的 高 标准 ， 
现 已 成 为 信息 社会 中 合格 劳动 者 必要 基础 的 核心 成 分 "。“ 
这 就 是 涪 ， 数学 .上 “ 普 亡 的 高 标准 ” 即 应 被 看 成 具有 特 
别 的 重要 性 。 

就 信息 社会 的 数学 教育 而 言 ， 我 们 还 应 特别 提 及 计 
算 机 技术 迅速 发 展 所 造成 的 巨大 影响 。 

首先 ,计算 机 技术 的 迅速 发 展 和 广泛 应 用 大 大 加 强 
了 先前 业已 存在 的 “数学 化 个 向 ”或 者 说 极 大 地 扩展 


:VE vb Coum—A rport tr ihe Naion on the Furure of Mathe 
so ds, Pp. 
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数学 的 应 用 范围 ， 以 敌 信 息 时 代 就 可 说 是 -个 “数学 化 
的 时 代 "。 这 就 十 如 《学 校 数学 课程 和 评 佑 的 标准 》 这 
文 作 中 所 指出 的 : “计算 机 处 理 大 量 信息 的 功能 使 得 在 诸 
如 和 贸易、 经 济 、 语 言 、 牛 物 学 、 医 药 、 社 会 学 等 领域 中 
实行 量化 并 对 信息 进行 小 辑 分 析 成 为 可 能 ， 特 别 是 在 社 
会 科学 与 生命 科学 中 已 经 造成 了 巨大 的 变化 。 事 实 上 
定量 分 析 的 技术 几乎 已 经 渗透 到了 智力 活动 的 所 有 领 
域 。 "9 显然 ， 这 种 “数学 化 ”的 趋势 也 就 使 得 数学 中 普 
遍 的 高 标准 成 为 历史 的 必然 。 

其 次 ,计算 机 技术 的 迅速 发 展 对 于 数学 教育 的 重要 
涵义 还 在 于 其 为 数学 教育 提供 了 新 的 发 展 前 景 。 具 体 地 
说 , 第 一 , 计算 机 (包括 计算 器 ) 技术 的 迅速 发 展 ， 使 
得 大 们 能 够 彻底 摆脱 片面 强调 计算 技能 的 传统 数学 教育 
思想 的 束缚 ， 并 使 得 计算 能 力 低下 不 再 成 为 部 分 学 生 进 
一 步 学 习 的 障 但。 例如 ， 借 助 于 新 设计 的 计算 器 即使 是 
一 些 在 代数 学 和 三 角 学 方面 基础 较 差 的 学 生 也 仍然 可 以 
继续 学 习 微 积分 和 统计 数学 。 第 二 ， 借 助 于 计算 机 和 计 
算 器 ， 人 们 就 有 可 能 克服 传统 计算 方法 的 局 限 性 ， 从 而 
使 得 社会 生活 的 实际 问题 真正 成 为 学 校 数学 教学 的 组 成 
部 分 ， 面 这 对 于 提高 学 生 的 数学 能 力 ， 包 括 养 成 正确 的 
数学 观念 和 态度 等 ， 显 然 是 十 分 有 利 的 。 第 三 ， 计 算 梓 
《和 计算 器 ) 技术 的 迅速 发 展 为 数学 教学 提供 了 新 的 有 效 
手段 。 例 如 ， 图 像 计算 器 和 计算 机 的 应 用 就 为 函数 的 教 
学 和 空间 想象 力 的 培养 提供 了 二 分 有 效 的 手段 。 第 四 ， 


四 ”NGCTM: 《Curmeulum and Evaluation Standards fer School Mathemaricsy，1980， 
Pp.7 
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特别 重要 的 是 ， 计 算 机 的 广 证 应 用 事实 上 是 为 学 牛 提 供 
了 一 个 新 的 亚 为 有 效 的 学 习 环 境 。 例 如 ,借助 于 合适 的 
程序 ， 学 生 就 可 相对 独立 地 去 从 事 数学 的 学 习 和 探索， 
而 不 必 过 分 地 依赖 于 教师 的 帮助 和 指导 。 显 然 ， 从 这 翌 
的 角度 去 分 析 ， 计 算 机 技术 迅速 发 展 的 意义 主要 地 并 不 
在 于 为 传统 数学 教学 思想 的 实施 提供 了 新 的 1. 具 ， 而 是 
为 数学 教育 的 改革 开拓 了 新 的 广阔 前 景 。 也 正 是 这 样 的 
意义 上 上 ， 美 国 数学 教育 界 认为 : “在 众多 促进 数学 教育 改 
划 的 因素 中 ， 现 代 技 术 只 有 最 大 的 潜在 的 革命 性 影响 。 

综 上 可 见 ， 正 是 人 类 社会 由 工业 社会 向 信息 社会 的 
过 渡 以 及 计算 机 技术 的 迅速 发 展 为 美国 新 的 数学 教育 改 
革 运 动 提供 了 直接 的 社会 背景 ， 或 者 说 ， 数 学 教育 的 彻 
底 改 革 正 是 时 代 发 展 的 必然 要 求 。 这 也 就 正如 《人 人 算 
数 》 中 所 指出 : “今天 的 教育 继承 了 工业 时 代 的 体制 ， 从 
而 就 不 应 错误 地 被 用 来 培养 面向 信息 时 代 的 儿童 。”® 

应 当 指出 , “数学 上 普遍 的 高 标准 ”事实 上 也 可 被 看 
成 以 下 诸多 口号 的 -- 个 重要 内 涵 ， 部 如 “大 众 数学 、 
“素质 教育 ”等 。 另 外 ， 为 了 促使 我 国 的 数学 教育 能 更 好 
地 实现 由 “应 试 教 育 ” 向 “素质 教育 ”的 重要 转变 ， 笔 
者 认为 ,重要 的 一 环 就 在 于 : 我 们 应 当 清 楚 地 认识 数学 
教育 的 时 代 性 质 ， 因 为 ， 只 有 这 样 ， 我 们 才能 更 好 地 理 
解 “ 数 学 素质 教育 ”《( 或 者 说 “素质 教育 下 的 数学 教育 ”) 
的 深刻 内 涵 。 


TD NRC;: 《Recshaping School Mathematics: a Philosophy and Framework for (urricu 
lun}, 19%0, P. 22 
加 同 D, 第 41 页 。 
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例如 ， 在 笔者 看 来 ， 就 只 有 基于 对 信息 在 林 来 社会 
特殊 重要 性 的 认识 ， 我 们 才能 史 好 地 认识 “二 养 学 生理 
性 批判 能 力 ” 的 重要 性 ; 又 具有 从 民主 社会 和 开放 社会 
的 角度 去 分 析 ， 我 们 才能 深刻 理解 数学 教育 何以 应 当 注 
意 培养 学 咎 的 社会 沟通 能 力 ， 特 别 是 ， 应 妆 帮 助 学 生 学 
会 容忍 异己 和 欣赏 别人 ， 从 更 深 的 层次 看 ， 也 即 应 当 养 
成 . :种 “多 元 文化 ”的 观念 。 ( 正 是 从 后 -角度 去 分 析 ， 
笔者 以 为 ， 以 下 一 段 引 自 台湾 -位 小 学 数学 教师 的 言论 
芍 确 代表 了 数学 教育 的 重要 进步 , “我 从 孩子 们 的 口 记 中 
看 到 他 们 分 析 事 理 的 能 力 愈 来 愈 强 ， 从 课 尝 中 听 到 他 们 
使 用 的 词汇 愈 来 愈 清晰 有 理 ; 从 他 们 的 同学 互动 中 感觉 
到 容忍 与 爱心 的 滋生 ， 一 切 的 一 切 ， 让 我 觉得 不 只 是 与 
他 们 共同 讨论 数 党 而已， 重要 的 是 培养 一 个 会 做 理性 批 
判 思考 、 会 主 助 学 习 、 会 容忍 异 已 欣赏 别人 以 及 有 址 界 
观 的 国民 。 了 ) 
例如 ， 考 虑 到 未 来 社会 发 展 的 迅速 性 以 及 由 此 而 
造成 的 职业 的 多 变性 ， 我 们 无 疑 又 应 帮助 学 生养 成 主动 
学 习 的 精神 和 终身 学 习 的 能 力 ， 从 而 才能 更 好 地 适应 社 
会 的 需要 ; 另外 ， 现 代 技 术 的 迅速 发 展 显然 也 对 数学 教 
育 提出 了 新 的 更 高 要 求 。 例 如 ， 下 是 基于 这 样 的 认识 ， 
美国 数学 教师 全 国 委员 会 (NCTM) 在 其 新 颁布 的 《数学 
课程 标准 [2000] 〈 讨 论 稿 )》 中 ， 不 仅 将 “技术 性 原则 ” 
列 为 作为 全 部 课程 标准 理论 基础 的 六 条 指导 性 原则 之 一 
{原则 六 )， 并 就 把 “数学 教学 应 当 为 学生 进入 技术 性 不 


本 


wo 林 文 生 、 名 瑞香， 《数学 教育 的 艺术 与 实务 )》、 第 21 奥 ， 人 台北 ， 心 王 册 版 社 。 
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断 增强 的 社会 作 好 准备 ”作为 这 一 原则 的 一 个 重要 内 容 。 
考 霸 到 现代 技术 的 迅速 发 展 ， 这 一 作法 显然 不 仪 十 分 必 
要 ， 而 且 也 十 分 重要 。7 

其 次 ， 就 数学 教育 的 社会 仁 质 而 言 ， 笔 者 以 为 ， 其 
又 一 重 时 池 义 在 于 以 下 的 事实 ， 即 数学 教师 不 应 被 看 成 
数学 教育 活动 的 惟一 上 下 导 力 是 ,恰恰 相反 ， 我 们 在 此 应 
当 清 楚 地 看 到 整个 “数学 教育 共同 体 ” 的 其 同 作用 。 

第 实 上 ， 由 以 上 的 分 析 我 们 已 经 可 以 看 出 ， 就 数学 
教育 日 标的 具体 实施 而 言 ， 教 师 只 是 在 整个 教育 体制 与 
教育 对 象 之 问 起 了 一 全 “中 介 ” 的 作用 。 这 也 就 是 说 ， 
教师 的 职责 就 在 于 如 何 依据 学 生 的 具体 情况 与 具体 的 教 
闫 环境 自觉 地 去 贯彻 、 落 实 总 的 教育 目标 。 另 外 ， 伯 为 
数学 教育 社会 体制 的 具体 分 析 ， 我 们 则 又 应 当 看 到 ， 教 
师 事实 上 构成 了 “数学 教育 共同 体 ” 的 - -个 成 员 ， 而 数 
学 教育 日 标的 成 功 实施 则 取决 于 这 一 共同 体 各 个 成 员 

除数 学 教师 外 ， 其 中 达 包 括 有 数学 教育 政策 (教学 
大 纲 ) 的 制订 者 、 数 学 教材 的 编写 者 和 审定 首 、 教 学 管 
理 人 员 、 数 学 考核 设计 人 员 ， 等 等 一 一 的 共同 努力 。 

例如 ， 正 如 入 们 版 熟知 的 ， 教 师 在 很 大 程度 上 即 是 
按照 教学 大 编 和 教材 来 进行 教学 的 ; 另外 ， 又 如 “应 试 
考试 ”这 一 术 诸 所 已 清楚 地 表明 了 的 ， 就 现实 而 言 ， 考 
试 的 方法 和 内 容 义 在 很 大 程度 上 对 学 校 的 数学 教学 工作 
起 到 了 导向 的 作用 。 ( 正 是 基于 这 样 的 思考 ， 笔 者 以 为 
“教育 松绑 ”就 是 一 个 很 好 的 提 法 。 就 教师 而 言 ， 这 又 不 


人 D 元 航 信 :“ 美 国 《 数 学 课程 标准 [2000]》 简 介 ”. 罚 《 中 学 数学 教学 参 韦 . 
199y 年 ， 第 七 期 。 
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仅 是 指 考试 不 应 成 为 
指教 材 编写 人 员 和 各 


数学 教学 工作 的 指挥 棒 ， 而 且 也 是 


级 教学 管 


教师 充分 发 挥 自 己 的 创造 性 才智 留 下 充分 的 余地 。) 


另外 ， 也 正 是 从 


这 样 的 角 


里 天 员 应 当 为 广大 的 数学 


度 去 分 析 ， 笔 普 以 为 ， 这 


事实 上 就 应 被 看 成 决定 数学 教育 改革 运动 成 败 的 一 个 重 


要 因 


素 ， 即 其 能 否 成 


为 “数学 教育 共同 


体 ” 各 个 成 员 共 


同 的 自觉 行动 。 特 殊 地 ， 如 果 -- 个 改革 运动 仪 有 来 自理 
论 研究 者 的 积极 性 ， 而 没有 能 得 到 广大 数学 教师 的 热情 


支持 ， 或 者 说 ， 这 只 


是 一 个 “ 自 上 而 下 ”的 政府 行为 ， 


从 而 也 就 未 能 很 好 地 调动 广大 教师 的 积极 性 ， 那 么 ， 这 
一 改革 运动 的 失败 就 不 可 避免 。 


最 后 ， 从 文化 的 


整体 性 的 文化 传统 对 于 


角度 进行 分 析 ， 我 作 


在 此 还 应 看 到 


数学 教育 的 重要 影响 。 


特殊 地 ， 由 于 东西 方 有 看 不 同 的 文化 传统 ， 因 此 


通过 对 照 分 析 我 们 就 
于 数学 教育 的 重要 影 
移 默 化 的 形式 发 挥 作 


例如 ,按照 张 莫 害 先生 的 分 析 (“中 
学 教育 "， 数 学 教育 高 级 研讨 会 ，1998)， 


教育 具有 以 下 的 不 同 


被 看 成 两 个 极端 的 情 


的 。 


国 


特征 
况 ， 


系列 的 中 间 状 态 。 而 


四 


东 向 西 ” 的 变化 


册 


东方 : 考试 严厉 
强调 严密 ， 形 式 演绎 


西欧 ， 美 
， 教 师 中 心 ， 注 重演 


国 ): 
练 ， 负担 过 重 ， 


， 重 视 模仿 ， 相 对 平 
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可 较为 清楚 地 认识 中 国 传统 文化 对 
响 ， 尽 管 后 者 主要 地 即 是 以 -- 种 洪 
传统 文化 与 数 
东 隔 方 的 数学 
《应 当 指明 ， 这 两 者 事实 ] 
而 在 这 两 者 之 间 则 可 区 分 出 
且 , 按照 张 葛 宙 先后 的 分 析 ， 这 种 
是 与 以 下 的 排列 次 序 大 致 相对 应 
的 : 大 陆 , 港 台 ,东亚 ， 俄 国 ， 


学 
上 应 


向 ， 弱 于 自信 


西方 : 考试 温和 ， 学 生 建构 ， 强 调理 解 ， 课 业 不 足 ， 
注意 趣味 ， 非 形式 化 ， 注 重创 造 ， 两 极 分 化 ， 善 于 表达 。 

[作为 一 种 补充 ， 笔 者 以 为 , “规范 性 ”和 “ (个体) 
发 展 性 ”可 被 认为 最 为 集中 地 表明 了 东西 方 数学 教育 的 
差异 。] 

张 葛 宙 先生 并 从 “社会 文化 中 的 教育 观念 ”、 “中国 
古代 数学 传统 与 近代 的 数学 观 ” 和 “中 国 数学 教育 的 历 
中 渊源 ”等 方面 对 造成 “东方 数学 教育 传统 ”的 文化 原 
因 进 行 了 分 析 。 例 如 ， 所 谓 的 “社会 文化 中 的 教育 观 
念 "， 即 是 指 深 深 扎根 于 中 国 传统 文化 之 中 的 “ 昔 读 + 考 
试 ” 的 观念 。 前 者 主要 包括 : 中 儒家 文化 : 现世 功业 ， 
与 修行 来 世 的 哲学 不 同 ; 人 家 庭 期 望 ， 望子成龙 ， 养 不 
教父 之 过 ， 光 宗 移 祖 ， 数 学 必须 是 100 分 ; @ 学 习 传 
统 : 寒窗 苦 读 ， 读 书 不 必 快乐 兴趣 居于 次 要 地 位 ; 四 
教师 中 心 ; 天 地 君 亲 师 ， 传 道 ， 授 业 ， 解 惑 。 后 者 则 包 
括 : 外 科举 争 胜 : 读书 的 目的 是 通过 考试 , “好 胜 ” 取 代 
了 对 大 自然 的 “好 奇 "; @@ 八 股 程式 : 代 圣 贤 立言 ， 固 守 
套路 ， 不 求 创造 ; 图 教育 古训 : 熟 能 生 巧 ， 背 诵 模仿 为 
主 ; @ 试 卷 为 本 ,一 张 考卷 定 终身 ,评价 机 制 僵化 ， 视 
发 明 创造 为 “ 末 技 ”。 

尽管 张 葛 宙 先生 在 此 所 给 出 的 只 是 一 个 简单 的 纲要 ， 
但 是 ， 这 又 的 确 清楚 地 表明 了 文化 传统 对 于 数学 教育 的 
重要 影响 。 

作为 一 种 对 照 ， 笔 者 在 此 并 愿 简单 提 及 在 西方 社会 
十 分 流行 的 一 些 传统 观念 ， 即 如 认为 并 非 所 有 人 都 能 学 
好 数学 ， 特 别 是 ， 这 往往 被 看 成 “来 自 中 等 以 上 白人 家 
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庭 的 男性 ”的 一 种 “专利 "， 从 而 就 表现 出 了 对 于 女性 、 
少数 民族 与 来 自 贫困 家 庭 的 儿童 的 排斥 。 信 得 指出 的 是 ， 
所 说 的 不 平等 性 现象 已 经 引起 了 美国 数学 教育 工作 者 的 
高 度 重视 。 例 如 ， 在 美国 数学 教育 全 国 委员 会 新 颁布 的 
《数学 课程 标准 [2000] (讨论 稿 )》 中 ，“ 平 等 性 原则 ” 
就 被 询 为 六 项 指导 性 原则 中 的 第 一 项 ， 也 即 认 为 应 当 努 
力 改 变 女 性 、 少 数 民族 和 来 自 贫困 家 庭 的 儿童 往往 不 能 
得 到 应 有 的 数学 教育 的 现象 。 显 然 ， 这 一 原则 的 提出 
实 上 也 可 被 看 成 对 于 文化 传统 的 一 种 自觉 反思 和 批判 ， 
从 而 就 从 又 一 角度 清楚 地 表明 了 文化 传统 对 于 数学 教育 
的 重要 影响 。 

综 上 可 见 ， 我 们 就 应 明确 肯定 数学 教育 的 社会 性 质 ， 
并 应 清楚 地 看 到 数学 教育 与 整体 性 文化 传统 的 重要 联系 。 
特殊 地 ， 在 笔者 看 来 ， 这 事实 上 也 就 为 中 国 的 数学 教育 
工作 者 提出 了 一 个 十 分 紧迫 和 重要 的 任务 ， 即 应 努力 建 
立 符合 时 代 需 要 和 中 国 国情 的 数学 教育 。 


二 、( 数 学 ) 教室 文化 


相对 于 数学 教育 社会 维度 的 分 析 而 言 ， 关 于 “〈 数 
学 ) 教室 文化 ” (the culture of the mathematics classroom) 
的 研究 可 以 说 采取 了 一 种 微观 的 视角 ， 因 为 其 所 着 眼 的 
只 是 教室 这 样 一 个 小 环境 中 所 进行 的 数学 教学 活动 ， 也 
部 是 以 数学 教师 和 学 生 作 为 考察 的 对 象 ， 而 不 再 关注 整 
个 数学 教育 体制 的 运作 情况 (或 者 说 ， 整 个 “数学 教育 
共同 体 ” 的 相互 关系 ); 另外 ， 由 于 采取 了 文化 的 视角 ， 
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此 ， 研 究 者 们 在 此 所 主要 关注 的 就 并 非 是 教学 内 容 、 
教学 方法 等 这 样 一 些 较 为 “明显 ”的 成 分 ， 而 是 教师 和 
学 生 们 所 具有 的 各 种 与 数学 教学 直接 有 关 的 观点 、 信 念 、 
值 观 等 。 在 他 们 在 来， 尽管 后 者 都 只 是 - ` 些 “隐藏 ” 
的 成 分 ， 但 却 仍然 对 于 数学 教学 活动 有 着 十 分 重 归 的 影 
响 。 


例如 ， 这 就 正如 M，Nickson 所 指出 的 : “由 于 文化 
的 主要 特征 即 是 涉及 到 了 看 林 见 的 信念 和 价值 观 ， 因 此 ， 
数学 教室 的 文化 在 很 大 程度 上 也 就 取决 于 教师 和 学 牛 们 
所 具有 的 与 学 科 有 关 的 隐藏 的 观念 。 特别 是 ，“ 通 过 采 
取 文 化 的 观点 ， 我 们 就 可 更 为 清楚 地 认识 教学 和 学 习 的 
情景 中 所 包含 的 这 些 看 不 见 的 成 分 ”对 数学 教学 的 成 
功 或 失败 有 着 怎样 的 影响 。 开 

由 于 教师 在 教室 中 的 数学 教学 活动 中 发 挥 着 主导 的 
作用 ， 因 此 ， 教 师 所 具有 的 观点 信念 等 对 于 数学 教学 就 
有 着 特别 重要 的 影响 ,后 者 并 就 集中 地 表现 为 所 谓 的 
“数学 观念 ”和 “数学 教学 观念 ”。 

事实 上 , 已 有 的 关于 “(数学 ) 教室 文化 ”的 研究 在 
很 大 程度 上 就 是 围绕 这 样 两 个 主题 展开 的 ， 即 是 希望 能 
对 教师 的 数学 观念 和 数学 教学 观念 作出 具体 的 界定 ,并 
清楚 地 指明 这 些 观念 对 于 数学 教学 活动 的 重要 影响 。 

例如 ， 按 照 英 国学 者 P，Ernest 的 观点 ， 对 于 教师 所 
具有 的 数学 观念 可 以 大 致 地 区 分 出 以 下 三 种 不 同 的 类 


TD M. Nickson; “The Culture of the Mathetnatics Classroom: an Unknown Ce 
w?" D, Grouws (ed): dok of Research on Mialhematics Teaching and Learmng 
Macmillan ,1992, P. 
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型 : 工 

(1) 动态 的 、 易 雇主 义 的 数学 观 。 这 是 指 把 数学 看 
成 人 类 的 一 种 创造 性 活动 ， 从 而 ， 数 学 主要 地 就 是 一 种 
探索 的 活动 ， 并 一 定 包 含有 错误 、 尝 试 与 改进 的 过 程 ， 
更 必然 地 处 于 不 断 的 发 展 和 变化 之 中 。 

(2) 静态 的 绝对 主义 的 数学 观 。 这 是 指 把 数学 看 
成 无 可 怀疑 的 真理 的 集合 ， 这 些 真理 并 是 很 好 地 组 织 
米 ， 即 构成 了 一 个 高 度 统一 下 十 分 严密 的 逻辑 体系 。 

(3) 工具 主义 的 数学 观 。 这 是 指 把 数学 看 成 适用 于 
各 种 不 同 场合 的 事实 性 结论 、 方 法 和 技巧 的 汇集 ， 由 于 
这 些 事实 、 方 法 和 技巧 是 为 着 不 同 的 日 的 、 彼 此 独立 地 
发 展 起 来 的 ， 因 此 ， 数 学 不 能 被 看 成 一 个 高 度 统一 的 整 
体 。 


除 P，Ernest 的 上 述 论点 外 ， 其 他 学 者 在 这 方面 的 研 
完结 论 也 是 较为 接近 的 。 例 如 ，M.， Nickson 就 曾 突出 地 
强调 了 “ “形式 主 义 ”的 传统 ”与 “发 展 的 、 变 化 的 数学 
观 ” 的 对 立 ， 而 他 说 的 ““ 形 式 主义 ”的 传统 ”和 “发 展 
的 、 变 化 的 数学 观 ”事实 寺 就 是 与 PErmest 所 说 的 “ 静 
态 的 、 绝 对 主义 的 数学 观 ” 和 “动态 的 、 易 雇主 义 的 数 
学 观 ”十 分 接近 的 。 

当然 ， 又 如 大 多 数 研 究 者 所 清楚 地 意识 到 了 的 ， 他 
们 所 提供 的 只 是 一 种 极 大 地 简化 了 的 “图 像 ”， 而 这 又 不 
仅 是 指 在 这 些 “极端 ”情况 之 间 还 存在 有 多 种 可 能 的 
“中 间 状 态 ”， 而 且 也 是 指 以 下 的 事实 ， 即 不 仅 不 同 的 数 


PP. Emest; “Thbe Te of behefs on the teaching of mathematics” , paper pre- 
pared ee V], Budapest, 
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学 教师 可 能 具有 完全 不 同 的 数学 观念 ， 即 使 是 同 - :个 教 
师 其 数 党 观念 也 末 必 自治 显然， 后 者 也 就 更 为 清楚 地 
表明 了 这 样 -点 ， 即 我 们 在 此 所 说 的 “数学 观念 ” 木 必 
是 - -种 系统 的 理论 观点 ， 也 是 能 是 .… 些 素 朴 的 认识 ， 其 
持 有 者 更 未 必 对 此 其 有 清醒 的 自我 意识 - 
另外 ， 所 谓 的 “数学 教学 观念 ” 则 是 指 关于 应 当 如 
何 去 从 事 数 学 教学 的 观点 和 看 法 等 。 显 然 ， 数 学 教学 观 
念 的 涉及 面 是 十 分 广泛 的 ， 例 如， 这 就 直接 涉及 到 了 以 
下 的 各 个 问题 : 什么 是 数学 教育 的 根本 日 标 ? 教师 在 教 
学 中 应 当 发 挥 怎 样 的 作用 ? 学 生 在 载 学 过 程 中 民有 怎样 
的 作用 ? 什么 是 合适 的 教学 方法 ”等 等 。 

一 些 研究 者 提出 ， 对 于 教师 所 具有 的 数学 教学 观念 
我 们 也 可 太 致 地 区 分 出 以 下 的 四 种 类 型 :了 

(1)》 以 学 生 为 中 心 的 数学 教学 轧 纺 。 促 是 认为 数学 
教学 应 当 集 中 于 学 习 者 对 于 数学 知识 的 建构 。 

(2) 以 内 容 为 中 心 、 并 突出 强调 概念 理解 的 数学 教 
学 思想 。 即 是 认为 应 当 围 绕 教学 内 容 来 组 织 教学 ， 并 应 
特别 重视 概念 的 理解 ， 从 而 ,在 教学 中 我 们 就 不 仅 应 当 
讲 清 “如 何 ”， 而 且 还 应 讲 清 “为 什么 "。 

(3) 以 内 容 为 中 心 、 并 突 1 1 强调 运作 的 数学 教学 册 
想 。 即 大 认为 数学 教学 应 当 特 别 重 视 学 生 的 运作 及 其 对 
于 各 种 具体 的 数学 技能 〈 沃 则 、 算 法 等 ) 的 掌握 。 

(4) 以 教学 法 为 中 心 的 数学 教学 思想 。 这 种 教学 思 
想 的 主要 特征 就 在 于 : 与 特定 的 教学 内 容 相 比 ， 教 师 更 
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DT. Kubs &D. Ball: 《Approach to teaching mathematics; Mapping the commans of 
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重视 教学 法 方面 的 问题 ， 即 如 教学 环境 的 布 演 ， 教 学 
F 节 的 恰当 组 织 等 。 
尽管 不 同 的 研究 者 可 能 具有 不 同 的 研究 角度 或 不 同 
的 研究 重点 ， 但 是 ， 从 现今 的 情况 看 ， 这 是 一 个 较为 突 
出 的 现象 ， 即 研究 者 们 普遍 认为 与 数学 教学 观念 相 比 ， 
数学 观念 是 更 加 重要 的 ， 也 即 认为 正 是 数学 教师 所 具有 有 
的 数学 观念 在 很 大 程度 上 决定 了 他 是 以 什么 样 的 方式 从 
事 教 学 活动 的 。 

例如 , 正 是 在 这 样 的 意义 上 ， 法 国 著名 数学 家 托 姆 
(R，Thom) 写 道 : “所 有 的 数学 教学 法 都 建立 在 一 定 的 
数学 哲学 之 上 上， 尽管 后 者 很 可 能 只 是 很 糟糕 地 界定 了 的 ， 
它 的 表述 也 是 十 分 糟糕 的 。 "人 另外 ， 英 国 著名 数学 教育 
家 斯 根 普 则 曾 这 样 写 道 , “我 们 并 不 是 在 谈 及 关于 同一 数 
学 的 较 好 的 和 不 那么 好 的 教 法 。 只 是 在 经 过 了 很 长 一 段 
时 期 以 后 ， 我 才 认识 到 并 非 是 这 样 的 情况 。 我 先前 总 认 
为 数学 教师 都 在 教 同样 的 科目 ， 只 是 一 人 些 人 
教 得 好 而 已 。 但 我 现在 认为 在 “数学 一 个 名 词 下 
所 教 的 事实 上 是 两 个 不 同 的 学 科 。”® 

上 述 的 断言 应 当 说 有 一 定 的 道理 ， 因 为 ， 如 果 一 个 
数学 教师 所 具有 的 是 “静态 的 、 绝 对 主义 的 数学 观 ”， 那 
么 ,他 无 疑 就 会 倾向 于 把 数学 知识 看 成 是 一 种 可 以 贝 教 
师 传递 给 学 生 的 纯 窜 观 的 东西 ， 从 而 ， 数 学 学 习 就 不 应 
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是 一 种 探索 性 的 活动 。 只 外 ， 对 于 任何 问题 又 都 必定 存 
在 惟 “ 正 勿 的 解答 和 惟 -- 合 理 的 解 题 途径 ， 而 所 说 的 止 
确 性 和 合理 性 则 又 完全 地 决 于 教师 的 裁决 。 与 此 相对 照 ， 
如 果 一 个 数学 教师 所 具有 的 是 “动态 的 、 易 诬 主 义 的 数 
学 观 "， 孝 么 ， 他 在 教学 过 程 中 就 会 大 力 提 但 学 和 后 的 参 
与 , 包括 问题 解决 、 合 作 学 习 、 批 判 性 讨论 等 ， 另外， 
对 学 生 在 学 习 过 程 中 产生 的 错误 教师 也 会 采取 较为 容忍 
的 态度 ， 并 通过 师 牛 的 共 问 努力 来 消除 错误 ， 而 不 是 简 
单 地 求助 于 教师 (或 教材 ) 的 权威 。 

再 例如 ， 如 果 择 有 “形式 主义 的 数学 观 ”， 教 师 无 疑 
就 会 认为 数学 教学 应 当 清 楚 地 指明 概念 的 内 在 联系 ; 然 
而 ， 如 果 所 持 有 的 是 “工具 主义 的 数学 观 "， 那 么 ， 数 学 
教师 就 会 突出 地 强调 教师 的 孙 范 作用 ， 并 认为 学 生 的 职 
责 就 是 记忆 和 模仿 。 
尽管 我 们 应 当 明确 肯定 数学 观念 对 于 数学 教学 活动 
的 重要 影响 ， 但 是 ， 笔 者 以 为 ， 这 又 不 能 被 看 成 惟一 重 
要 的 因素 ， 央 为 ， 所 说 的 数学 教育 观念 事实 上 还 包括 有 
一 些 相 对 独立 的 成 分 。 具 体 地 说 ， 我 们 在 此 首先 即 应 看 
到 关于 数学 教育 日 标的 思考 和 认识 。 和 事实 上 ， 在 笔者 看 
来 ， 以 上 的 分 析 都 建立 在 这 样 -- 种 认识 之 上 ， 即 认为 数 
学 教育 的 基本 目标 就 是 要 骨 助 学 生 学 会 数学 (当然 , 对 
于 所 说 的 “数学 ”存在 有 多 种 不 冉 的 理解 )。 但 是 ,我们 
在 此 显然 又 应 考虑 这 样 的 问题 ， 究 竟 什 么 是 数学 教育 的 
根本 日 标 ? 特别 是 ， 什 么 是 数学 教育 的 社会 联 责 ? 笔者 
以 为 ， 如 果 从 后 一 角度 去 考虑 ， 我 们 就 可 对 很 多 问题 得 
出 新 的 不 同 看 法 。 例 如 ， 如 果 集 中 于 数学 教育 的 社会 职 
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助 学 生 学 会 数学 地 思维 ”这 一 提 法 相 
数学 学 习 学 会 思维 ”显然 就 是 - -个 更 
为 合适 的 提 法 。 另 外 ， 义 如 第 - 节 所 已 提 及 的 ， 如果 认 
为 数学 教育 应 对 培养 本 来 社会 的 合格 公民 作出 真 献 ， 而 
下 断 增强 则 可 被 看 成 未 来 社 


会 的 重要 特征 ， 那 么 ， 我 们 也 就 会 对 应 当 如 何 友 从 事 数 


学 教学 得 出 新 的 看 法 ， 特 别 是 ， 我 人 
活动 和 合作 学 习 的 意义 。 
FF 学习 活 动 本 质 的 理解 也 应 被 看 成 数学 教 
一 个 重要 内 容 ， 而 这 相对 
对 独立 性 。 事 实 : 


认识 探索 局 

其 次 ， 
学 观念 的 - 
有 较 大 的 相 
年 代 中 期 
意义 所 在 ， 


对 于 


即 其 不 仅 促 使 
学 活动 中 的 作用 和 地 位 ， 并 从 整体 1 
理论 构成 了 严重 的 挑战 。? 

再 者 ,笔者 认为 ， 我 
与 共 教 学 实践 之 间 存 在 有 
就 是 说 ， 我 们 既 应 看 到 教 】 


-种 动态 


门 即 可 更 为 深入 地 去 


数学 观念 显然 也 具 


上 ,在 笔者 看 来 ， 这 正 是 80 
义 来 在 数学 教育 中 兴起 的 建构 主义 思潮 的 根本 
我 们 重新 认识 教师 和 学 4 


在 教 
上 对 传统 的 教 法 设计 


门 又 应 看 到 在 教师 的 数学 观念 


的 、 辩 证 的 关系 。 这 


抽 的 数学 观念 对 其 教学 实践 有 


着 上 分 重要 的 影响 ， 同 时 又 应 看 到 所 说 的 教学 实践 无 论 
成 功 或 失败 ， 反 过 来 又 必然 会 促使 教师 对 自己 的 数学 观 


念 (以 及 数学 教学 观念 ) 


FE 出 自觉 的 反思 ， 并 由 此 而 作 


出 必要 的 改进 。 从 而 ， 总 的 来 说 ， 这 就 让 如 A，Thomp- 


son 所 指出 的 : 
念 影响 了 教室 4 


“已 有 的 文献 支持 了 这 样 一 种 观点 ， 即 观 
的 实践 活动 ,教师 所 具有 的 观念 在 此 似 


郑 艇 信 、 梁 蔷 成 ;《 兴 知 科 学 ， 建 构 主义 与 数学 教育 》， 第 中 竟 ， 上 游 、 上 海 


也 
教育 出 版 社 ，1998。 
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乎 起 了 过 滤器 的 作用 ， 借 助 于 此 教师 才能 理解 和 已 通过 
与 学 生 和 教学 题材 的 相 工 作用 获得 的 经 验 。 但 是 ， 作 为 
问题 的 另 一 方面 ， 教 师 观念 中 很 多 成 分 又 源 息 教室 中 的 
经 验 ， 并 是 由 后 者 不 断 调整 的 ， 教 师 们 正 是 通过 与 这 一 
特定 环境 的 相互 作用 ， 包 括 教学 方面 的 各 种 要 求 与 现存 
的 问题 ， 并 经 由 反思 对 自己 的 观念 作出 评价 和 重组 。” 了 
就 教室 文化 的 研究 而 言 ， 除 去 教 病 所 具有 的 观念 以 
外 ,我们 当然 也 应 注意 学 生 所 具有 的 观念 及 其 对 于 教学 
活动 的 影响 。 就 后 者 而 言 ， 我 们 在 此 仅 限 于 指出 以 下 两 
点 : 


第 一 ， 学 生 的 观念 主要 地 就 是 通过 学 校 中 的 数学 教 
学 活动 得 以 形成 的 《当然 ， 又 如 第 一 节 中 所 已 指出 的 
我 们 在 此 还 应 看 到 整体 性 的 文化 传统 与 特定 环境 的 影响 ， 
关于 后 者 可 参见 第 三 节 的 论述 )。 例 如 ， 正 在 从 这 样 的 角 
度 去 分 析 ， 波 利 亚 指出 : “有 一 条 绝对 无 误 的 教学 法 一 一 
假如 教师 厌烦 他 的 课题 ， 孝 么 整个 班级 也 将 万 例外 地 厌 
烦 它 。 包 
事实 土 ， 我 们 在 此 还 可 从 更 为 广泛 的 角度 去 分 析 教 
学 活动 对 于 学 生 观 念 的 影响 。 例 如 ， 在 上 上 述 的 第 一 种 教 
学 形式 ( 即 “ 静 态 的 、 绝 对 主义 数学 观 ” 支 配 下 的 教学 
形式 ) 下 ,学 生 很 快 就 会 形成 这 样 的 想法 : 数学 就 是 数 
学 课程 中 所 列举 的 各 个 科目 ， 即 如 算术 、 代 数 、 几 何等 ; 
另外 ， 没 有 学 过 的 东西 则 就 不 可 能 会 ， 因 为 学 生 的 职责 


TD A. Thompson} “Teachers Heliefs and Conceptions: 4 synthesis of the research” 
D. Grouns (ed); 《Handbook of Research on Mathematics Teaching atd leamingd, 
Macrmillan, 1992, P138. 
ow 波 利 亚 ; 《数学 的 发 现 )， 第 二 着 ， 第 174 夏 ， 呼 和 洗 特 ， 内 咎 古 人 民 出 版 社 ， 
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就 是 接受 ， 而 不 是 探索 或 发 现 ， 从 和 而 ， 这 事实 上 就 把 自 


己 摆 到 了 一 个 完全 被 动 的 地 位 上 上 - 


再 者 ， 我 们 又 应 看 到 学 生 的 学习 过 程 在 很 人 程度 上 上 
由 就 是 学 后 对 自己 的 行动 作出 油 整 以 满足 教师 其 望 的 过 


程 。 例 如 ， 在 上 述 的 教学 形式 下 ， 尝 生 有 


只 快 就 会 以 给 出 


正确 的 解答 (包括 练习 和 考试 ， 特 划 是 在 卷 研 中 》 作 为 
自己 的 七 要 日 标 ， 并 认为 实现 这 … 日 标的 最 有 效 途 径 就 
是 牢 诛 记 住 教师 给 出 的 方法 ,并 通过 模仿 以 获得 教师 所 
希望 的 解答 。 显 然 ， -弓形 成 了 这 样 的 观念 ， 堵 么 ， 数 


学 的 实际 意义 就 会 被 认为 是 与 学 校 的 数学 学 习 完 全 不 相 
十 的 。 从 而 ， 这 事实 上 也 就 可 以 被 看 成 出 现 以 下 情况 的 
一 个 重要 原因 ， 即 尽管 教师 〈 或 教材 中 ) 有 时 会 引入 一 
些 日 常情 景 ， 但 这 通常 并 不 能 取得 很 好 的 效 桌 ， 而 后 者 
又 不 仅 是 因为 日 常情 景 的 引入 有 时 过 于 牵强 附会 ， 而 旦 
是 因为 我 们 所 希望 学 生 了 解 的 数学 的 现实 意义 从 根本 上 


说 就 被 学 生 看 成 是 与 学 校 的 数学 学 习 完全 


即 已 对 此 提供 了 初步 的 解答 ， 特 别 是 


几 
看 到 传统 文化 的 影响 以 及 教师 作为 学 生 时 的 学 习 经 验 对 


于 他 们 后 来 的 教学 工作 的 重要 影响 。 另 
这 也 应 被 看 成 一 个 十 分 重要 的 因素 ， 即 


是 否 具 有 一 - 定 的 数学 研究 经 验 ， 特 别 是 ， 
形成 “动态 的 、 发 展 的 数学 观 ” 是 十分 重要 的 。 显 然 


以 上 的 分 析 可 以 看 出 ， 我 们 也 应 注意 分 析 教 师 的 
数学 观念 是 如 何 形成 的 。 笔 考 以 为 ， 以 ] 


无 关 的 。 


-的 讨论 事实 上 
我 们 应 当 清楚 


外 ， 笔 者 认为 ， 
我 们 的 数学 教师 
后 者 对 于 教师 


从 后 -角度 去 分 析 ， 我 们 也 就 可 以 更 好 地 理解 波 利 亚 的 


以 下 论述 : “数学 教师 应 当 有 具有 一 定 的 数学 .工作 经 验 
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特殊 地 , “数学 教师 的 训练 ， 应 当 在 解 题 讲 习 堤 这 种 形式 
或 在 任何 其 他 适当 的 形式 下 ， 向 他 们 提供 有 适当 水 平 的 
独立 的 (“创造 性 ”的 ) 工作 的 经 历 。”? 

第 二 ， 就 观念 的 形成 和 变化 窗 言 ,我们 又 应 看 到 ， 
在 教师 与 学 生 之 间 所 存在 的 并 非 是 - -种 单 向 的 关系 ， 即 
只 存在 教师 对 于 学 生 的 影响 ; 恰恰 相反 ， 这 两 痊 事 实 上 
形成 了 所 谓 的 “学 习 共 同体 ”"， 从 而 在 两 者 之 间 也 存在 有 
一 种 动态 的 、 辩 证 的 关系 。 例 如 ， 在 笔者 看 来 ， 以 下 的 
事实 即 就 最 为 清楚 地 表明 了 这 种 关系 的 相互 作用 性 和 互 
相 限制 性 : 有 时 教师 表现 出 了 积极 从 事 数 学 教学 改革 的 
极 大 热情 但是， 学 生 却 对 此 采取 了 消极 、 基 于 是 抵制 
的 态度 ， 从 而 就 对 教师 产生 了 极 大 的 负面 影响 。 
我 们 在 此 并 不 应 对 学 生 作 任何 的 指责 ， 缴 宁 说 ， 这 和 
上 即 是 从 反面 更 为 清楚 地 表明 了 观念 〈 从 更 大 的 范围 看 ， 
就 是 传统 ) 的 力量 。 

综 上 上 可见， 教师 (和 学 生 ) 所 持 有 的 观念 (包括 数 
学 观念 和 数学 教学 观念 ) 的 确 在 很 大 程度 上 决定 了 教室 
中 的 数学 教学 活动 是 如 何 进行 的 。 捉 实 上 ， 由 上 面 的 分 
新 我 们 已 经 知道 ， 所 说 的 观念 不 仅 对 教学 方法 有 着 直接 
的 影响 ， 面 且 也 在 很 大 程度 上 决定 了 教师 和 学 生 在 教学 
活动 中 的 地 位 和 作用 ,包括 两 者 相互 作用 的 方式 等 。 正 
是 在 这 样 的 意义 上 ,在 很 多 研究 者 看 来 ,我 们 在 此 即 可 
论 及 不 同 的 “ (数学 ) 教室 文化 ， 而 后 者 在 很 大 程度 上 
就 是 与 教师 和 学 生 所 具有 的 各 种 观念 直接 相对 应 的 。 这 


亿 ” 波 利 亚 ; 《数学 的 发 现 》. 第 二 卷 .第 168 一 172 页， 呼和浩特 ， 内 蒙古 人 民 出 
版 社 ，1980。 
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也 就 由 如 Nickson 所 指出 的 : “数学 教室 的 文化 是 随 着 其 
中 的 角色 改变 的 。 各 个 教室 所 特有 的 文化 是 由 以 下 因素 
所 决定 的 ， 即 教师 和 学 生 引 入 其 中 的 知识 、 信 念 、 价 值 
观 等 ， 以 及 这 些 成 分 对 教室 中 社会 运作 的 影响 。” 

最 后 ， 虫 下 面 的 讨论 我 们 也 就 可 以 看 出 “(数学 ) 教 
室 文化 ”研究 的 根本 意义 : 这 即 能 促进 教师 对 自己 所 具 
有 的 观念 的 自觉 反思 ， 而 这 义 不 仅 是 一 个 由 不 和 白 觉 向 自 
党 状态 的 转变 过 程 。 而 且 也 直接 关系 到 了 观念 的 不 断 更 
新 与 改进 。 这 就 如 A，Thompson 所 指出 的 :“ 正 是 通过 对 
于 自己 的 观念 和 行动 的 反思 ,教师 获得 了 关于 自己 的 隐 
项 的 假设 、 信 念 和 观点 ， 以 及 这 些 成 分 是 如 何 与 白 己 的 
行动 相 联系 的 更 大 自觉 性 。 也 正 是 通过 反思 ， 教 师 发 展 
起 了 关于 自己 的 观念 、 假 设 和 行动 的 更 大 合理 性 ， 并 清 
楚 地 认识 到 了 其 他 的 可 能 性 。 全 


他 


三 、 民 俗 数学 与 数学 教育 

“民俗 数学 ” (cthnomathemtics) 是 80 年 代 前 后 在 国 
际 数 学 界 和 数学 教育 界 兴 起 的 一 个 新 的 研究 课题 。 就 其 
基本 的 意义 而 言 ， 这 可 被 看 成 数学 与 人 类 文化 学 的 一 
交叉 ， 也 即 是 关于 数学 〈 和 数学 教育 ) 的 人 类 文化 学 研 
究 ;@ 另外 ， 其 首要 的 论点 则 是 对 于 数学 的 社会 一文 化 属 


LD No “The Colture of the Mathematics Classroom: an Unknown Quanti- 
w?” D. ws (ed}: {Handbook of Research on Mathematics Teaching and Leaming》， 
Mego “1992， PF. 111 
hompson: “Teacher's Hetefs and Cnnerptions: a synthesis of the research” , 
TD. ws (ed): Magdbook of Research on Mathematies Teachng and Leammg}, 
Mon 1992， 139. 

由 Ca “Ethnomathematics and Matheratics Educaticn ， ho goP {ed): 
tnen nn Handbook of Mathematics Education}, Kluwer, 1996, 7’ 
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性 的 明确 肯定 。 例 如 ， 正 是 在 这 样 的 意义 上 上 ，“ 民 俗 数 
学 ”常常 也 被 定义 为 对 数学 与 相应 的 社会 -文化 背景 之 


问 关系 的 研究 ， 邵 是 要 研究 “在 各 种 特定 的 文化 系统 中 


数学 是 如 何 产 生 、 传 播 、 
显然 ， 按 照 二 述 的 


研究 就 是 十 分 接近 的 ， 
的 一 个 重要 组 成 部 分 ;特别 是 ， 由 于 多 元 文化 的 观点 正 
是 人 类 文化 学 研究 的 一 个 主要 结 
上 多 种 不 同 的 文明 形式 的 存在 ， 我 们 也 就 应 当 具 体 地 去 
研究 其 相应 的 数学 形式 (应 当 指 明 ， 对 
必须 作 广 义 的 理解 ， 而 这 又 不 仅 是 指 我 们 应 把 数 


论 ， 因 此 ， 


扩散 和 专门 化 的 
解 ， 民 俗 数学 与 人 类 文化 学 的 
在 很 大 程度 


:就 可 被 看 成 后 者 


由 人 类 历史 


于 这 里 所 说 的 


学 知识 、 数 学 技能 和 数学 地 思维 方式 等 同时 包括 在 内 ， 
也 古 指 所 有 这 些 未 必要 得 到 充分 的 发 展 ， 
或 者 说 ,我 们 即 应 明确 地 肯定 数学 
所 已 指出 的 ， 
概念 已 经 获得 了 更 为 


而 几 
于 萌芽 的 状态 )， 
的 多 样 性 。 另 外 ， 
法 ,“ 文 化 ”这 一 


又 如 前 丁 


按照 现代 的 用 
“ 义 的 意义 ， 即 不 


仅 是 指 宏 观 意义 上 的 各 种 人 类 文明 ， 诸 如 不 同 地 区 、 不 


同 国家 、 
个 特殊 的 社 群 所 特有 的 


面 ， 按 照 这 样 的 理解 ， 对 了 
] 也 就 必须 作 更 为 广义 
确 肯定 这 样 的 事实 ， 即 各 个 不 回 的 文化 社 群 ， 


我 


不 同 民族 所 特有 的 文化 传统 等 ， 


而 且 也 是 指 各 


“生活 方式 ”、“ 工 作 方 式 ”， 从 


F 前述 的 “数学 
的 理解 ， 特 别 是 ， 


式 的 多 样 性 ” 
我 们 应 当 才 
如 不 同 的 


职业 团体 、 不 同年 龄 组 的 儿童 等 ， 都 可 发 展 起 自己 特殊 
的 数学 形式 。 显 然 ， 这 事实 上 就 极 大 地 拓宽 了 “民俗 数 


Gerdes: 
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TP “Ethnomathematies and Mathematics Fducation” , A gon edi: 
International Handbook of Mathematies Educati 


,Kluwer, 1996, 


学 ”的 研 
范围 ， 而 
的 研究 。 
从 而 
内 涵 就 是 
应 用 就 

“本 


究 范围 : 它 已 经 不 四 局 限于 人 类 文化 学 的 传统 
是 同时 包括 了 鼎 史 的 和 现实 的 、 宏 观 的 和 微 况 


， 就 现实 的 情况 而 言 , “民俗 数学 ”这 一 概念 的 
十 分 丰富 的 ， 对 此 例如 由 以 下 诸多 相关 术语 的 
清楚 地 看 出 ， 

上 数学 ” (indigenous mathematics) ， 这 一 -术语 主 


要 是 在 与 


“外 来 数学 ”(“ 西 方 数学 ") 相对 立 的 意义 上 得 


到 了 使 月 


“社会 数学 ” (socio - mathematics) ， 这 是 指 在 各 种 特 


定 社会 环境 中 发 展 起 来 的 数学 ; 

“ 非 正式 的 数学 ” (informal mathematics)， 这 是 指 在 
学 校 以 外 所 学 到 的 数学 ; 

“自发 的 数学 ” (spontaneous mathematics) ， 这 一 术 滞 


突出 强调 


自发 地 形成 一 定 的 数学 知识 ; 


了 这 样 的 事实 ， 即 任何 一 个 人 或 文化 群体 都 能 


“被 压制 的 数学 ” (oppressed mathematics) ， 这 是 指 这 
样 的 数学 成 分 ， 它 们 存在 于 民众 的 日 常生 活 之 中 , 但 却 


受到 了 占 


社会 的 主导 成 分 的 承认 ; 


据 主导 地 位 的 意识 形态 的 压制 ， 也 即 不 能 得 到 


“ 非 标准 的 数学 ” (non-standard mathematics) ， 除 去 


与 “正规 数学 ”(“ 学 院 数学 ”，academic mathematics) 的 


对 立 以 外 ， 这 一 术语 并 突出 地 强调 了 数学 的 文化 相关 性 ， 
即 各 种 文化 都 会 发 展 、 并 将 继续 发 展 自己 特有 的 数学 形 


式 ; 


“被 遗忘 的 数学 ” (hidden or frozen mathematics)， 这 
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是 指 脐 钙 民 地 人 民 原 先 具有 的 、 仙 在 殖民 化 的 过 程 中 却 
被 遗 岂 了 的 数学 知识 ， 从 而 ,现在 的 任务 就 是 如 何 去 发 
掘 和 重建 这 些 成 分 ; 
“日 常数 学 ” (folk mathematics)， 这 是 指 体 现 于 日 常 
活动 的 数学 ， 尽 管 这 些 成 分 常常 不 被 认为 是 数学 。 
显然 ， 上 述 各 个 专门 用 语 的 使 用 更 为 清楚 地 表明 ， 
“民俗 数学 ”的 研究 的 确 其 有 多 个 不 同 的 方向 或 侧重 点 ; 
但 是 ， 又 如 前 面 所 已 指明 的 ， 这 正 是 所 有 这 些 研究 的 一 
个 共同 点 ， 即 是 明确 肯定 了 数学 的 文化 相关 性 。 更 为 一 
般 地 说 ， 这 事实 上 就 可 被 看 成 所 谓 的 “民俗 数学 运动 
(ethnomathematical movement) 的 一 个 重要 特征 ， 即 其 支 
竺 者 们 对 数学 普遍 持 有 一 种 广义 的 埋 解 ， 并 认为 数学 的 
技术 和 事实 都 是 文化 的 产物 ， 而 不 同 的 文化 《或 子 文化 ) 
则 会 发 展 出 多 种 不 同 的 数学 形式 : “在 某 些 经 济 、 社 会 和 
文化 条 件 下 ， 数 学 会 住 某 个 方向 得 到 形成 和 发 展 ; 在 
其 他 的 条 件 下 ， 数 学 则 会 在 不 同 的 方向 上 得 到 形成 和 发 
展 ， 从 价 ， 数 学 的 发 展 就 不 是 高 度 统一 的 "了 显然 ， 按 
起 这 样 的 看 法 ， 数 学 就 不 能 被 看 成 单一 的 、 普 衣 的 、 超 
越 文化 的 。 由 子 后 者 正 是 传统 数学 观 的- -个 重要 特征 ， 
过 此 ， 在 这 样 的 意义 上 , “民俗 数学 ”的 兴起 也 就 意味 者 
数学 观 的 -- 个 重要 转变 。 

另外 ， 由 以 上 的 介绍 我 们 也 可 看 出 ,现代 关 子 “ 民 
俗 数学 ”的 研究 可 以 大 致 地 归结 为 以 下 的 两 类 : 

第 -- 类 确实 可 以 被 看 成 人 类 文化 学 研究 的 一 个 组 成 


serdes: ”Ethnomathernatics and Mathenantes Echication" A. Bihop ted1: 
inurl ache pe Baca Kluwer, 1996, D, 917 
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成 分 其 主要 着 
研究 的 一 个 重要 
展 的 过 程 中 受 型 


呈 上方 史 的 考察 ， 并 认为 “民俗 数学 


插 务 就 是 槛 努力 重建 那些 仕 西 方 文明 扩 
压制 和 排斥 的 数学 知识 、 数 尝 技能 和 数 


学 思维 方式 等 ， 并 依据 多 元 文化 的 立场 对 此 作出 公正 的 


评价 ， 特 别 是 ， 我 


而 断言 所 有 其 他 自 
芒 丁 形式 ， 或 省 术 


们 不 能 单纯 依据 “西方 数学 ”的 观点 
的 数学 形式 ， 或 者 只 是 西方 数学 的 一 种 
及 本 不 具有 任何 的 重要 性 和 科学 性 ; 恰 


恰 相 反 ， 我 们 在 
域 中 长 期 存在 的 


应 当 明 确 反 对 在 数学 《和 数学 史 ) 领 


“西方 至 上 ”、“ 白 人 全 上 ”的 观点 。( 显 


然 ， 从 这 样 的 角度 去 分 析 ， 这 也 就 是 数学 教育 工作 者 所 
面临 的 一 个 重要 任务 ， 即 应 使 所 有 的 数学 教师 清楚 地 认 


识 数学 的 多 元 性 ， 


学 会 尊重 各 种 不 同 的 数学 形式 ， 并 从 


中 吸取 有 益 的 成 分 。) 


其 次 ， 与 上 述 研究 的 历史 倾向 相对 立 ， 另 一 类 “ 民 


俗 数学 ”的 研究 则 可 涪 更 加 关心 现实 的 问题 ， 特 别 是 与 
数学 教育 直接 相关 的 问题 ， 而 其 主要 论点 就 在 于 : 就 数 


学 学 习 而 言 ， 我 们 不 仅 应 当 看 到 学 校 中 的 数学 教学 ， 而 
且 也 应 看 到 整个 文化 环境 、 竺 别 是 日 常生 活 的 影响 。 这 


也 就 是 党 ， 学 校 


的 数学 学 习 不 应 被 看 成 学 生 数 学 知识 


的 惟 来源， 恰恰 相反 ， 他们 所 具有 的 很 多 数学 知识 都 


是 从 学 校 以 外 的 生活 中 获得 的 。 另 外 ， 在 这 一 方向 上 工 
作 的 数学 家 和 数学 教育 学 者 通常 又 突出 强调 了 以 下 的 
实 ， 即 在 很 多 情况 下 这 种 源 于 日 常生 活 的 数学 是 与 学 4 


中油 


在 学 校 中 所 学 到 的 “正规 数学 ”(〈 又 可 称 为 “学 校 数 学 ”) 


很 不 相同 的 。 


就 后 一 方向 上 的 研究 而 言 ， 我 们 并 应 特别 提 及 巴西 
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学 者 的 工作 。 
事实 上 ， 人 们 现在 普遍 


UJ， D'Ambrosio 等 人 ， 应 当 被 看 成 “ 
巴西 学 者 的 
普 衣 重视， 即 来 自 贫 朵 家 庭 的 
了 两 种 截然 不 同 的 状态 : 他 们 在 课 后 通常 从 事 街 头 的 叫 
卖 工作 ， 并 在 这 种 灾 易 活动 


早 但 导 者 。 例 如 ， 


然而 ， 同 样 是 这 些 学 生 ， 他 
往 只 是 失败 的 记录 。 
巴西 学 者 并 
方式 给 无 个 学 4 
的 形式 ; 然后 ， 在 一 
求 他 们 解答 同样 的 问题 。 


同样 的 数学 


作 了 如 下 的 进一步 实验 :以 两 种 不 同 


个 星期 以 后 ， 再 
结果 发 现 


也 认为 ， 


巴西 学 者 ， 特 别 是 
民俗 数学 ”研究 的 最 
以 下 发 现 就 引起 了 人 们 的 
巴西 儿 章 在 数学 上 表现 出 


表现 出 了 熟练 的 计算 能 力 ， 
门 在 学 校 中 的 数学 学 习 却 往 


的 
问题 ， 第 一 种 采取 现场 头 卖 
文字 题 的 形式 要 
， 在 后 一 种 情况 下 ， 


不 仅 学 生 解 答 的 正确 率 大 大 
题 时 ， 他 们 所 使 
学生 所 采用 的 是 口 
算 的 方法 。 

两 种 不 
学 "。( 应 当 指 上 
骨 与 学 校 中 所 学 
首先 创造 了 
的 介绍 
的 意义 ,由 


1 不 


数学 教育 提出 了 一 个 十 分 严 


的 方法 也 很 不 相 
算 ， 在 后 一 
从 而 ， 在 研究 者 看 来 ， 在 出 
同 的 数学 ， 即 所 谓 的 “日 党 
， 正 是 通过 所 说 的 帮 
习 的 “正规 数学 ”的 区 别 ， 
“民俗 数学 ”这 样 一 个 术语 。 
我 们 已 经 知道 , “民俗 数学 ”后 来 又 
洗 局 限于 上 述 的 “日 常数 学 
显然 ， 从 教育 的 角度 看 ， 


降低 ， 而 且 在 求解 这 两 类 问 
同 : 在 前 一 种 情况 ， 
学 生 们 则 采取 了 笔 
事实 上 就 存在 有 
与 “学 校 数 


场合 ， 


数学 ” 
究 ， 并 就 是 为 了 表 
D'Ambrosio 
当然 由 以 上 
获得 更 为 广泛 
"0) 
上 述 的 事例 即 为 我 们 搞 好 
的 问题 ， 特 别 是 ， 学 校 的 


本 


数学 教学 究竟 是 一 种 成 功 的 实践 、 还 是 一 种 失败 的 努力 ? 
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为 了 更 清 候 地 说 明 问 题 ,在 此 还 可 举 出 男 “个 事例 
一 一 这 是 台湾 一 位 小 学 教师 对 自己 亲身 体验 的 一 段 口述 : 

记得 二 年 前 ,我 女儿 幼稚 园 大 班 ， 我 儿子 小 学 三 年 
级 ， 有 一 天 带 他 们 二 人 去 吃 每 客 199 元 的 比萨 、 付 账 时 
我 问 儿 子 和 女儿 : 妈妈 一 共 要 付 多 少 元 啊 ? 儿子 嘴巴 吐 
吐 念 着 : 三 九 ， 二 十 七 进 二 ， 三 九 ， 二 十 七 进 二 ; 女儿 
却 低 着 头 数 着 手指 头 ， 一 会 儿 ， 儿 子 喊 着 : “妈妈 ! 你 有 
没有 纸 和 笔 ， 我 需要 纸 和 笔 来 写 “ 进 位 " ， 和 否则 会 高- 
儿子 还 未 募 出。 女儿 却 小 声 地 告诉 我 : “妈妈 ! 你 苹 下 来 
一 点 ， 我 告诉 你 ,我 知道 要 付 多 少 钱 了 。” 

“ 哦 ! 真 的， 要 村 多 少 钱 ?” 

“你 拿 600 元 给 柜台 的 阿姨 ， 她 会 找 你 3 元 。 

付 完 钱 后 ， 牵 着 女儿 的 手 走向 店 外 ， 再 亲 : “小 妹 ! 
你 怎么 给 阿姨 600 元 ， 还 会 找 3 元 呢 ?” 

“我 用 数 的 啊 ! 199 再 过 去 就 是 200、400、600， 三 个 
人 共 要 给 600 元 ,但 是 阿姨 一 定 要 再 找 3 元 给 我 们 才 可 
以 ， 她 多 拿 了 3 元 嘛 生 

以 上 只 是 “前 奏 ”"， 更 “精彩 的 ”还 在 后 面 : 

最 近 带 他 们 二 人 去 吃 “ 沙 拉 吧 ”， 一 人 份 380 元 ， 付 
账 时 ， 我 问 他 们 兄妹 二 人 : “ 算 算 看 ,要 付 多 少 元 ?” 二 
人 异口同声 地 国 答 : “给 我 纸 和 笔 。 我 说 : “没有 纸 和 
笔 。” 女儿 答 腔 :“ 屠 就算 不 出 来 了 。” 

这 位 教师 感慨 地 说 : “只 差 两 年 ， 我 女儿 就 变 成 不 会 
解 题 ， 只 会 计算 了 。” 

读 了 这 一 段 描述 后 ， 我 想 大 多 数 读者 也 会 像 耶 位 编 
辑 一样 ， 不 禁 要 提出 这 样 的 疑问 : “究竟 是 谁 把 小 孩 教 策 
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了 了 3” 

除去 这 种 直接 的 “疑问 ”以 外 ， 一 些 学 者 并 从 理论 
的 角度 对 此 作出 了 进一步 分 析 。 例 如 ， 就 上 述 巴 下 小 该 
eh D'Ambrosio 提出 ， 在 此 事实 上 存在 有 一 

“文化 冲突 ”。 

具体 地 说 ，D'Ambrosio 指出 : “在 上 学 以 前 和 学 校 以 
外 ,世界 上 几乎 所 有 儿童 都 发 展 起 了 一 定 的 应 用 数 和 量 
的 能 力 、 以 及 一 定 的 推理 能 力 ， 然 而 ， 所 有 这 些 “ 自 发 
的 ”数学 能 力 在 进入 学 校 以 后 都 被 “所 学 到 的 数学 能 力 ” 
完全 取代 了 。 ”他 写 道 ， 尽管 儿童 们 所 面临 的 是 同样 的 事 
物 和 需要 ， 但 他 们 却 被 楷 求 使 用 一 种 全 新 的 方法 ， 从 而 ， 
这 事实 上 就 在 这 些 儿 童 的 心中 造成 了 -种 心理 障碍 ， 后 
者 并 直接 阻碍 了 他 们 对 于 学 校 数学 的 学 习 。 更 有 其 者 ， 
这 种 早期 的 数学 学 习 很 容易 使 学 牛 次 失 自 信心 ， 从 曾 就 
会 对 其 一 生产 生 严 重 的 消极 影响 -2 从 耐 ， 这 就 不 能 不 说 
是 一 种 真正 的 失败 。 

也 焉 是 在 同样 的 意义 上 ，A，Bishop 指出 ， “所 有 正 
规 的 数学 教育 都 有 一 个 文化 交流 的 过 程 ， 在 这 一 过 程 中 
每 一 儿童 (与 教师 ) 并 都 经 历 了 一 定 程度 的 文化 冲突 。S 
(显然 ， 从 这 样 的 角度 去 分 析 ， 中 国 的 数学 教育 工作 
也 就 应 当 认真 考虑 这 样 的 问题 ， 即 在 我 们 的 数学 教育 中 
是 否 也 存在 有 -…- 定 的 文化 冲突 ? 特别 是 ,中国 的 传统 文 
化 与 主要 源 于 西方 的 “学 校 数学 教育 ”是 省 完全 相 容 ? 


eT 


oD Dmbrevio: 《Socio : cutural Hascs for Marhematics Edueation》, UNICAMP,, 
1985》 了 
A ishop; “Ceara Confiet m Mathenyatic eyoations: :Developing a Reeareh 
ea 《For te Learming of Mathemanes?, 14 [19941 《2)。 
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或 者 说 ， 如 桌 这 丙 者 并 不 梅 成 直接 的 冲突 的 话 ， 那 么 ， 
究竟 是 我 们 同化 了 外 来 的 成 分 、 还 是 我 们 已 被 外 来 的 成 
分 所 彻底 异化 以 致 完 全 丧失 了 自我 ?) 

那么 ， 我 们 究竟 如 何 去 解 决 所 说 的 “文化 冲突 ” 呢 ? 


或 者 涪 ， 面 
不 同 的 数学 ， 


甸 着 “日 常数 学 ”和 “学 校 数 学 ”这 样 两 种 
我 们 究竟 应 当 怎么 办 ? 特别 是 ， 我 们 是 人寿 


可 以 完全 放弃 “学 校 数 学 ”而 仅仅 保留 “日 常数 党? 


应 当 指出 ， 对 于 后 -问题 我 们 不 应 单 赁 直觉 简单 地 


六 以 回答 ， 匆 宁 说 ， 这 一 问题 的 正确 解答 取决 于 对 “ 民 


俗 数学 ”性 质 更 为 深入 的 研究 。 

具体 地 说 ， 这 正 是 “民俗 数学 ”的 一 个 重要 特点 
即 其 不 仅 涉及 到 了 相应 的 数量 关系 ， 而 且 也 是 与 各 种 具 
体 的 情景 直接 相 联 系 的 ， 从 面 ， 这 就 使 得 儿 意 清楚 地 意 
识 到 了 数学 是 与 日 常生 活 密切 相关 的 ， 也 即 是 一 种 有 意 


义 的 活动 。 
但 是 ， 


“民俗 数学 ”也 有 着 明确 的 局 限 性 。 例 如 ， 如 


果 始 终 采 月 


所 说 的 “自发 的 数学 能 力 ”往往 会 轴 上 困难 。 


口算 的 方式 ， 那么 ,在 面 对 较 大 的 数量 时 ， 


另外 ， 更 为 重要 的 是 ， 研 究 表明 ， 由 于 “民俗 数学 ” 
是 与 各 个 具体 的 情景 直接 相 联 系 的 ， 因 此 、 相 应 的 数学 
知识 和 技能 就 不 具有 较 大 的 可 迁移 性 。 例 如 ， 在 一 项 以 
巴西 建筑 工人 (施工 员 ) 为 对 象 所 作 的 研究 中 ， 研 究 者 
发 现 ， 那 些 没有 受过 正规 学 校 教 育 的 施工 员 ， 在 面 对 较 
为 熟悉 的 比例 时 ,一般 能 正确 和 迅速 地 求 得 图 纸 上 某 个 
尺 寺 所 代表 的 实际 数据 ; 但 是 ， 如 果 他 们 所 面 对 的 是 不 
很 熟悉 的 比例 ， 则 就 表现 出 了 很 大 的 局 限 性 ， 例 如 ,他 
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们 往往 采取 “错误 尝试” 的 方法 ， 也 师 希 望 能 通过 归结 
为 熟悉 的 情况 来 解决 所 面临 的 新 情况 ,但 由 于 未 能 上 升 
- 般 的 算法 ， 因 此 ， 就 如 以 下 的 对 话 所 表明 的 ， 这 种 
努力 常常 以 失败 而 告终 
(所 给 出 的 问题 为 9 公分 :3 米 =1,5:x， 苇 中 所 用 到 
的 比例 1:33.3 是 施工 员 们 所 不 熟悉 的 ， 他 们 所 经 常用 到 
的 只 是 1:50，1:100 和 1:20。) 

施工 员 “9 公分 ，3 米 、 这 个 尺寸 是 …… 不 ， 这 将 
是 4.5 米 ，…… 我 作 不 出 来 。” 

调查 者 :“ 为 什么 , 前 几 个 问题 《其 中 所 采用 的 都 是 
施工 员 熟 悉 的 比例 ) 你 不 是 都 解决 了 吗 ?” 

施工 员 : “因为 ， 这 不 是 1:50 的 情况 ，1:1 (这 里 指 
1:100)〉 也 不 行 ，1:20 也 不 行 ， 有 二 种 尺寸 1:50，1:20 和 

1， 最 简单 的 是 1:1， 这 时 你 不 用 作 任 何 计算 ， 只 需 看 
一 下 多 少 公分 就 可 知道 是 多 少 米 ， 量 如果 是 1:50 或 1:20 
你 就 必须 进行 计算 ， 但 现在 是 9 公分 代表 3 米 ， 我 从 来 没 
有 届 到 过 这 样 的 情况 ,我 只 遇 到 过 另外 的 三 种 情 
况 。 

再 例 如 ， 以 下 的 研究 结果 显然 也 从 又 一 角度 表明 了 
“民俗 数学 ”的 局 限 性 ， 即 在 求解 文字 题 时 ， 大 部 分 未 进 
过 学 校 的 成 年 人 能 很 好 地 解决 直接 的 问题 ， 但 如 果 问 题 
的 求解 需要 用 到 道 运算 ， 解 答 的 正确 率 就 大 大 降低 了 
特别 是 ， 如 果 所 涉及 的 数量 较 大 ， 则 就 更 加 是 这 样 的 情 
况 ; 与 此 相对 照 ， 通 过 学 校 的 学 习 ， 上 述 的 情况 就 有 了 


1 Carraher: “From drawing to bralding， oking with mathematical scales , 
Cmernational Journal of Behavioral Development} 1986, 
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很 大 的 改进 .9 从 而 ， 我 们 在 此 就 可 引出 这 样 的 结论 : 学 
校 教育 在 帮助 学 生 学 会 使 用 道 运算 来 解决 问题 方面 有 首 
明显 的 效果。 显然 ,这 也 就 是 说 ， 如 果 仪 仪 依靠 “中 发 
的 数学 能 力 ”"， 则 就 往往 不 善于 从 友 面 去 岂 考 问题 。 

综 上 上 可见 ,“ 民 俗 数学 ” 媒 有 明显 的 优点 ， 同 时 也 具 
有 严重 的 局 限 性 ， 从 而 ， 在 和 面 对 “民俗 数学 ”和 与“ 学 校 
数学 ”的 冲突 时 ， 我 们 就 不 应 采取 完全 放弃 “学 校 数学 ” 
的 作法 ， 而 应 努力 将 这 两 者 很 好 地 融合 起 来 


例如 ， 作 为 后 一 方向 上 的 -个 尝试 ， 大 们 发 现 ， 利 


用 想象 的 情景 去 帮助 学 生 掌握 “学 校 数 学 "， 对 十 提高 解 
决 问题 的 正确 率 丰 次 明显 的 效果 ， 而 廿 也 有 利于 学 生 更 
好 地 认识 数学 的 意义 ， 从 而 不 至 于 把 数学 看 成 是 毫 无 实 


未 已 义 的 符号 游戏 。 


不 可 能 有 效 。”(O，Raum 语 ) 


但 是 ， 从 理论 的 角度 看 ， 我 1 


一 般 地 说 ， 人 们 认为 ， 我 们 应 当 善于 将 “日 常数 学 ” 
用 作 学 校 中 数学 学 习 的 出 发 点 和 必要 背景 。 从 而 ,一 个 
好 的 数学 教师 就 应 高 度 重视 对 于 学 生 文化 背景 的 了 解 
并 应 善于 把 它 与 学 校 中 的 数学 教学 活动 联系 起 来 。 另 外 ， 
这 更 可 以 被 看 成 数学 教学 的 一 条 重要 原则 : “数学 教学 ， 
除非 建立 在 学 生 的 固有 文化 和 生活 兴趣 之 上 ， 桔 则 ， 就 


门 在 此 显然 又 应 考虑 这 


样 的 问题 ; 在 “日 常数 学 ”与 “学 校 数学 ”之 间 是 否 存 企 


有 一 定 的 相 容 性 ”已 有 的 研究 在 这 方面 也 提供 了 一 些 初 
步 的 结论 ， 特别 是 ， 研 究 表明 ， 如 果 透 过 内 容 上 的 不 同 


D1. Caraher: “Adult mathemaucal skills, lhe effect of schoohng”, Paper present 


ed at the annual meeling of the Amencan Educational Research Association, 1988. 
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府 着 眼 寺 座 在 的 数学 成 分 {包括 数 匡 括 性 , 扒 塌 方式 等 )， 
都 么 ， 在 “日常 数学 ”与 “学 校 数 学 ”之 问 确 实在 在 企 
一 定 的 共同 点 。 例如 ， 在 -上面 所 旭 刘 的 已 凸 贫 朵 家 将 儿 
童 的 实例 中 ， 研 究 首 发 更， 尽管 这 些 儿 童 存 街头 做 天 卖 
时 和 在 学 校 学 数学 时 所 采用 的 分 别 是 11 算 和 笔算 的 方法 
但 是 ， 即 使 在 进行 条 算 时 ， 他 们 仍然 使 用 了 与 “学 校 数 
学 ”中 相同 的 策略 ， 即 如 在 从 卓 加 减 运 算 时 ， 他 们 往往 
采取 分 解 (decomposition) 的 策略 (例如 ,利用 分 解 的 方法 求 
解 200 - 35 的 过 程 大 黎 是 这 样 的 : (D200 等 于 100 + 100; 
@100 一 30 是 70，@70 -$5 是 65; (4) 把 置 于 - 边 的 100 
加 上 去 ， 从 而 得 出 最 终 的 解答 : 165)， 在 从 事 乘 除 运算 
时 ,他 们 则 又 往往 采取 反复 分 组 (repcated groupings) 的 
办 法 (例如, 利用 反复 分 组 的 方法 求解 120 : 3 的 过 程 大 
至 是 这 样 的， 每 人 获得 30， 这 时 有 剩余 ,3 乘 30 是 
90, 剩 下 的 是 30; 四 每 人 加 S$,， 这 是 13， 这 时 还 剩 下 
ee 15……@ 再 加 5 这 是 15; 中 每 人 得 到 10 和 30， 是 
40)。 显 然 ， 上 述 的 解 题 策略 正 是 运算 法 则 的 正确 运用 。 
正 因 为 在 “日 常数 学 ”与 “学 校 数学 ”之 闪存 在 有 
共同 点 ， 这 就 为 我 们 应 用 “日 常数 学 ”作为 学 校 
数学 学 习 的 出 发 点 和 必要 背景 提供 了 必要 的 依据 。 另 外 ， 

基于 这 样 的 考虑 ， 人 们 提出 , “在 面临 各 个 特定 的 
数学 概念 的 教学 任务 时 ， 数 学 教师 应 当 仔细 人 研究 他 的 将 
生 在 日 常生 活 中 是 否 已 经 用 到 了 这 一 概念 …… 并 应 努力 
弄 清 在 日 常 概念 与 算法 背后 的 不 普 因素 。”? 这 也 就 是 说 ， 


TT. Nunes: “Erhnomathematics and Everyday Cognition” , D. oe ed); ;lond 
beok of Research on Mathematics Teaching and Leamingy, Macmillan, 1992, 
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为了) 导 民 从 数学 纳 人 到 课程 之 中 ， 必须 首先 确定 共 中 的 
知识 结构 . 
于 由 “日 常数 学 ”到 “学 校 数 学 ”的 过渡 《更 为 
一 般 地 说 ， 就 是 由 “民俗 数学 ”到 “正规 数学 ”的 过 湾 ) 
在 很 大 程度 上 可 被 看 成 是 出 特殊 上 升 公 了 一 般 ， 内 此 ， 
比较 也 就 常常 被 看 成 较 寻 地 实 现 所 说 的 “过 渡 ” 的 个 
有 效 手段 。 这 就 是 说 , “对 苦 下 具有 相同 不 变 办 素 的 情景 
的 理解 ， 将 会 导致 关于 相应 概念 ( 即 不 变 因 素 ) 的 抽象 
和 一 般 化 ”了 
除去 上 述 的 各 个 作法 以 外 ， 研 究 表明 ， 要 求学 生 对 
自己 所 作 的 数学 工作 作出 表述 也 是 促成 由 “日 常数 学 
到 “学 校 数 学 ”过 渡 的 个 有 效 方法 ， 因 为 ， 对 自己 的 
数学 工作 作出 表述 的 过 程 . 往往 包 括 了 注意 力 的 转移 ， 
即 是 由 惟一 注 草 最 终 的 结果 转移 到 了 一 般 的 方法 ; 另外 ， 
从 更 深 的 层次 看 ， 这 又 必然 会 促进 主体 的 自觉 反 轧 ， 而 
又 正如 大 们 所 熟知 的 ， 反 思 在 数学 思维 中 主 有 特别 重要 
的 节 位 ， 特 别 是 ， 这 即 就 直接 关系 到 子 帆 “ 过 程 ” 向 
“对 象 ” 的 转化 (这 也 就 是 现代 “高 层次 数学 思维 ” 傅 究 
中 所 谓 的 “凝聚 ")。? 
最 后 , 应 当 提 及 ， 从 发 展 的 角度 看 ， 数 学 的 应 用 ， 
也 即 如 何 把 学 校 中 所 学 到 的 数学 应 用 于 社会 实际 生活 ， 
当然 也 应 被 看 成 “日 常数 学 ”与 “学 校 数学 ”的 一 种 融 


T Dambrosios “Erhnonmathematics and its Placec in the Tstory and Pedagogy of 
ie CR arning of Marhemnaticsy, 35 [1985] (1)，P，47， 

thnomathematies snd Everyday Cogmuon”, D, CGrouws (cd): 
4 pbk of Reseireh on Mathemattcy Pes aching and Leammp}. Macrmllan，1992，P 


于 和 可 汪 统 仿 5 8 《 认 知 科 学 、 建 构 土 义 与 数学 教育 i， 第 2.2 节 ， 上 海 ， 
| 诲 教育 出 版 社 ， 
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合 。 但 由 于 这 已 经 超出 了 目前 的 论题 ， 在 此 我 们 就 不 丹 
讨论 了 。 

综 上 可 见 , “民俗 数学 ”的 研究 不 仅 对 数学 教学 提出 
了 直接 的 挑战 ， 而 旦 也 为 我 们 搞 好 数学 教育 提供 了 有 益 
的 启示 。 就 后 者 而 言 ， 笔 者 并 愿 特别 提 及 以 下 的 观点 ， 
即 能 否 正确 地 看 待 “ 民 俗 数学 ”也 关系 到 了 数学 教育 的 
根本 日 标 。 具 体 地 说 ， 这 就 正如 P. Gerdes 所 指出 的 ， 将 
源 自 不 回 文化 的 素材 纳入 到 课程 之 中 .从 而 对 所 有 学 生 
的 文化 背景 作出 正确 评价 ,增强 所 有 人 的 和 白 信 心 ， 并 学 
会 尊重 所 有 的 人 类 和 文化 ， 这 将 有 利于 学 生 将 来 更 好 地 
适应 多 元 文化 的 环境 。? 而 由 前 看 的 讨论 我 们 已 经 知道 ， 
这 种 “多 元 文化 ”的 观点 正 是 末 来 社会 开放 性 的 一 个 必 
然 要求 。 


他 “PP、Gerdes， “Ethnomathematics and Mathemarics Education”. A. Bisbop Ced): 
Knee Handbook of Mathematics Education}, Kluwer, 1996, P. 930. 
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【附录 一 】 怀 尔 德 论 数 学 发 展 的 动力 和 规律 


曾 长 期 在 美国 密 执 根 大 学 任教 的 怀 尔 德 教授 是 数学 
文化 研究 的 一 个 重要 倡导 者 ， 特 别 是 ， 他 曾 对 数学 发 展 
的 动力 和 规律 进行 了 较为 系统 的 研究 。 他 在 这 一 方面 的 
主要 研究 成 果 为 : 

在 1968 年 出 版 的 《数学 概念 的 演化 ， 一 个 初步 的 任 
究 》 一 书 中 ， 怀 尔 德 提 出 了 关于 数学 发 展 的 11 个 动力 和 
10 条 规律 。 它 们 分 别 是 ， 

数学 发 展 的 动力 : 四 环境 的 力量 ; 四 和 遗传 的 力量 ; 
名 符号 化 ; 外 文化 传播 ; @ 抽 和 象 ; @ 一 般 化 ; @@ 一 体 化 ; 
图 多 样 化 ; @ 文 化 阻 灌 ; 国文 化 抵制 ; 加 选择 。 

数学 发 展 的 规律 ; 

规律 1 在 任何 时 候 ， 只 有 那些 能 增强 已 有 数学 的 能 
力 以 满足 自身 的 遗传 力量 或 一 般 文化 的 环境 力量 的 概念 ， 
才能 得 到 发 展 。 

规律 2 ”概念 的 可 接受 性 取决 于 它 的 富有 成 果 的 程 
度 。 特 别 是 ， 一 个 概念 不 会 由 于 它 的 起 源 或 诸如 “不 真 
实 的 ”此 类 形而上学 的 标准 而 永远 遭 到 拒 斥 。 

规律 3 一 个 概念 在 数学 上 的 重要 性 既 取 决 于 它 的 符 
号 表达 形式 ,也 取决 于 它 与 其 他 概念 的 关系 。 如 果 一 种 
符号 形式 造成 了 理解 上 的 困难 、 其 至 对 这 “概念 的 彻底 
拒绝 ,那么 一 一 假设 这 一 概念 是 有 用 的 一 一 一 种 更 容易 
把 握 和 理解 的 符号 形 式 就 会 得 到 发 展 。 如 果 一 组 概念 的 
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相互 联系 使 得 把 它们 合并 成 一 个 更 为 -- 般 的 慨 念 的 一 体 
化 成 为 可 能 ， 后 者 也 就 会 得 到 发 展 。 

规律 4 如 果 某 一 问题 的 解决 将 会 促进 某 个 数学 理论 
的 发 展 ， 那 么 ， 这 一 理论 的 概念 结构 就 会 以 这 样 的 方式 
得 到 发 展 以 使 这 一 问题 能 最 终 得 到 解决 ， 而 出， 这 种 解 
决 很 串 能 是 由 若干 个 研究 者 彼此 独立 地 作出 的 。 

规律 5 由 于 共同 的 符号 系统 的 采用 或 出 版 机 会 的 增 
加 ， 以 及 其 他 的 交流 方法 所 造成 的 传播 机 会 ， 对 于 新 概 
念 的 进化 速度 有 着 直接 的 影响 。 
规律 6 整个 文化 的 需要 ， 特 别 是 数学 文化 的 繁荣 所 
能 提供 的 更 大 便利 ， 将 会 造成 能 满足 这 种 需要 的 新 的 概 
念 创造 的 发 展 。 

给 律 7 仅 化 的 文化 环境 最 终 会 抑制 新 的 数学 概念 的 
， 不 利 的 政治 气氛 或 一 般 的 反 科学 的 气氛 也 会 造成 


规律 于 现行 概念 结构 的 不 相 容 性 或 不 适合 性 的 
发 现 而 造成 的 危机 ， 会 刺激 数学 的 加 速 发 展 。 

规律 9 新 的 概念 常常 依赖 于 那些 在 当时 只 是 直觉 地 
把 握 的 概念 ， 但 后 者 的 不 完善 性 最 终 将 导致 新 的 危机 。 
类 似 地 ， 重 要 问题 的 解决 也 会 产生 新 的 问题 。 

规律 10 数学 的 进化 是 一 个 水 无 止境 的 过 程 ， 它 只 
受到 诸如 规律 5、 规 律 6、 规 律 7 中 所 指出 的 各 种 偶然 性 
的 限制 。 

另外 ,在 1981 年 出 版 的 《作为 文化 系统 的 数学 》 一 
书 中 ， 怀 尔 德 又 提出 了 关于 数学 发 展 的 23 条 规律 一 一 这 
一 成 果 基 于 怀 尔 德 自身 的 进一步 的 研究 ， 也 得 益 于 他 与 
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其 他 人 的 广泛 讨论 : 
QD 重大 问题 的 多 各 
律 ， 而 不 是 例外 。 


芭 的 儿 


@@ 新 概念 的 进化 通常 是 
于 借助 环境 力量 得 以 表现 的 
@ 一 旦 一 个 数学 概念 在 数学 文化 
E 最 终 将 取决 于 这 一 概念 的 富有 成 果 的 程度 ; 它 将 不 
E 恋 责 


受 性 
日 于 它 的 起 源 、 或 


因为 


会 
人 


[3 


是 “不 真实 的 ”而 水 远 遭 到 拒 斥 。 
国 一 个 新 的 数学 概念 的 创造 者 的 名 望 币 


六 的 发 现 或 解决 ， 是 一 条 规 


于 造 伟 


一 般 文化 的 压力 造成 的 。 


Ph 提 出 ， 它 的 可 


Hb 
Db ， 


而 上 学 成 者 其 他 的 标 


念 的 可 接受 性 方 而 起 着 强 入 
破 了 传统 时 是 这 样 : 对 了 
样 


图 一 个 概念 或 理论 能 和 否 保持 它 的 重要 性 ， 婚 取决 了 
它 的 富有 成 果 性 ， 又 取决 于 它 的 符号 表达 形式 。 砚 
者 造成 了 理解 上 的 困难 而 概念 却 仍然 是 窗 有 成 果 的 ， 习 
么 ,一 种 更 容易 把 握 和 理解 的 符号 
论 的 进展 依赖 了 


力 如 果 一 个 理 


出 的 作用 ， 尤 其 是 在 新 概念 


B 式 就 会 得 到 发 展 。 


的 力 最 、 或 者 是 由 


楼 


果 后 


1 


地 位 在 该 概 


公 


F 新 的 术语 或 符号 的 创造 也 是 这 


Eb 


于 某 一 问题 的 解决 ,到 


E 


么 ， 这 一 理论 的 概念 结构 就 会 以 这 样 的 方式 得 到 发 展 以 
使 这 一 问题 得 到 最 终 的 解决 。 一 般 说 来 ， 这 种 解决 将 带 


来 一 大 批 新 的 成 果 。 


@ 如 果 若 干 概念 的 一 体 化 将 会 促进 一 个 数学 理论 的 


发 展 ， 特 别 是 这 一 理论 的 发 
这 种 一 体 化 就 会 发 生 


那么 ， 


展 就 依赖 了 


o 


F 所 说 的 一 体 化 ， 


辐 如 果 数 学 的 发 展 需要 引 人 某 种 似乎 是 不 合理 或 


“不 真实 ”的 概念 ， 那 么 ， 
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这 种 概念 就 会 通过 适当 的 且 可 


接受 的 解释 提供 出 来 - 

名 在 任何 时 候 ， 部 有 -种 为 数学 共同 体 的 成 员 所 鞭 
同 享 右 的 文化 直觉 ， 它 体现 了 关于 数学 概念 的 基本 的 各 
普遍 接受 的 见解 。 

加 不 同文 化 与 不 同 倘 域 之 间 的 传播 经 常会 导致 新 概 
念 的 产生 并 加 速 数学 的 发 展 ， 假 没 接受 的 一 方 已 经 达 芭 
了 必要 的 文化 水 平 的 话 。 

人 @ 由 一 般 文化 及 其 各 种子 义 化 ， 诸 如 科学 的 子 文化 ， 
所 造成 的 环境 力量 ， 将 在 数学 子 文化 中 造成 明显 的 反映 。 
这 种 反映 既 可 能 是 增加 新 的 数学 概念 的 创造 ， 也 可 能 是 
数学 创造 的 减少 ， 这 取决 于 环境 力量 的 性 质 。 

电 当 数学 中 取得 了 重大 的 进展 或 突破 ， 而 它们 的 意 
义 又 已 为 数学 公众 所 理解 时 ， 就 常常 会 导致 对 先前 只 十 
部 分 地 被 理解 的 概念 的 新 的 洞 见 ， 以 及 有 待 于 解决 的 新 
的 问题 。 

四 数学 现行 概念 结构 中 不 相 容 性 或 不 适当 性 的 发 现 ， 
将 会 导致 补救 性 概念 的 产生 。 

他 草 命 可 能 发 生 在 数学 的 形而上学 、 符 号 体系 和 方 
法 论 之 中 , 但 不 会 发 生 在 数学 的 内 核 中 。 

人 多 数学 的 不 断 进 化 伴随 着 严密 程度 的 提 启 。 每 一 代 
数学 家 都 会 感到 对 先前 几 代 人 所 作 的 隐藏 的 假设 进行 证 
明 (或 反驳 ) 是 必要 的 。 

地 数 学 系统 的 进化 只 能 通过 更 高 的 抽象 进行 ， 这 种 
抽象 借助 于 一 般 化 和 - 体 化 ， 并 通常 为 遗传 的 力量 所 激 
屿 。 

他 个 别 的 数学 家 必须 维持 与 数学 文化 主流 的 接触 ， 
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而 不 能 有 其 他 的 选择 ;他 不 仪 受 数学 的 发 展 状况 和 已 有 
的 数学 工具 的 限制 ， 而 且 必须 适应 那些 即将 走向 综合 此 
概念 。 

电 数 学 家 们 不 时 地 宣称 ， 他 们 的 课题 已 经 近乎 “ 彻 
底 解决 了 ， 所 有 的 基本 结果 已 经 得 到 ， 剩 下 的 只 是 填补 
细节 问题 。 

8 文化 的 直觉 主张 ， 每 个 概念 、 每 个 理论 都 有 - : 开 


端 


命 数学 的 最 终 基 础 是 数学 共同 体 的 文化 直觉 。 

@ 随 着 数学 的 进化 ， 隐 河 的 假设 不 断 被 发 现 并 得 到 
明确 的 表述 ， 其 结果 或 者 是 普遍 的 接受 ， 或 者 是 部 分 或 
全 面 地 被 抛弃 ; 接受 通常 伴随 着 对 假设 的 分 析 以 及 用 新 
的 证 明 方法 去 证 实 它 。 

@@ 数 学 中 最 活跃 时 期 出 现 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 有 合 
适 的 文化 气候 ， 包 括 机 会 、 刺 激 〈 如 新 领域 的 出 现 ， 悖 
论 或 矛盾 的 发 现 等 ) 和 材料 。 

人 @ 由 于 数学 的 文化 基础 ， 因 此 在 数学 中 不 存在 什么 
绝对 的 东西 ， 只 有 相对 的 东西 。 
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【附录 二 】《 数 学 的 未 来 :预测 的 方法 论 》 简 介 + 


前 苏联 学 者 对 于 数学 文化 学 的 研究 、 特 别 是 数学 发 
展 的 规律 也 有 着 很 大 的 兴趣 。 例 如 ， 在 全 苏 范围 内 每 两 
年 举行 一 次 “数学 发 展 的 规律 及 其 现代 趋势 ”的 专题 讨 
论 会 ， 有 关 学 者 并 在 这 一 方面 发 表 了 不 少 论文 和 专著 ， 
如 “关于 数学 发 展 规律 性 的 方法 论 分 析 ”(1989), “现代 
数学 发 展 的 规律 人 性 ”(1987), “科学 的 数学 化 : 渊源、 问 
题 和 前 景 ”(1987) ， 等 等 。 

巴 拉 巴 谢 天 〈A，Barabashev) 是 莫斯科 大 学 科学 哲 
学 系 的 教授 ， 他 不 仅 在 前 苏联 的 数学 哲学 研究 中 发 挥 了 
领头 人 物 的 作用 ， 而 且 也 对 数学 发 展 的 规律 等 问题 进行 
了 较为 深入 的 研究 。 以 下 我 们 就 对 巴 拉 巴 谢 大 在 这 方面 
的 一 部 著作 《数学 的 未 来 : 预测 的 方法 论 》@ 作 一 简要 的 
介绍 ， 读 者 由 此 可 对 前 苏联 学 者 在 这 一 方面 的 工作 有 大 
致 的 了 解 。 

《数学 的 未 来 : 预测 的 方法 论 》 全 节 此 260 页 ， 分 为 
两 个 部 分 ， 分 别 对 所 谓 的 预测 数学 未 来 发 展 的 “经 验方 
法 ”和 “理论 方法 ”进行 了 分 析 和 论述 。 

所 谓 “ 预 测 数学 未 来 发 展 的 经 验方 法 ”， 是 指 实际 从 
可 数学 研究 的 人 员 关 于 数学 的 未 来 、 它 的 发 展 趋势 的 看 


材料 是 由 《数学 的 未 来 :预测 的 力 法 论 》 一 书 的 作者 书 拉巴 谢 夫 专门 向 
江苏 教育 学 院 的 肖 仁 沫 教授 协助 特 原文 由 很 文 评 成 了 中 文 。 特 此 首 表 


谢意 。 
， 巴 拉 巴 谢 大 :《 数 学 的 林 来 :， 顶 测 的 方法 论 》( 俄 文 版 )， 英 斯 各， 疯 斯 科大 池 
出 版 社 ，1991。 
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法 。 该 器 第 - -部 分 的 第 一 节 首 先 对 不 门 时 期 、 不 癌 获 他 
家 所 作出 的 经 验 预 测 和 进行 了 分 析 ， 指 出 其 中 有 许多 是 彼 
此 矛盾 的 ， 面 这 种 不 和 谐 性 的 根源 则 是 由 于 数学 结构 
(作者 把 数学 不 同 部 分 的 等 级 求 属 和 相互 关系 理解 为 数学 
结构 ) 不 可 逆转 地 趋向 于 复 共 化， 特别 是 ， 自 20 世纪 30 
年 代 以 来 ， 数 学 结构 马达 到 了 这 翌 的 复杂 程度 ， 以 罕 在 
数学 研究 中 已 不 再 存在 所 谓 的 “通才 ”， 也 项 个 再 有 能 在 
完全 不 同 的 数学 领域 中 同时 作出 重要 贡献 的 多 面 手 。 基 
于 这 样 的 分 析 ， 作 者 提出， 精通 数学 的 研究 人 员 所 作出 
的 有 代表 性 的 预见 事实 上 就 只 是 一 种 个 人 的 主观 意见 ， 
也 即 不 可 能 客观 地 预测 数学 的 未 来 发 展 。 

第 一 部 分 的 第 二 节 对 经 验 预测 的 具体 方法 进行 了 分 
析 ， 指 出 在 此 不 仅 存在 有 个 别 的 研究 人 员 (或 小 的 研究 
组 合 ) 与 数学 群体 的 区 分 ， 而 且 对 于 不 人 同 的 需要 也 存在 
不 同 的 预测 方法 。 例 如 。 如 果 所 说 的 预测 是 为 了 迎合 数 
学 以 外 的 需要 〈 即 如 为 了 争取 更 多 的 拨款 )， 那 就 应 当 着 
重 指明 数学 在 其 他 科学 和 技术 领域 的 应 用 ， 而 如 果 预 测 
仅仅 涉及 到 了 数学 群体 自身 ， 则 就 必须 对 数学 不 同 领域 
的 发 展 前 景 作出 比较 。 另 外 ， 就 个 体 所 作 的 预测 而 言 
(它们 或 者 是 综述 性 工作 的 直接 结果 ,或 者 建立 在 个 人 的 
专门 研究 之 上 )， 往往 带 有 很 大 的 主观 性 ; 但 是 ， 作 者 指 
出 ， 预 测 的 方法 越 “ 主 观 ”〈 在 上 述 的 积极 意义 上 )， 
这 样 的 方法 所 作出 的 顶 测 对 于 研究 人 员 就 越 有 吸引 力 。 
第 三 节 讨论 了 经 验 预测 的 实现 方法 。 作 者 指出 ,经 
验 预 测 在 起 始 状 态 常 常 是 极 不 定型 的 论点 ， 即 其 拱 记 往 
往 带 有 很 大 程度 的 不 精确 性 、 模 糊 性 和 不 确定 性 ; 然后 ， 
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随 着 研究 的 开展 ， 这 种 目标 意向 会 逐渐 趋 于 明朗 ， 并 节 
终 获 得 这 样 一 个 论题 ， 它 似乎 对 原来 的 预测 作出 了 准确 
的 定义 〔 可 称 为 “起 始 日 标 意向 的 具体 化 ")， 作 者 认为 ， 
上 述 过 程 是 与 研究 人 员 主 体 状 态 的 变化 直接 相对 应 的 
在 起 始 阶段 ， 日 标 《〈 观 淹 ) 出 现在 研究 人 员 的 精神 世界 
中 ， 对 研究 人 员 自身 来 说 ， 它 是 一 日 了 然 的 ， 但 却 无 法 
把 自己 的 认识 清楚 地 传达 给 别人 ; 然后， 研究 人 员 为 实 
现 日 标 开始 了 奖 强 的 努力 ， 直 人 至 最 终 找 到 了 解 央 问题 的 
路 子 ， 他 并 因此 而 感到 居然 大 悟 。 由 此 ， 作 者 得 出 结论 
道 ; 目标 具体 化 的 过 程 一 定 会 有 无 法 排除 的 主观 主义 


主观 假设 的 因素 。 


第 一 部 分 的 第 四 节 指出 ,经 验 预 测 的 方案 不 是 规范 


性 、 而 仅仅 是 解释 性 的 。 这 就 是 说 ， 不 可 能 教会 数学 1 
作者 用 这 样 的 方案 去 预测 数学 的 未 来 ; 恰恰 相反 ， 往 个 
研究 人 员 都 可 以 按照 自己 的 意思 去 对 此 作出 解释 。 


第 一 部 分 总 的 结论 是 ， 


经 验 预测 的 方案 也 不 能 被 
测 看 来 就 是 一 个 死胡同 。 


经 验 预测 不 可 能 追求 客观 性 ， 
作 -种 规范 ， 因 此 ， 经 验 预 


其 次 ， 所 谓 “预测 数学 未 来 发 展 的 理论 方法 "， 是 指 


把 数学 看 成 文化 系统 的 一 个 了 系统 ， 并 通过 数学 的 动态 


系统 特征 来 预测 数学 的 未 来 发 展 。 


《数学 的 未 来 ， 预测 的 方法 论 》-: - 书 第 二 部 分 的 第 一 
节 首 先 对 关于 预测 数学 未 来 的 理论 方法 的 研究 与 数学 哲 
学 的 关系 进行 了 分 析 。 作 者 指出 ， 在 数学 哲学 的 研究 中 


存在 主流 派 与 非 


流派 的 


区 分 。 前 者 努力 把 不 同 的 数学 


领域 归结 为 主要 的 理论 结构 并 把 数学 让 明 归 结 为 规定 的 
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程序 。 通过 对 主流 派 数 学 哲学 在 美国 、 英 国 和 前 苏联 等 
屿 发 展 情况 的 分 析 ， 作 者 提出 ， 主 流派 数学 哲学 击 正 处 
于 危机 之 中 。 与 主流 派 的 研究 相反 ， 数 学 折 学 中 的 目 主 
流派 把 数学 看 成 进化 的 社会 文化 的 一 -个 现象 。 作 者 并 具 
体 地 指明 了 非 主流 数学 哲学 所 和 谨 临 的 一 系列 内 部 问题 和 
外 部 问题 。 例 如 ， 从 数学 中 和 数学 自封 引出 的 问题 就 属 
于 韭 主流 派 的 外 部 问题 ， 而 这 即 是 与 关 填 预测 数学 术 来 
发 展 的 理论 方法 的 研究 直接 相关 的 。 

第 二 部 分 的 第 二 节 集 中 讨论 了 数学 发 展 的 规律 件 问 
题 。 作 者 指出 ， 尽 管 很 多 数学 史学 家 否认 这 种 规 律 的 存 
在 性 ,但 是 ， 这 种 规律 的 确 是 存在 的 。 例 如 ， 数 学 史 中 
常见 的 问 时 且 独 立 的 发 现 (“ 多 重 发 现 ") 就 是 这 方面 的 
一 个 决定 性 例证 。 作 者 并 对 所 说 的 “多 重 发 现 ” 的 现象 
进行 了 详尽 分 析 。 他 指出 : 第 一 ， 这 些 发 现 不 是 发 生 在 
同一 骨 间 ， 即 或 多 或 少 都 有 时 间 上 的 差异 ; 第 二 ， 即 使 
研究 人 员 不 知道 相互 的 存在 和 有 关 的 工作 ,他 们 总 这 是 
处 在 同样 的 总 体 性 文化 环境 和 相同 的 知识 基础 之 上 ; 第 
三 ， 他 们 的 发 现 并 不 是 完全 一 样 的 。 通 过 上 述 实 例 的 分 
析 ， 作 者 指出 ， 数 学 发 展 的 规律 具有 社会 的 性 质 ， 而 不 
能 被 看 成 纯 客观 的 ， 作 者 并 认为 数学 规律 性 的 叙述 具有 
模型 的 特征 。 

三 节 讨 论 了 数学 史 合 盟 重建 的 现存 模 剧 。 作 者 认 
为 ， 以 下 一 些 模型 是 特别 有 趣 的 : 基 切 尔 (《 数 学 知识 的 
性 质 》， 1983， 牛 津 。 参 见 附录 三 )， 库 兹 涅 佐 娃 ( 《数学 
知识 的 认识 问题 》，1984， 列 宁 格 勒 )， 巴 拉巴 谢 大 ( 《 数 
学 知识 发 展 中 的 辩证 法 》，1983， 葛 斯 科 )。 此 外 还 有 柯 
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尔 莫 苹 夫 、 瓦 依 捷 尔 和 克 莱 因 的 更 为 提纲 看 领 的 模型 。 
特别 是 ， 在 克 莱 因 、 西 洛 夫 和 另外 几 个 模型 中 提出 了 关 
于 创造 和 批判 时 期 交替 的 概念 。 作 者 指出 ， 当 前 关于 数 
学 发 展 的 所 有 模型 可 以 分 为 互相 对 立 、 击 又 相互 补充 的 
两 组 。 例 如 ， 在 对 古 希 腊 理论 数学 形成 的 模型 进行 分 析 
时 ， 就 可 清楚 地 看 出 这 种 区 别 。 作 者 认为 ， 这 了 两 组 模型 
不 是 趋 于 一 致 ， 而 是 在 不 断 的 “争论 ”中 得 到 完善 。 帆 
应 地 ， 依 据 这 些 模型 提出 的 数学 发 展 规律 也 可 分 为 两 组 : 
在 每 组 内 部 ， 规 律 性 之 间 有 着 很 好 的 联系 ; 但 在 两 组 之 
间 则 呈现 出 互补 性 。 从 而 ， 如 果 考 虑 到 数学 史 的 统一 
就 有 描绘 数学 发 展 让 史 规 律 性 的 师 条 互补 链 。 

第 四 节 讨 论 了 数学 历史 发 展 的 规律 性 在 将 来 是 否 有 
可 能 被 “完全 ”推翻 。 作 者 认为 ， 数 学 事实 | 是 一 个 
“反射 系统 ”: 它 的 发 展 规律 是 社会 性 的 ， 并 可 由 于 历史 
的 发 展 改 变 自己 的 行为 ， 因此 ， 我 们 就 必须 进行 与 反射 
行为 相对 应 的 修正 ， 包括“ 推翻 ”关于 数学 历史 发 展 的 
某 些 规律 。 

第 二 部 分 的 最 后 一 节 给 出 了 关于 现代 数学 林 来 发 展 
的 理论 预测 和 为 了 实现 这 种 预测 所 应 采取 的 方法 。 由 于 
一 系列 数学 发 展 的 周期 性 规律 的 存在 ， 作 者 把 理论 预测 
分 为 近期 预测 和 远 期 预测 ， 并 指出 了 理论 预测 不 同 变化 
的 可 能 性 。 

第 二 部 分 总 的 结论 是 : 理论 预测 可 以 得 到 建立 ， 按 
照 所 建立 的 理论 预测 进行 的 活动 是 规范 性 的 。 
这 一 着 作 最 后 还 给 出 了 关于 数学 哲学 或 阶段 发 展 的 
一些 补 充 想法 。 
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【附录 三 】 基 切 尔 关于 数学 发 展 模式 的 研究 


关于 数学 发 展 模式 的 研究 显然 是 与 数学 发 展 的 动力 
与 规律 等 问题 直接 相 联系 的 。 例 如 ， 正 是 由 于 突出 地 强 
调 了 猜想 与 反驳 在 数学 发 展 中 的 作用 ， 拉 卡 托 斯 提出 ， 
以 下 就 可 被 看 成 数学 发 展 的 一 个 基本 模式 : 


问题 与 猜想 | 一 "| 证 明 与 反 玛 一 "| 新 的 猜想 | ……… 


男 外 ， 由 于 认为 环境 力量 对 于 数学 的 历史 发 展 有 着 
十 分 重要 的 作用 ， 在 怀 尔 德 看 来 ， 以 下 也 可 被 看 成 数学 
发 展 的 一 个 基本 模式 : 
环境 力量 | 小 数学 理论 |*| 环 境 应 用 |>| 新 的 环境 力量 | ……… 


这 就 是 说 ， 环 境 力 量 导致 了 新 的 数学 概念 和 理论 的 
建立 ， 后 者 又 产生 了 可 以 用 于 解决 实际 问题 的 更 为 有 效 
的 技术 ， 并 直接 促进 了 相应 的 〈 非 数学 的 ) 理论 的 发 展 ， 
后 者 则 又 重新 构成 了 新 的 环境 力量 ， 如 此 等 等 。 

与 上 述 的 研究 相 比 ， 美 国 著名 数学 哲学 家 、 科 学 哲 
学 家 基 切 尔 关于 数学 发 展 模式 的 研究 可 以 说 具有 一 定 的 
特殊 性 ， 因 为 ， 基 切 尔 首先 对 数学 发 展 的 基本 单位 作 了 
较为 仔细 的 分 析 ， 也 正 因为 此 ， 他 所 给 出 的 关于 数学 发 
展 的 基本 模式 就 有 着 较为 丰富 的 内 涵 。 

具体 好 说 ， 基 切 尔 认为 ,为 了 对 数学 的 发 展 问题 作 
出 深入 的 研究 ， 我 们 应 当 首 先 “ 以 关于 数学 变化 单位 的 
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更 为 精确 的 懂 述 去 取代 关于 “数学 知识 状况 ”的 异 糊 说 
法 。 基 切 尔 指出 ， 无 论 就 科学 知识 或 号 数学 知识 的 增长 
而 言 ,“ 在 这 两 种 情形 中 ， 我 们 都 应 借助 于 一 个 多 元 体 ， 
也 即 由 多 种 不 同 成 分 所 组 成 的 实践 (practice ) 的 变化 ， 
来 理解 知识 的 增长 。” 就 数学 而 言 ， 这 就 是 措 ， 我 们 应 当 
把 数学 (“数学 实践 ") 看 成 是 出 如 下 五 个 成 分 所 组 成 的 
一 个 多 元 体 : “语言 "、“ 所 接受 的 命题 "、“ 所 接受 的 论 
证 ”"、“ 被 认为 是 重要 的 问题 ”和 “元 数学 观念 。 | 
出 ,这 一 立场 与 第 .二 章 中 关于 “数学 活动 ”的 分 析 是 
分 一 致 的 ， 二 且 是 把 政 学 宇 炎 地 看 成人 类 交 人 
活动 、 并 从 社会 -文化 的 角度 进行 分 析 的 直接 结果 。 
其 次 ， 基 切 尔 认为 ， 数 党 的 发 展 可 以 归结 为 如 下 的 
五 种 基本 模式 : 
(1) 问题 的 解决 。 这 是 指 通过 引进 某 种 新 的 论证 而 
获得 了 基 个 或 某 些 被 认为 是 重 鉴 的 数学 问题 的 解答 。 由 
于 这 不 仅 直接 导致 了 所 接受 的 命题 集 的 扩张 ， 而 且 常 党 
也 造成 了 语言 的 变化 ， 央 此 ， 这 一 变化 就 可 具体 地 表示 
为 (为 简单 起 见 ， 在 此 特 引 入 以 下 符号 分 别 表示 “数学 
实践 ”的 五 全 成 分 : L “语言 "，S 一 一 “所 接受 的 命 
题 "，R 一 一 “所 接受 的 论证 "，Q 一 一 “被 认为 是 重要 的 
问题 ” ，M-- 一 “元 数学 观念 ”) : 
<L, S, Q, R, M>—<L’', S$, Q,，R，M>。 
(2) 问题 的 产生 。 按 照 问题 产生 的 不 同方 式 这 一 发 


DP. Kitcher: 《The Nathre of Mathemaneal Knowledge?, Oxford Univerwmty Lrev, 
1983; “Nathrnatical Naturalisr” , W. Aspray & 已 ，Kircher i 《History and Phtlw- 
phy of Modern Mathematics} , University OF Munesora Press, 
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展 模 式 又 可 分 为 以 下 的 两 种 不 条 类 型 . 

第 一 ， 新 问题 的 产生 是 语言 扩展 的 直接 结果 。 例 如 ， 
数 的 概念 的 每 一 次 扩张 显然 都 会 导致 大 好 的 新 问题 ， 即 
如 新 数 的 运算 是 否 满足 已 知 的 运算 规律 等 。 这 一 发 展 模 


式 可 表示 为 : 


<L, $, Q, R, M2>—<L, S, Q, R, M>. 


第 二 ， 新 问题 的 产生 是 由 于 获得 了 新 的 结论 ， 也 即 
是 所 接受 的 命题 集 扩展 的 直接 结果 。 例 如 ， 如 果 所 获得 


的 是 肯定 性 的 结果 ， 我 们 就 立即 面临 着 如 何 将 这 一 结果 
如 以 推广 的 问题 ; 反之， 如果 所 获得 的 是 否定 性 的 结果 ， 


我 们 则 又 应 当 考 虑 如 何在 新 的 、 加 强 了 的 条 件 下 去 从 事 


进一步 的 研究 。 这 一 发 展 模式 可 表示 为 : 
<L, S, Q, R, M>—<L, S$, Q', R, M>。 
(3) 一 般 化 。 这 是 指引 进 了 更 为 一 般 的 概念 ， 从 而 
也 就 是 语言 的 一 种 扩展 。 例 如 ， 超 穷 数理 论 的 建立 显然 


就 是 一 个 一 般 化 的 过 程 ， 
到 了 无 限 。 
(4) 严格 化 。 这 是 指 


也 即 是 把 数 的 概念 由 有 限 扩展 


较为 严格 的 论证 去 取代 原先 


的 不 那么 产 格 的 论 让 ,或 是 用 精确 定义 的 概念 去 取代 先 


前 的 较为 含糊 的 概念 。 


于 所 说 的 取代 过 程 往往 是 与 所 


接受 的 命题 集 的 变化 直接 相 联系 的 ， 因 此 ， 这 一 变化 模 


式 就 可 表述 为 ， 


<L, S, Q, R, M>——<L’, S, Q, R', M>。 
(5) 系统 化 。 这 是 指 先前 被 认为 是 不 相关 的 成 分 
《命题 、 论 证 、 问 题 ) 的 统 --。 例 如 ， 公 理化 显然 就 是 系 
统 化 的 一 个 典型 例 于 ; 另外 ， 新 的 概念 或 新 的 表达 方式 
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的 引进 也 出 能 起 到 统一 的 作用 ， 例 如 ， 数 学 的 焦 合 论 角 
释 旺 然 就 可 看 成 后 者 的 -个 典型 例子 。 后 一 例子 同时 也 
表明 了 这 样 一 点 ， 系 统 化 常常 会 造成 “元 数学 思想 ”的 
重要 变化 ， 包 括 件 么 是 整个 数学 的 合理 某 础 、 以 及 应 当 
如 何 去 评价 各 个 方向 上 的 研究 等 。 
基 切 尔 并 对 上 述 五 种 变化 的 合理 性 问题 进行 了 县 体 
分 析 。 例 如 ,由 于 一 般 化 的 过 程 即 是 由 原先 的 对 象 中 分 
离 出 了 其 一 特性 ， 而 后 者 在 先前 则 往往 未 能 为 人 们 后 清 
楚 地 认识 《 即 如 基数 与 序数 的 明确 区 分 )， 因此， 一 般 化 
的 过 程 就 直接 导致 了 认识 的 深化 。 辐 样 地 ， 由 于 揭示 了 
先前 被 认为 是 互 不 相关 的 成 分 的 联系 ， 因 此 ， 系 统 化 显 
然 也 有 利于 认识 的 深化 ， 即 是 一 种 真正 的 进步 。 

但 是 ， 基 切 尔 又 强调 指出 ， 在 很 多 情况 下 所 说 的 发 
化 也 可 能 造成 一 定 的 “损失 ”。 例 如 ， 问 题 的 解决 本 壬 即 
已 清楚 地 表明 了 相应 的 发 展 模式 、 也 即 “问题 的 解决 ” 
这 一 模式 的 合理 性 ,但 是 ， 由 于 我 们 是 以 “数学 实践 ” 
为 基本 单位 来 考察 数学 发 展 的 ， 因 此 ， 我 们 也 就 应 当 注 
意 分 析 这 种 发 展 在 其 他 方面 所 可 能 造成 的 “副作用 ”， 特 
别 是 ， 如 果 所 说 的 问题 解决 建立 在 -种 不 那么 严格 的 论 
证 方法 之 上 (无穷 小 方法 就 是 这 样 的 例 于 )， 而 这 种 方法 
的 普遍 应 用 则 不 仅 造成 了 理解 上 的 困难 ， 并 可 能 导致 错 
误 的 结论 ， 这 时 我 们 就 需 对 所 说 变化 的 得 失 进行 全 面 的 
衡量 ， 而 又 只 有 人 在 新 的 发 展 所 带 来 的 《所 能 设想 到 的 ) 
“收益 ”大 于 (所 能 设想 到 的 ) “损失 ”时 ， 才 能 认为 所 
说 的 变化 是 合理 的 。 同 样 地 ， 革 切 尔 指出 ， 也 只 在 不 进 
行 概念 的 澄清 或 论证 的 严格 化 就 无 法 实现 理论 的 进一步 
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展 、 特 别 是 无 法 解决 被 认为 是 重要 的 数学 问题 时 ， 对 
于 严格 化 的 迫 求 才能 被 认为 是 合理 的 ; 但 是 ， 我 们 在 此 
仍 应 注意 分 析 这 种 发 展 所 可 能 造成 的 “损失 ”"， 即 如 对 于 
原 有 论证 方式 的 否定 就 可 能 意味 着 丧失 了 一 种 有 效 的 方 
法 ,从 而 ， 总 的 来 说 ,我们 在 此 也 就 需要 通过 对 “得 失 ” 
的 全 面 衡 量 才 能 对 相应 变化 的 合理 性 作出 正确 的 判断 。 

最 后 ， 基 切 尔 措 出 ， 我 们 即 可 依据 上 上 述 的 五 种 基本 
模式 对 数学 的 历史 发 展 过 程 作出 其 体 的 描述 ; “现代 的 数 
学 知 训 是 由 初始 状态 经 由 -- 系 列 的 合理 转变 得 以 形成 
的 。 这 就 是 说 ， 人 们 最 初 具有 的 只 是 所 谓 的 “原始 的 数 

知识 "， 它 们 所 涉及 的 是 其 体 的 事物 ， 也 即 是 与 物理 对 
旬 的 具体 操作 《 即 如 聚集 和 分 离 等 ) 直接 相关 的 ， 并 就 
建立 在 自 接 的 经 验 之 上 ; 其 次 ， 由 所 说 的 原始 数学 知识 
出 发 ， 通 过 - -系列 的 合理 变化 (这 可 被 归结 为 上 述 的 五 
种 模式 }， 又 逐步 产 牛 了 依次 相 接 的 各 个 “数学 实践 ”， 
直至 现代 的 “数学 实践 "。 从 而 ， 在 基 切 尔 看 来 ， 这 就 个 
仅 清 楚 地 表明 了 数学 历史 发 展 的 合理 性 ， 而 且 也 初步 地 
建立 起 了 一 种 “更 基 于 数学 史 之 上 上 的 数学 哲学 "。 
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后 记 


本 书 由 郑 第 信 、 干 宪 品 、 繁 仲 二 人 合作 完成 。 郑 航 
信 提 出 了 全 书 的 初步 榴 息 。 然 后 ， 在 集体 讨论 的 基础 上 ， 
进行 了 如 下 具体 分 工 : 郑 复 信和 负责 第 一 部 分 “数学 的 文 
化 观念 "， 王 宪 昌 负责 第 部 分 “数学 文化 史 的 研究 ”， 
蒙 仲 负责 第 三 部 分 “数学 的 文化 价值 "。 最 后 ， 巾 分 笋 信 
负责 全 书 的 修改 与 统 稿 。 

笔者 并 愿 借 此 机 会 表示 对 四 川 教育 出 版 社 有 关 领 导 
和 责任 编辑 刘 玲 问 志 的 诚挚 谢意 ， 感 谢 他 们 所 -供给 子 
的 高 度 信任 和 大 力 支持 ， 岗 开 了 这 - 切 , 笔者 是 不 可 能 
在 “数学 :哲学 ' 文 化 教育 ”这 一 方向 上 持续 前 进 的 。 


郑 币 全 
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